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MATWMATICALMOOEUJHGAHDHÜMERICAIANALYSJS
MOTÉUSATIW MATOEMATHWE ET ANALYSE NUMÉRIQUE

(Vol 25, n 2, ïyyi, p 193 a 2l2)

AJUSTEMENT SPLINE LE LONG D'UN ENSEMBLE DE COURBES (*)

D. APPRATO C) et R. ARCANGÉU O

Communiqué par P G CIARLET

Résumé — On étudie dans cet article le problème de la construction d'un approximant
régulier d'une surface définie par une équation explicite x3 = f(xXi x2) à partir de la donnée d'un
ensemble fini de courbes tracées sur cette surface On propose pour approximant de f une « spline
d'ajustement discrète » (cf [2]) appartenant à un espace d'éléments finis convenable On montre
la convergence de la méthode et on donne des résultats numériques

Abstract — In this paper, for a surface defined by an exphcit équation x^ = ƒ (xls x2), the
problem of constructing a smooth approximant from afinite set of curve s given on the surface is
studied As an approximant off, a « discrete smoothing spline » (cf [2]) belonging to a suitable
finite element space is proposed Convergence of the method and numencal results are given

0. INTRODUCTION

Le problème de la construction de surfaces à partir de courbes iso-valeurs
(et d'autres problèmes intervenant par exemple en Géologie) conduisent à
la formulation abstraite suivante : étant donné un ensemble fini de courbes
F 1 ̂  j =s= N, dans l'adhérence d'un ouvert borné fl de M2 (cf.fîg. 1) et une

N

fonction ƒ définie sur F = \^)FJ3 construire une fonction régulière <|> sur Ci

approchant (en un sens à définir) la fonction ƒ sur F.

De façon plus précise, on suppose
• que n est un ouvert non vide borné connexe à frontière lipschitzienne

(au sens de J. Necas [8]),
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194 D. APPRATO, R. ARCANGÉLI

• que, pour tout j = 1, ..., N9

il existe un ouvert Rj c O satisfaisant aux conditions :
i) Rj est connexe à frontière lipschitzienne,

ii) Fj est la frontière ou une partie (ouverte pour la topologie induite
par M2) de la frontière de R.-,

(0-1)
• et que, pour simplifier l'exposé, ƒ est la restriction à F d'une fonction,

encore notée ƒ, appartenant à l'espace de Sobolev usuel Hm(Q,), avec m
entier 5= 2 (on sait, d'après le théorème d'immersion de Sobolev, que :
Hm(O,) t> C°(Ö), où c> désigne l'injection continue),
et l'on impose la condition : <j> e //'"(O) n C4(O), avec k = 1 ou 2.

Figure 1. — Courbes Fr

Le problème de l'approximation de ƒ sur F est un problème d'ajustement
le long de l'ensemble de courbes

{(xl9 x29 x3) E U3 ; x3 = f(xu x2), (xu x2) G Fj} , 1 ==j =s N .

Lorsque wa>fc+l, le problème d'interpolation correspondant admet
évidemment une infinité de solutions, étant donné que dans ce cas :
Hm(O.) t> C/c(Ô). On peut alors obtenir une solution en utilisant la théorie
des splines d'ordre (m, s ) de J. Duchon [6],

On en obtient une autre en procédant de la façon suivante. Posons

ç>v = v\F

e t

K= {veHm(n); Pv = 9f}

et considérons le problème : trouver cr solution de
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AJUSTEMENT SPLINE LE LONG D'UN ENSEMBLE DE COURBES 195

/' f \ 1/2

où on a posé M m n = I £ (dav)2dx \ , avec a = ( a b a2) 6

f̂ l2, | a | = aj + ot2 et bav = —-—H- .

Pour tout 7 = 1,..., TV, introduisons (cf. P. Grisvard [7]) l'espace de
Hubert L2(Fj) des (classes de) fonctions réelles de carré intégrable sur
Fj, muni d'une norme hilbertienne ||.||Oir définissant sa topologie. Soit
alors L2(F) l'espace des (classes) de fonctions réelles v sur F telles que, pour
tout j = 1,..., N, v\F G L2(Fj), muni de la norme

1/2

Alors

THÉORÈME 0.1 : On suppose vérifiées les hypothèses précédemment
formulées sur Cl, F, m et f ainsi que l'hypothèse supplémentaire :

VpePm , (f i) . (p\F = 0) => (p =0) , (0-3)

où Pm_l(Cl) désigne l'espace vectoriel des restrictions à Ö des (fonctions)
polynômes à deux variables de degré =s= m — 1 par rapport à l'ensemble des
variables.

Alors le problème (0-2) admet une solution unique.

Démonstration :
1) Raisonnant par compacité (cf. J. Necas [8]), on montre, compte tenu

de (0-3), que l'application [[.]] sur Hm(Cl) définie par: fvj - ( | |P^HO IF
+

l^lmn)1^2 es^ u n e n o r m e s u r Hm(CÏ) équivalente à la norme usuelle
1/2

IML,n= ( S [ (**v)2dx\
\ | al ^m Ju I

2) La solution cr du problème (0-2) n'est autre que l'élément de norme
[[.J minimale du sous-ensemble convexe fermé non vide K de Hm(Cl). •

Ainsi (lorsque m > k + 1) nous pourrions prendre <|> = a. Malheureuse-
ment, sauf en des cas très particuliers, il est impossible d'expliciter <r (ou tout
autre interpolant) sous une forme utilisable pour le calcul : dans un espace
de dimension finie, il est évidemment impossible de satisfaire à une infinité
de conditions d'interpolation.

Dans la suite, nous proposons de construire une « Z>m-sprine d'ajustement
discrète » (cf. R. Arcangéli [2]). Pour cela, on introduit la fonctionnelle
J?jh définie sur l'espace Hm(Clh) par

J*} , ( v ) = 2 ^ ( 1 V — ƒ 1 2 ) + é l u t 2 fO-d'*

vol. 25, n 2, 1991



j a| =m
1/2

. La fonction cherchée sera obtenue en minimisant

196 D. APPRATO, R. ARCANGÉLI

où e est un paramètre strictement positif, l^(v2) une approximation de
I I ^ H Q ^ (nécessaire, car le terme | | i>—/ | |o F ne peut pas être calculé

exactement), ftA un ouvert (polygonal) approchant fl et | v \ m n = f

f ^2 , \

(d^vy dx

J^h sur un espace de dimension finie Vh convenable.
1. APPROXIMATION DE ||. || J p

On introduit :
• un sous-ensemble borné E de IR * admettant 0 pour point d'accumula-

tion,
• pour tout T ) G E et pour touty* = 1, ..., N, un ensemble {Ç(} < L de

L = Lfaj) points distincts £( = ^(^j) de F3 tels que

max 8(£I3 ^ +1) =s T|

(où ô désigne la distance euclidienne dans R2) et un ensemble {\t} < £ de
nombres X( = kt(t\,j) >• 0.

On pose alors

w /— "c w " 1

et

Dans la suite on supposera que

J 3 C > 0 , 3 r > 0 , V i i e E , Vy = l,...,

(on convient d'écrire désormais u au lieu de v \F ou de v \F ; on considérera

f10 comme une forme linéaire continue sur C°(Û), ou sur C°(fV)5 pour tout
ouvert Cl' contenant H).

Remarque 1.1 : Lorsque l'hypothèse (1-1) est vérifiée, la relation

constitue une formule d'intégration numérique abstraite pour ||. ||jj F.
Comment obtenir des formules explicites ? Étudions un exemple.
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AJUSTEMENT SPLINE LE LONG D'UN ENSEMBLE DE COURBES 197

Supposons, pour simplifier, que N = 1, que F (= F^) est représentée par
une équation unique

et que la norme ||. || 0 F est définie par

II» 112 F = f v\xx>a(
JAA

Alors on peut prendre

et vérifier que la condition (1-1) est satisfaite avec t = 1 si a est assez

régulière (de classe C2 par exemple). Dans ce cas, la relation v(x) ds ~
JF

t^(v) apparaît comme une «formule des trapèzes» pour l'intégrale

curviligne v (x) ds,
JF

Dans le cas général, les formules obtenues sont plus compliquées parce
que dépendant explicitement des systèmes locaux de coordonnées qui
définissent les courbes Fy Cependant, dans les problèmes réels, les courbes
Fj sont le plus souvent polygonales et on peut alors utiliser des formules
d'intégration numérique classiques à une variable. •

2. AJUSTEMENT SPLENE

On suppose donnés :
• un sous-ensemble borné H de R * admettant 0 pour point d'accumula-

tion ;
• un ouvert (borné) polygonal Ù de M2 contenant II ;
• pour tout ZIGH, une triangulation ^ de O au moyen d'éléments K de

diamètres hK ^ h et un espace Vh de type éléments finis (E.F.) construit sur

%h9 tel que :

Vh soit un sous-espace de dimension
(2-1)

finie de Hm(Cl) O Ck(Ù), avec k = 1 ou 2

vol. 25, n° 2, 1991



198 D APPRATO, R ARCANGELI

et que

il existe une famille d'opérateurs

(ÖA)A e H <= ̂ (Hm(Û), Vh) vérifiant les relations
i) 3 C > 0 , V/ieH, Vf = 0, , m - l , (2-2)

n)VveHm(Ù) km lu - Uhv\ , =0

Remarque 2 1 Le résultat (2-2) ne nécessite pas l'hypothèse classique de
régulante de la méthode des E F Hm(Û) c> CS(O,), où s désigne l'ordre
maximal des dénvées intervenant dans la définition des degrés de liberté de
l'E F générique de la famille (FA)AeIlJ mais suppose (évidemment) que

la famille (%h)h e H
 e s t régulière (au sens

de P G Ciarlet et P -A Raviart [4])

Ce résultat suppose de surcroît vérifiée l'hypothèse

f l'E F générique (K, PK, %K) de la famille

'te H vérifie la condition PK -=> Pm(K)

(en fait i) utilise seulement la condition PK => Pm_ \(K)), ainsi qu'une
propriété d'« uniformité des fonctions de base » de TE F générique de la
famille (Vh)heH, vérifiée dans les cas usuels II est dû a P Clément [5] (cf
également G Strang [10]) •

Remarque 2 2 Dans les problèmes réels, o n a m = 2 ou m = 3
• lorsque m = 2, on peut utiliser par exemple
i) les E F triangulaires d'Argyns et de Bell de classe Cl, les E F

rectangulaires de Bogner-Fox-Schmit (B F S ) de classe C1 (cf par exemple
P G Ciarlet [3]) ,

n) les E F triangulaires d'Argyns et de Bell de classe C2 (cf A Zenisek
[11]), les E F rectangulaires de B F S de classe C2 (cf D Apprato, R
Arcangéh et R Manzanilla [1]) ,

• lorsque m = 3, on peut utiliser les E F de n)

Lorsque m :> 3, on peut utiliser les E F de B F S de classe Cm ~1 (dont la
définition généralise directement celle des mêmes éléments de classes
C1 et C2)

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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On vérifie que, dans tous les cas, la condition (2-1) et (lorsque (2-3) est
vérifiée) la condition (2-2) sont satisfaites.

Rappelons que, de façon générale, l'implémentation des E.F. rectangulai-
res est moins coûteuse que celle des E.F. triangulaires. •

Pour tout h e H, on considère ensuite l'ouvert fih (cf. fig. 2) défini par

I flh est l'intérieur de la réunion
(2-4)

des éléments K de TSA qui coupent Q .

Il est clair que la famille (nA)A e H vérifie les relations

{V/?eH, ( I cü^n (2-5)

(2-6)et lim mes (HA\fl) = 0 .
A-0

/

Ni

1 ^

S*

————h

r i
—

—*———

>sj

'XL

—
s?

-XI—i

Figure 2. — Ouvert flh.

Pour tout h e H, on définit enfin l'espace Vh par

{ Vh est l'espace des restrictions

à Cth des fonctions de Vh .
(2-7)

Pour tout e > 0, pour tout /z G H et pour tout ^ e E, on considère alors le
problème de minimisation : trouver cr̂  h solution de

(2-8)

où J? h est la fonctionnelle introduite en (0-4), avec f11 défini au paragraphe 1
et ilh en (2-4), ainsi que le problème variationnel : trouver â 1

 h solution de

F, , a VI*. Ü
(2-9)

vol. 25, n' 2, 1991



200 D APPRATO, R ARCANGÉLI

où l'on a posé : a\u, v ) = î^(uv) et (w, Ï; )m O/] = £ 3aw 3ai? <ix.

THÉORÈME 2.1 : <9« suppose que II, F, m et f sont définis comme au
paragraphe 0 ef #we /es hypothèses (0-3), (1-1), (2-1), (2-4) e? (2-7) SOTÎ?
vérifiées. Alors pour tout e > 0, /?owr tow/ /Ï G H et pour tout -r\ e E as\sez
petit, les problèmes (2-8) e£ (2-9) admettent une même solution unique

Démonstration :
1) Raisonnant par compacité {cf. J. Necas [8]), on montre compte tenu

de (0-3) que l'application [[. J h sur Hm(fth) définie par :

1^3* = ( \\v II o F+ lülm n )1/2 e s t u n e n o r m e s u r Hm(Q>h) équivalente à la

norme usuelle lit

2) D'après la définition de f71, la forme bilinéaire symétrique

(uh, vh) ^ a\uh, vh) + z{uh, vh)m^h

est continue sur Vh x Vh. D'autre part, elle est F/relliptique pour r\ assez
petit puisque, d'après (1-1) et (2-5),

et que, d'après le 1) les normes [[.]]A et ||.||m n sont équivalentes.
Le iemme de Lax-Miigram donne alors le résultat. •

La fonction CT£A est appelée «Z)m-spline d'ajustement discrète de ƒ dans
Vh relative à F, y] et e ». •

Remarque 2.3 : Si on note (omettant l'indice h pour simplifier) M la
dimension de Vh et (^j)\ ^j ^M u n e base de V^ alors u\\h s'exprime sous la
forme

avec dj G R, 1 ̂ j ^ M. Introduisant les matrices

et

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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on voit que (2-9) est équivalent au problème: trouver a = («Oisei SSÀT

solution du système linéaire d'ordre M :

Revenant au problème initial, on peut envisager de prendre pour
approximation de ƒ la fonction <J> = cr̂ 9 A | qui, d'après les hypothèses (2-1),

(2-4) et (2-7), appartient à i/m(fl) n Ck(Ù). Il reste à voir en quel sens <|>
approche ƒ. Le résultat suivant, que nous donnons sans démonstration (on
utilise des arguments de compacité et des résultats de la théorie des E.F.),
montre que <r£ h converge vers ƒ sur F dans certaines conditions.

THÉORÈME 2.2 : On se place dans les conditions du théorème 2.1 et, de
plus, on suppose satisfaite l'hypothèse (2-2). Alors la solution <r£A de (2-8) et
(2-9) vérifie les relations :

i) pour tout 6 e ]0, m - 1 [ : lim || cr£ A - CT ||m ft = 0, où
e-01A2(M-1-eVe-0,n-»0

cr désigne la solution du problème (0-2) ;
ii) pour tout 9 e ]0, m — 1 [, il existe C > 0 telle que, quand £ -• 0,

A 2 ( « - i - e ) / e ^ 0 et T 1 ^ 0 : | | a ^ - / | | ^ ^ C { / I
2 ^ - 1 - e ) + T1^(l) + e} .

En fait, pour étudier la convergence de cr̂ /i v e r s f sur l'ouvert ft, on est
amené à étudier le problème classique de la convergence de l'approximation,
quand le nombre de courbes Fj croît indéfiniment, de façon à ce que la
famille d'ensembles F correspondants remplisse Ù (en un sens à préciser).

3. CONVERGENCE DE L'APPROXIMATION

On modifie la situation précédente. On suppose donnés :

• un sous-ensemble D de IR * admettant 0 pour point d'accumulation ;
• pour tout ds D, un système (ordonné) de N = N {d) sous-ensembles

Ff, 1 =sy s*N(d), non vides de Ö, vérifiant l'hypothèse (0-1). On note :
N

VJeD, Fd= \jf

On suppose que :

fi FQ = F?o; (3-1)

fo 0 ) . (3-2)

vol. 25, n" 2, 1991



202 D. APPRATO, R ARCANGÉLI

On conserve les éléments introduits au paragraphe 1, mais avec:
L = L(d, T\,J ), £z = £t(d, J],J ), X, = \z(<i, -r\,j ). On convient d'écrire dans
la suite Ff, F\ tf* et 2d^ au lieu de Fp F, £; et l \

Pour tout ( r f , T ) , 6 , * ) e D x E x R + * x H , o n note a** ^ et J%£ au lieu de
a^ et J£ ,z et on considère à nouveau les problèmes (2-8) et (2-9) : supposant
H, Fd, m et ƒ définis comme au paragraphe 0 et les hypothèses (3-1), (3-2),
(1-1), (2-1), (2-4) et (2-7) vérifiées, ils admettent pour r\ assez petit une
même solution unique notée maintenant crfj} (en effet (3-1) et (3-2)
impliquent (0-3)).

Pour étudier la convergence de l'ajustement, on formule les hypothèses
supplémentaires suivantes (où la même lettre C désigne diverses constantes
strictement positives) :

{3C >0 , VrfeD, V/ = l,...,N (d):mesFf*zC ; (3-3)

| 3C>0 , 3 ^ 0 , V W T , ) 6 D X E , Vy - 1, ..., N (d) ,

| cV||o| |^„; (3"4)

= rf; (3-5)
xe H

{3C >0, 3p >0, VJeD, J^p : iV(J ) ^C/J ; (3-6)

Va) ^ 0 , o> ouvert c H, 3Cœ > 0, VVG M*, 3|JL > 0 ,

, 3 {/'! ; , } c= {l,...9N(d)} : (3-7)

= l,...,v,mes ( ^ n a ) ) > C u .

Remarque 3.1 : L'hypothèse (3-1) est une hypothèse simplificatrice qui
n'est probablement pas indispensable.

L'hypothèse (3-3) implique que les ensembles Ff ne sont pas trop
« irréguliers ».

L'hypothèse (3-4), qui n'est autre que la condition (1-1) avec C
indépendante de d, n'est pas facile à vérifier dans le cas général ;
heureusement, compte tenu de (3-3), la situation se simplifie lorsque les
courbes Ff sont polygonales.

L'hypothèse (3-5) précise la définition de D : le paramètre d'indexation d
de Fd n'est autre que sup 8(x, Fd), distance de Hausdorff de Fd à

xe n
fi. Donc (condition classique dans l'étude de la convergence des fonctions
splines) cette distance tend vers 0 avec d.

L'hypothèse (3-6) traduit une propriété de régularité asymptotique de la
répartition des courbes F f dans Ù ; elle est l'analogue d'une condition déjà

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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AJUSTEMENT SPLINE LE LONG D'UN ENSEMBLE DE COURBES 203

introduite dans le cas de splines d'ajustement relatives à des données
ponctuelles (cf. D. Apprato, R. Arcangéli et R. Manzanilla [1]).

Enfin l'hypothèse (3-7) est une hypothèse de « minoration » des longueurs
des courbes Ff. L'hypothèse (3-7) n'a pas d'équivalent dans le cas de
données ponctuelles. A l'aide de contre-exemples, on peut montrer que ni
(3-6) ni (3-7) ne sont conséquences de (3-5).

Les différentes conditions (0-1), (0-3), (3-1) à (3-7) concernant les
courbes Ff paraissent devoir être vérifiées dans la modélisation des
problèmes réels, notamment en Géologie. •

THÉORÈME 3.1 : On suppose que n , Fd, m et f sont définis comme au
paragraphe 0 et que les hypothèses (2-1), (2-2), (2-4), (2-7), (3-1) à (3-7) sont
satisfaites. Alors, pour tout y > 0, pour tout e0 > 0 et pour tout
6 G ]0, m - 1 [, la solution of; J de (2-8) et (2-9) vérifie :

d->0, V/^«7, 0

Démonstration ; La même lettre C désignera diverses constantes stricte-
ment positives.

1) Soit ƒ G Hm(£ï) un prolongement quelconque de ƒ (l'existence de
ƒ résulte du fait que H, à frontière lipschitzienne, possède la propriété de m-
prolongement). Prenant dans (2-8) vh = (Ûh ƒ ) I , où îlh est l'opérateur

introduit en (2-2), il vient :

rf, «n, s, h ) G D x E x R * x H : /e

Les relations (3-4) et (3-3) impliquent que

3C, V ( d , - n ) e D x E , Y; = 1, ..., tf(d) : £ƒ "(1) *= C ,

d'où

3C, V ( ^ T 1 ) G D x E : F

D'après le théorème d'immersion de Sobolev, on a :

où Hl + Q(Ù) désigne l'espace de Sobolev sur Ù d'ordre non entier 1 + 6,
dont la norme est notée ||. || 1 + e & Utilisant (cf par exemple J. Peetre [9])

vol. 25, n° 2, 1991



204 D. APPRATO, R. ARCANGÉLI

une méthode d'interpolation entre les espaces H1 (Cl) et Hm(Ù), on déduit
de (2-2) que

VOe ] 0 , m - l [ , 3C, V ü e H : | Uh ƒ - ƒ 11 + QÙ ^ Ch™~ l - e | | / ||m - .

Regroupant les résultats obtenus et utilisant (3-6), on obtient :

f V6e ]0, m- 1 [, 3C, V (rf, T|, e, A ) e D x E x R * x H ,

Notons que, d'après (2-5) et (2-2)-ii) :

3C, VA G H : | ï î ^ / | w n ^ C . (3-9)

D'autre part, utilisant (3-1) et (3-4), on a:

Étant donné que, compte tenu de (2-5),

il v i e n t , d ' a p r è s (3 -8) e t (3 -9) , p o u r t o u t 9 e ] 0 , m - l [ :

f V ( r f , T i , e , A ) e D x E x R * x H , d^$: || o£ J - ƒ || £ ̂  + K ü - / | ^ n

C(6 + 2)(A2<—1-eVrfe + 1) + 2 | / | ^ n + C V K î - ƒ | £ n - (3-10)

Comme la norme v *-^> (\\v\\l F + | ^ | ^ n ) 1 / 2 est une norme sur Hm(Cï)

équivalente à || . ||m n , on déduit de (3-10) que la famille

(^;3î)(rf.tlfefA)eDxExR* xH est bornée dans Hm(Cl), pour d assez petit, si e

et h2{m~l-Q)/de restent bornés.

Supposons désormais que

> 0 , s o > O , 0 e ] 0 , m - l [ , d->0,
( 3 U )

D'après ce qui précède, il existe donc une suite (ore"*^)ne^*, avec

lim dn - 0, (y]n/dn)nEM* <= ]°> 7] s (zn)neN* c ]°> Eo] e t l i m hl{m^x-^l
«-++0O «-K + 00
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dn sn = 0, extraite de la famille (of; J) et un élément ƒ * G Hm(n) tels que

ƒ * = lim faible a ^ " , dans i7

2) Montrons que ƒ * = ƒ. Pour cela, raisonnons par l'absurde : supposons
ƒ* ^ ƒ. Il existe alors un ouvert non vide o> contenu dans Cl et un réel
a * > 0 tels que

VXGU), | ƒ * ( * ) - / ( x ) | ><**.

Mais ar£; £ tens vers ƒ * dans i7m(fl) faible, donc dans C°(Ù) fort, et par

conséquent

f ] a > 0 , 3 n ' e N , Vw G M , n ^ w':

Par ailleurs, d'après (3-7),

f3Cw>0, V V G ^ * , 3«"eN5 Vwel^J, « ^ n " 5

| 3 {ƒ„ ...,Â} c {1, ..., iVK)} : V/c ^ 1, ..., v, mes ( F ^ H co) ^ Cw

Posons

Alors on déduit de ce qui précède que :

V B Ê N , « S max (n'9 n" ) : ^(v, « ) > va2 Cœ .

D'autre part, sous les conditions (3-11), il résulte de (3-4), (3-6), (3-7), (3-8)
et (3-9) que

3 C , V v e l ^ * , V « G N , n^n":V(v,n)^C(so + y ) ,

d'où la relation

V W G N , n^max (n',n'f): va2 Cw < C( s 0 + 7) ,

contradictoire quand v -• + oo.

3) Montrons maintenant que
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Puisque l'injection de Hm(ft) dans Hm~x(£l) est compacte, il résulte du 1)
que

lim <r£;l* = f , dans Hm ~ 1 (H) fort.
rc - * + oo

D'autre part, sous les conditions (3-11), on a d'après (3-8) :

n n

m, Cl

~ | 2

n ; i ƒ + o(i), « -> + oo .

Or

I m, ük

et le second membre tend vers 0 avec h d'après (2-2)-ii) et (2-5). Utilisant
(2-6), il vient :

lim
*->o

On en déduit que

Alors on a :

d'où

et le résultat suit.

4) Montrons enfin que, sous les conditions (3-11) :

(3-12)

Raisonnons par l'absurde : supposons que (3-12) n'a pas lieu sous les
conditions (3-11). Cela revient à dire qu'il existe a > 0 , 7'=>0, eó >• 0,
6' e ]0, m - 1 [ et ((d'n3 < , s;, h'n))nfN*9 suite de D x E x ]0, ej[ x H telle
que d'n -> 0, ^\d!n s= 7' et h'^m~x ~®^ld!

n s'n -• 0, vérifiant :

VneN*, ||afr5-f|| >a.

Mais une telle suite est bornée dans i /m (H) et le raisonnement précédent
entraîne une contradiction. •
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Remarque 3.2. L'énoncé du théorème 3.1 peut être formulé de la
manière suivante : la solution erf; J de (2-8) et (2-9) converge vers ƒ dans
Hm(Q.) suivant la base de filtre $ = {Brs ; r > 0, .s > 0 }, avec

1, e,h ) e D x E x ]0, eo]^<H;

J ^ r, - r =£ 7>

4. RÉSULTATS NUMÉRIQUES

On a utilisé deux fonctions fx et f2, définies Tune et l'autre sur le carré
Q = ] 0 , 3 [ x ] 0 , 3 [ :

Mxu x2) = sin [(x} - 0,5 )2 + (^ - 0,5 )2] ;

Mxux2) = l-u\3-u2)-w,

avec u = [(JC! - 155)2 + ((x2 - 0,5)/2,5)2]/l,8 ,

i; = [ ( X i - l . S ^ + ^ - l . S ) 2 ] 1 ' 2 ,

w = 1,5(1 - i ; 2 ( 3 - 2 i ? ) ) , si v^l ,
w = 0 , sinon .

On s'est donné deux ensembles F{1) et F{2\ réunions respectivement de
cercles et de segments (cf. fig. 3 et 4).

Dans tous les exemples :
• Vh est l'espace de type éléments finis de B.F.S. de classe C1

correspondant à une triangulation uniforme avec h = 1 (cf. fig. 5) : donc
k = 1 et M (dimension de Vh) = 64 ;

• m = 2;
• e = 10"6.

o

b
'M

o

o
Figure 3. — Ensemble F{1).
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Figure 5. — Triangulation de i l .

A titre de comparaison, on a approché chaque fonction par la méthode
d'ajustement à partir de conditions ponctuelles introduite dans [1], en
prenant pour ensemble de points de données l'ensemble X(1) ou l'ensemble
X{2) des nœuds & de discrétisation de ||.||£fo) ou de ||.||o)jF(2> respective-
ment.

Pour chaque fonction ft, i = 1,2, on donne une vue des surfaces
représentant :

• la fonction exacte,
et, successivement pour 7 = 1,2,

• l'approximation, notée (ƒ,-, F a ) ) , obtenue par ajustement le long des
courbes,

• l'approximation, notée (fh X^), obtenue par ajustement à partir des
conditions ponctuelles.

Le programme a été développé sur HP VECTRA ES 12.
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