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ESTIMATION D'ERREUR OPTIMALE

ET DE TYPE SUPERCONVERGENCE

DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS

POUR UN PROBLÈME AUX LIMITES, DÉGÉNÉRÉ (*)

Mohamed EL HATRI 0)

Communique par P G CIARLET

Résumé — Dans ce travail, nous nous intéressons à Vétude de Veneur de la méthode des éléments
finis avec intégration numérique pour un problème aux limites elliptique bidimenswnnel dégénéré

La solution approchée de ce problème est obtenue en utilisant des éléments finis triangulaires
linéaires et quadratiques On obtient une estimation d'erreur optimale dans W\-norme avec poids,
d'ordre 0(M), k = 1, 2 Aux milieux des côtes des éléments linéaires, on a une estimation d'erreur
de type superconvergence de gradient dans la norme discrète avec poids de L2» d*ordre 0(A2 | In h j)

Abstract — In this work, we analyse the erreur affinité éléments methodsfor a degenerated two-
dimensional elhptic boundary value problem

Using the hnear and quadratic tnangular finite element with numencal intégration, we obtain an
optimal erreur estimate m weighted W\~norm of order 0(hk), k = 1,2 At the midpoints ofsides of
hnear fimte element, we have superconvergence of gradient of order 0(h2 ] In h j), in discret weighted
L2~norm

INTRODUCTION

Dans la théorie de la méthode des éléments finis [MEF], l'estimation de
l'erreur constitue le moment le plus important.

On constate deux types d'estimation d'erreur :

a) Estimation optimale :

II w - uh\\x = 0(hk-s), k - s , * , s = 0 , l , . . . (A)

où Xs est un espace de Banach muni de la norme | | . \\xs, u est solution exacte,

(*) Reçu en novembre 1983, révisé en juin 1985
l1) Bulg. Acad of Sci Inst of Math Départ of Mathematical modelicg II G Boncev Bl 8

1113 Sofia Bulganan.
Université Sidi Mohamed Ben Abdellah, Ecole Superieure de Technologie, route d'Immouzer,

B P 2427, Fes, Maroc
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28 M. EL HATRI

i^-solution approchée dont la restriction sur chaque élément fini est un poly-
nôme de degré k — 1, /z-grandeur caractérisant la discrétisation du domaine
de définition. Ici la solution u appartient à l'espace de Banach Xk

9 où Xk

[avec le symbole « c-^ » on note l'injection continue].

b) Estimation de type super convergence :

\\u-uh\\h>s = 0(hk-s+*), s > 0 (B)

\ \ u - u h \ \ x s = 0 ( h k - ^ ) , v > 0 (B')

où II . | |M est une norme discrète, analogue de la norme || . ||- ; uh est une
moyennisation de la solution approchée uh. Ici la solution u appartient à
l'espace xk + m dans le cas (B) et à l'espace Xfc + 1(v) dans le cas (B'), /(e) et
/(v) appartiennent à N et dépendent respectivement de s et de v. La norme
discrète || . | |M est définie dans des points appelés points de superconvergence.
En pratique les espaces Xs sont de type de Sobolev, mais ils peuvent être et
d'autres espaces fonctionnels.

Pour les équations elliptiques non dégénérées de 2e ordre, la théorie de
l'estimation de l'erreur de type (A) est construite vers le milieu des années 70,
voir [4], Cependant, il existe encore des problèmes non résolus en ce qui concerne
l'estimation de type superconvergence, estimation de type optimale pour les
équations dégénérées, estimation de l'erreur de la MEF avec concentration
de la matrice de « mass » et d'autre.

Dans cet article notre but est d'analyser l'erreur de la MEF avec intégration
numérique pour un problème aux limites elliptique dégénéré de 2e ordre.
Ici, on utilise les éléments finis triangulaires linéaires et quadratiques. La
formule quadrature utilisée est définie dans les noeuds de la triangulation,
ce qui nous permet d'obtenir une concentration de la matrice de « mass »
lors de la résolution numérique des équations paraboliques dégénérées,
voir [3].

La méthode classique pour obtenir une estimation optimale de l'erreur de
la MEF pour les équations dégénérées est d'utiliser ce qu'on appelle fonctions
de base singulières, voir [9]. Cette méthode est non désirée, car elle mène à des
difficultés non négligeables lors de la réalisation numérique. Dans cet article
on montre qu'on peut obtenir une estimation optimale et de type superconver-
gence pour un problème aux limites dégénérées sans faire recourir à ces fonc-
tions de base et ceci grâce aux résultats obtenus récemment dans la théorie
des espaces avec poids [de type de Sobolev], voir [8] et que nous développons
aussi [en partie] dans cet article, voir paragraphe 1.

Dans le paragraphe 4 on obtient une estimation optimale d'ordre 0(hk\
k = 1,2, dans W^-norme avec poids. Dans le paragraphe 6 on obtient une
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SUPERCONVERGENCE DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 29

estimation de type superconvergence de gradient [type (B)] dans la norme
discrète avec poids de L2, définie aux points milieux des côtés des éléments
finis linéaires, d'ordre 0(h2 | In h |). Pour l'estimation de type superconvergence
pour les équations non dégénérées, nous renvoyons le lecteur à l'article [7]
où on peut trouver la littérature nécessaire.

1. NOTATIONS ET FORMULATION DU PROBLÈME

Dans l'espace euclidien R2, par x = (xu x2\ y = O i , y2\ •••> o n n o t e le s

points de cet espace. Les éléments de la base canonique de R2 seront notés par
ex = (1, 0) et e2 = (0, 1). Avec Fi9 i = 0, 1, 2 on note :

r , = {O l 5 x2) e R2 : Xi - 0, 0 < xi < C, i * jj - 1 , 2 } ,

i = 1,2, r o = { ( o 5 o ) } .

Par Q on note un polygone convexe dans Ri, dont la frontière dQ contient
F-, i = 1, 2, voir figure 1.1. Sans perdre en généralité, on suppose que
mes(Q) = 1.

Figure 1.1.

En bref on va donner un rappel de quelques résultats en calcul différentiel.
On considère deux espaces linéaires normes X et Y et une fonction v : A -+ 7,
A a X. Si v est A:-fois différentiable dans le point x e A, alors avec Dk v(x)
ou tout simplement Dv{x\ si k — 1, on note la A:-ième dérivée [au sens de

vol. 21,11° 1, 1987



30 M. EL HATRI

Frechet] de v. Cet élément appartient à Sfk(X, Y) avec la norme :

||D*i<x)|| - sup \\Dkv

En particulier si X = U2 et Y = U, les dérivées partielles de v sont notées
par :

drfx) = ^ = Dv{x) (et, dtJv(x) = ^ ^ = D2 v(x) (elt e2),...

Le gradient de*u(%) est le vecteur dans R2, dont les componentes sont les déri-
vées partielles Dv(x) et, i = 1,2. On utilise aussi les notations :

S'il n'y a pas confusion on note tout simplement da.
On considère le problème aux limites dégénéré suivant :

xt di u{x)) = xx f(x), x e Q

u U = 0, F = ô Q \ r \ .

On suppose que sont vérifiées les conditions suivantes :

3 C = C t e , 3C' = Cte:0 < C < af(x) ^ C', / = l , 2 , VxeQ (1.2)

0.
(1.3)

Pour montrer l'existence et l'unicité de la solution généralisée du pro-
blème (1.1), nous allons construire un espace de Sobolev avec poids. Ceci
fera l'objet du paragraphe qui suit.

2. ESPACE DE SOBOLEV AVEC POIDS

On définit les fonctions poids suivantes :

dist (je, T.) = dt(x) , x e f i , / = 0,1,2.

S'il n'y a pas confusion on écrit tout simplement d{x\

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 31

On note par Lp(Qy d{x\ 0), 1 ^ p < oo, 9 e R, l'espace des fonctions conti-
nues muni de la norme :

d(xYB I v(x) |p dx

(2.1)
vrai sup d(x? \ v(x) \, p = oo .

xefi

Si 0 = 0, on écrit Lp(Q\ 1 ^ p < oo. Remarquons que l'intégrale en haut
est au sens de Rieman et que les espaces Lp(Q, d{x\ 9) ne sont pas complets
par rapport à la norme (2.1).

Par Wl
p{Q, d(x\ 9), 1 ^ p < oo, on note l'espace des fonctions / fois conti-

nûment différentiables dans Q muni de la norme :

/p i ^P< oo,

max vrai sup d(xf dav(x) , p = oo .

Si 9 = 0, on écrit tout simplement Wl
p(Q). Les espaces ^ ( Q s rf(x)5 9),

ne sont pas complets par rapport à la norme (2.2).
Nous allons donner la représentation intégrale des fonctions appartenant

à l'espace Wl
p{Ç\ d(x\ 0), en utilisant la même méthode introduite dans [51.

Soit B(x°, p/2) uneT)OÜIe ouverte de centre ~x°~et de rayon p72", entièrement
incluse dans l'ensemble :

0 < 5 ^ j i 5 i = 1, 2, 6 e R } .

Soit (|) une fonction indéfinement continûment différentiable dans B(x°, p/2),
nulle sur et au voisinage de la frontière de B(x°, p/2) et telle que § ^ 0 et

>(x) dx = 1. Soient x e Q \ 5 5 et y e B(x°, p/2). Appliquons la formule

intégrale de Taylor à v e Wl
p(Q, d(x), 0) :

0W = S ^L=T^3-fi0') + / E ^ T ^ [ S1'1 d«v(x + s(y - x))ds.
|«|«i a ! l«l = > a ! Jo

(2.3)

vol. 21, n° 1, 1987



32 M. EL HATRI

Multiplions (2.3) par y] <|>(.y), / = 1, 2, 8 ^ 0 et intégrons en y :

yï
JBli.r<J,

Jo
* yf J

où K = j/? c|>(j) > ôe. En utilisant le théorème de Fubini et le changement
JB

de variable z — x H- s(y — x), on trouve :

f y] Uy) (x - yf f y" 1 5ai;(x + (̂ĵ  - x)) ds dy
JB JO

= f \ fi <KJO (* - 7)° ^'" ' ö"5(x + s(y - x)) dy ds
Jo JB

= 1 1 (J" ' ( ^ - ^) + x ƒ c()(x + s' \z - x)) (x - zfs~3 d%z) dz ds
Jo Jnu)

- f Xa(x,z)Ôaz;(z)^.
Jn(x)

où Q(x) - cône de sommet le point x, formé par la boule B(x°, p/2) et les
points situés entre i?(x°, p/2) et le sommet x, limités par les tangentes à
B(x°, p/2) issues de x,

KJix, Z) = ^y(x - Zf f C^"1 i ̂  - X,
Jo

+ X / <(>(X + S~\Z - x)) S~3 ds .

L'utilisation du théorème de Fubini est justifiée par le fait que :

[
Jo

= f
J\

\z - x))

- X(Z, - Xt) + Xif 4>(X + 5= \Z - X)) S- 3 ds
\z-x\

' VzeQ(x)' e^°- (2-4)
M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 33

On obtient la représentation intégrale suivante :

v(x) - K " 1 { l l v(x) + M1 v(x)} (2.5)

où

\«\<IJB

= I \ Ka(x,y)d«v(y)dy.
M = l Jti(x)

Remarque 2 . 1 : Supp Ka(x, .) ci Q(x). D'autre part on a :

a = u Q(x).
xeft

Remarque 2.2 : En utilisant la définition de Xa(x, j ) et en procédant de
la même manière comme pour obtenir (2.4), on obtient :

| 3px d'y Ka(x, y)\^Ctc\x-y \~2'Q+^(x))e, i = 0, 1, 2 ,

où / = | o t | — I P I - I Y I , 9 ^ 0 .

Nous allons donner un résultat concernant la continuité des opérateurs
intégraux dans LS(Q, d(x\ r), r e U, s e [1, oo].

COROLLAIRE 2 .1 : On considère F opérateur intégral :

(Uw)(x)= f d{y)*-^—dy, aeU,
Jn i x y i

e? 5oz€«ï A <Z G tU °°L e e 0̂ , 6 e IR, tófa gwe :

1 / g - l/g + £ ~ ^ + 2 > 0 ; - e 4 < l . (2 .6)

Alors, l'opérateur U est continu de Lp(Q, d(x\ 0) dans Lq(Q, d(x), e).

On montre ce corollaire de la même manière comme pour montrer la conti-
nuité des opérateurs intégraux de ce type dans les espaces Lp(Q)5 voir [6, p. 432].

THÉORÈME 2 . 1 : Soient p, q G [1, oo], 0 G R, e G U. En outre, on suppose que
les conditions (2.6) soient réalisées avec a = 1 + 0. Alors on a les injections

vol.21,n° 1, 1987



34 M. EL HATRI

continues :

Wl(Q, d{x\ 0) <^Lq(0, d(x), e), (2.7)

l ( ) ° Ç Ï ) , P>J^-Q, / 6 N . (2.8)

a) Dans la représentation (2.5) on prend / = 1 et x{ < 8, i = 1, 2. Alors
d'après (2.4), on a :

\V\dy+ I ! £ —

<C'(*,6){ f y«\v(y)\dy+ % f- 2 ^ _ | a^j,) | ̂  1 f

(2.9)

< y't> "Jy e OW]- Comme # < | .y |, de (2.9) on obtient également :

y\Q\v\dy + ̂ J u i ^ | 1 + e l ^ W l ^ j . (2-10)

En multipliant (2.9) et (2.10), respectivement par x- et | x \s et en utilisant
le corollaire 2.1, on obtient (2.9). D'après (2.9), on a

ce qui montre (2.10) pour / = 1. D'autre part, en utilisant le lemme classique
de Sobolev [6, p. 457] dans les espaces Wl

p(Q) et (2.7) on obtient :

max | v(x) | < Cte || v | |^.1(n) ^ Cte || v \\w

2 i i i Û

si q > _ et 1 x— > 0, / > 2, c'est-à-dire :

i~\ i , i - e _ / - e i i i i - e
2 p+ 2 - 2 p>q p+'~l~>°'

Ce qui finit la démonstration de (2.8) quand x{ < S, / = 1, 2.

b) Si xt ^ 5, i = 1, 2; alors les espaces 1^(0, <i(x), 0) coïncident avec les
espaces Wl

p(O) où 0 est un ouvert borné tel que dist (0, I \) > 0. C.Q.F.D.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 35

Notre but maintenant est de construire les complétés des espaces Wl
p(Q,

d{x\ 0), 1 ^ p ^ oo, en utilisant le résultat suivant :

COROLLAIRE 2 . 2 : Soit X un espace métrique non complet et désignons par ê

Vespace de toutes les suites de Cauchy v = {vn} d'élément de X. Sur cet espace

on définit une relation d'équivalence par :

v ~ w si lim p(vn, wn) [p-métrique dans X].
n-* ao

On note par X l'espace des classes d'équivalence notée v :

Alors,

a) X est un espace métrique par rapport à la distance :

pO, W) = lim p(vn, wn), { vn} G v, { wn} G W .
n-*oo

b) X est plongé isométriquement dans X.
c) X est dense dans X.
d) X est complet.

La démonstration de ce corollaire on peut la trouver par exemple dans
[6, p. 33]. Notre but maintenant est de construire concrètement les complétés
de Wl

p(Çl, d(x), 0), en utilisant le corollaire 2.2 et plus précisément dans quel
sens on définira les dérivées dans ces complétés.

On note par Lp(Q d{x\ 0) le complété de Lp(Q, d{x\ 0), dans le sens du
corollaire 2.2 par rapport à la norme :

II v ||Lp(n^),e) = l ina II dn Urp(n,d<*),e) > 1 < P < °° > 9 e R .
H - * oo

Par définition on pose :

* | v(x) \p d x \ / P , l ^ p ^ œ , d e U , ( 2 . 1 1 )

où l'intégral à droite dans (2.11) est au sens de Lebesgue et Lp(Q, d(x\ 0)
sera l'espace des fonctions approchables par les fonctions appartenant à
Lp(Q, d{x\ 0) par rapport à (2.11). Dans le cas où 0 = 0, on écrira tout sim-
plement Lp(Q).

Par W^Q, d(x\ 0), on note le complété de Wfâ, d(x), 0) [au sens du

vol. 21, n° 1, 1987



36 M. EL HATRI

corollaire 2.2] par rapport à la norme :

) > 1 < P < 00 , 6 6 R .

PROPOSITION 2 . 1 : Soien* A <?e [1> °°1 et v e Wp(f t d(x\ 9) et on suppose

que les conditions (2 .6) soient réalisées avec Œ = H 0 ^ — 1 < e < oo.
Alors, v e Lq(Q, d{x\ e) et 3 C = Cte > 0 telle que :

II v \\Lq(n,d(Xu) ^C\\v \\n{n,d(X),Q) - (2.12)

Démonstration : Soit { un } e v(x). Alors, d'après (2.9), on a :

II #n ~ dn \\Lp(a,d(xU) <C\\wn-îfH | | ^ ( n , ^ ) , e ) ^n » 0

où { vvn } ~ { *;„ }. Par conséquence on a :

Alors d'après le corollaire 2.2, on a veLp(Q). D'autre part, en passant à
la limite dans :

II Vn \\Lp(Çi,d(x),z) ^ C II Vn II WUn,d(x),Q)

et en utilisant la définition des normes dans Lp(Q) et Wp(Q, d(x\ 9), on obtient
(2.12). C.Q.F.D.

PROPOSITION 2.2 : Soient veW^(Q,d(x\Q), 1 < p < oo, via) e Lp(Q,
d(x\ Q) et supposons qu'il existe vn e ^p

x(Q, d{x\ 9), telle que :

d(x)9 | vn(x) — v(x) | dx > 0 , d{xf \ davn(x) — u(ct)(x) | dx n^^ > 0
JQ

(2.13)

a | = 1, a = (a l5 a2). Alors, on a :

r
da((d(x)f y(x)) v(x) dx = - \ d(xf via\x) <p(jc) dx (2.14)

toute fonction (p continûment differentiable, nulle sur et au voisinage de
d1, Qt a Q - arbitraire.

Démonstration : Soient d(x) = Xj et { vn } G ̂ p(Q, x l s 9). Alors d'après la

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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SUPERCONVERGENCE DE LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS FINIS 37

formule de Green, on a :

9 f xl1 vn(x) <p(x) dx 4- f x\ vn(x) dMx) dx = - [ x\ dxvn{x) q>(x) dx
JQI Jni jçii

(2.15)

est la même fonction qu'auparavant
D'après la proposition 2.1 [avec e = G — 1], on a :

Jn
\ l\v - vn\dx^Cte\\v- vn \\whiQ>XlS).

Prenons { vn(x) } G V(X). Alors || v — vn | |^i (n)Xl)e) —zr̂ T* ® e t ^ a r cons^"

quence on a :

r
x >0. (2.16)f

Ainsi en passant à la limite dans (2.15) et en utilisant (2.13) et (2.16), on
obtient (2.14). D'une façon analogue on montre le cas où a = (0, 1), ainsi
que le cas d(x) = x 2 et d(x) = \x\. C.Q.F.D.

PROPOSITION 2 . 3 : Soient v e W*(Q, d(x\ 6) et via) e Lp(Q, d(x\ 0) telles que
(2.14) au il reuliscc stlura, un U (2.13).

Démonstration : Soit { vn} e W ^(Q, d{x\ 0) une suite de Cauchy. On a :

0 f x\-\vn(x) - v(x)) <p(x) dx + f x\(vn(x) - v(x)) ÔMx) dx =

= - f * i ( 3 i W - «(1>0)(*)) q>W ̂  • (2-17)

Prenons {îJn} G V(X) et désignons par w(1'0)(x) la classe dont le représentant
est d^J^x). Alors en passant à la limite dans (2.17), on obtient :

r cî(w(1-0) - ü(1-0)) (x) cp(x) dx ——

D'où W(1'0) = i;(1'0), c'est-à-dire ^ „ ( x ) est représentant de t?(lf0). Par consé-
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38 M. EL HATRI

quence x\ \ d1vn — t>(1>0) | dx—^-> 0. Lorsque a = (0, 1), on procède

de la même manière, également et lorsque d(x) = x2 et d(x) = \ x \.
C.Q.F.D.

Dans la suite on notera :

via) = dav , | a | = 1 ,

qu'on appellera dérivée généralisée [ou dérivée distributionnelle]. On intro-
duit d'une façon analogue les dérivées généralisées d'ordre supérieur.

Maintenant on est en mesure de définir le complété de WlJfil, d(x\ 0).

DÉFINITION 2 . 1 : Soitp ^ 1. La fonction v appartient à Wp(Q, d(x\ 9), le N
[1 > 0], si et seulement si, existe une suite { vn }, telle que :

a) {vn}e Wl
p(Q, d{x\ 9),

b) \v- ^ l 0

c) La suite { davn } est convergente dans Lp(Q, d(x), 9), pour tout a, | a | ^ /.

Ainsi, du théorème 2.1 et de la définition 2.1 découle le théorème d'immer-
sion suivant :

THÉORÈME 2.2 : Soientp, q e [1, oo], 9 e U, e e U. En outre, on suppose que :

i î ( e - 9 + i n t

- - - + — 2 > 0 , -eq<l.

Alors, on a les injections continues suivantes :

Wfà, d(x\ 9) <^Lq(Q, d(x\ e) (2.18)

l 0 Q ) , P > J ~ ^ Q , / e l M . (2.19)

Dans le cas où 9 = 1//?, on écrit tout simplement Wl
p(Q d(x)). Le produit

scalaire dans L2(Q, d(x)} sera noté par :

(v, w) = [(v, w) = d(x) v(x) w(x) dx .

Par | v \w},(fi,dix).&) on note les semi-normes :

I v \whia,dixhQ) = ( S f d{xY« | Ô«v(x) \*

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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3. APPROXIMATION POLYNOMIALE DANS LES ESPACES Wlj£l, d(x\ 0)

Le lemme de Bramble-Hilbert [1, 2] joue un rôle fondamental dans l'esti-
mation d'erreur de la MEF avec intégration numérique. Récemment Dupont
et Scott, en utilisant une méthode constructive basée sur la représentation
intégrale de Sobolev, ont généralisé ce lemme, mais toujours dans les espaces
classiques de Sobolev. En suivant cette même méthode où on utilise la repré-
sentation intégrale (2.5), les remarques 2.1 et 2.2 et le corollaire 2.1, on
montre aisément le résultat de Dupont et Scott dans les espaces Wl

p(Q, d{x\ 0).

THÉORÈME 3.1 : Soit { Pj }*= 1 un ensemble de polynômes homogènes de
degré, ll9 Z2,..., lk9 respectivement. On suppose que ces polynômes n'ont pas de
racines communes différentes de zéro [k ^ 2]. Définissons Vensemble :

Jf = {ve ®'{U2) : Pj(d) i? = 0, y = 1,..., k } .

Alors, on a :

i) J f c ^ r , r 6 f\J, 0*r - ensemble des polynômes de degré r.

ii) Si pour pp q e [l, oo], me N, m ^ /,-, on a

1 1 /, - m
+ -*-r— > 0 .

q Pj 2

Alors :

inf || v - Q llWd<*),e) < Cte £ l Pffl v fLp (n,d(*).e).
Q T l J

CONSÉQUENCE 3.1 : Soit L une fonctionnelle continue sur W*+1(Q, d(x\ 0),
pe[\, oo], 8eR, telle que :

L ( / 7 ) - 0 , VpePk(Q)

où Pk(Q) est l'espace des polynômes de degré k. Alors il existe une constante
C(Q) > 0, telle que :

| L(v) | ^ C(Q) || L ||* | v |^+1(n,d(x),e), VÜ e Wk
p
 + 1(Q, d{x\ 6)

où || . ||* - norme de l'espace dual de W^+1(Q, d(x\ 0).

Démonstration : On a :

| L(v) | = | Uv - p) | < |i L II* || v - p | | ^
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Par conséquence

| L{v) | ^ II L

c\\

i

L ||

M.

inf || v

*( mf II
\pePkin)

EL

- p

v -

HATRI

~ P \\w

Appliquons maintenant le théorème 3.1 avec
conséquence 3.1.

= Pk(ïî). On obtient la
C.Q.F.D.

4. ESPACE APPROCHÉ ET ESTIMATION D'ERREUR D'INTERPOLATION

Soit h un nombre réel positif destiné à tendre vers zéro. On lui associe une
triangulation notée Th vérifiant les conditions suivantes :

a) Les éléments de Th, notés K, sont des triangles de diamètre inférieur à h.

b) La réunion des triangles de Th couvre Q.

Un exemple d'une telle triangulation est donné sur la figure 4.1. On sup-

Figure4.1.

pose que la famille (Th)h de triangulation ainsi constituée est régulière au sens
suivant : il existe une constante C > 0, ne dépendant pas de h, telle que :

V/*, VKeT,,; hKjpK^C

où hK et pK désignent respectivement le diamètre de K et le diamètre de la
plus grande boule contenue dans K, II existe alors une constante Co > 0
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indépendante de h telle que la mesure de tous les angles de Th soit minorée
par Co.

On introduit le sous-espace fini :

S* = {veC°(ïïy,v\K=pePk(K)9v\r = 0 } , k= 1 ,2 .

Pour k = 1, on choisit comme degré de liberté les valeurs aux sommets de K.
Pour k = 2, on choisit comme degré de liberté les valeurs aux sommets et
aux milieux des côtés de K. Dans le premier cas, les éléments finis K sont
appelés triangles linéaires. Dans le deuxième cas, ils sont appelés triangles
quadratiques. Dans la suite on notera par T^ k = 1, 2, l'ensemble des élé-
ments finis triangulaires, respectivement linéaires et quadratiques.

La dimension de S*, k = 1, 2 est égale au nombre M(h) des noeuds de T*?

k = 1, 2 qui ne sont pas situés sur F'. On vérifie immédiatement qu'on a :

S* c wl(Q, x1) = {ve W\{ÇK * i ) , v | r = 0 } .

Soit Z = {w e C°(Q); w \r = 0 }. Nous définissons un opérateur Ilfc :
Z -» SA

k de la façon suivante : si w e Z, IIh(w) est la fonction de S* qui coïncide
avec w en tout nœud de T*. ITh est appelé opérateur d'interpolation de La-
grange.

Soit K e Th
fc et X^-ensemble des noeuds de K tel que EK soit Pk(K)-\mi-

solvant, voir [4, p. 78]. On définit alors un opérateur d'interpolation local :

IIK : C\K) - Pk(K)

tel que

On a en outre :

UKw\K = nKw.

Dans la suite par K on note le triangle de référence :

^ e l R 2 ; ^ ! -h x2 ^ 1, Jc4 > 0, / = 1,2}

et par Fx : Je G K -> FK(x) = BKx + bKe K, l'unique application affine qui
envoie K sur K, où BK est une matrice carrée inversible, bK est un vecteur
dans 1R2.
Nous allons utiliser les correspondances suivantes :

X 6 K -> X = Fx(jc) G X

(0 : K - i t ) -> (i? = v o F " 1 : K~+ R)
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entre les points x e K et x e K et entre les fonctions définies sur K et K. Notons
qu'on a :

ij(jc) = v(x), VxeK, VxeK.

Par rîjÊ on notera l'opérateur d'interpolation local dans K.
Dans la suite par M on notera toute constante ne dépendant pas de hK

[et de h\
D'après la régularité de K e Th

fc, on obtient aisément la

PROPOSITION 4.1 : On suppose que K est un élément fini régulier. Alors,
pour tout xe K et pour tout xe K, on a :

M | x | hK ̂  x1 < MhK \x\y K n Tx = 1 sommet de K (4.1)

Mxx hK < Xi < M ^ jc t , K n f ^ l côté de K (4.2)

fsup (xj/inf (xS) ^ M, X n f x - 0 . (4.3)
\ K K J

On considère les fonctions poids suivantes :

J.(x) = xi9 i = 1, 2 ; J0(x) = | x | , x = (x1? x 2 ) e l

S'il n'y a pas confusion on écrira tout simplement d(x).

Dans la suite on utilisera les résultats suivants :

h | dct(BK) | =

= mes(K)/mes (K), (4.4)

mes (X) < Mh\

voir [4, p. 120-122].
En suivant la démonstration du théorème 3.1.5 [4, p. 122] et en utilisant la

proposition 4.1, on montre facilement le :

THÉORÈME 4 . 1 : On suppose qu'on a les injections suivantes :

Wk
p
 + 1(K, d(x\ 9) <-+C°(K)9 k = l 2 , p e [1, oo], 9 > 0

Wk
p
 + 1{K, d(x\ G) ^ ^ ( K , 4 x ) , 6), p9qe [1, ool 6 > 0

P k (K) c Py-(X, i (x) , 6), m - 0, 1, 2 , . . .

Alors on a :

v-UKv

VXeTÎ, fc=l,2. (4.5)

La démonstration de ce théorème se fait en deux étapes. D'abord, on montre
(4.5) pour les éléments K dont l'intersection avec I \ est non vide. Dans ce cas
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intervient le théorème 3.1 avec 8 ^ 0 , ainsi que (4.1) et (4.2). Ensuite pour
les éléments K ayant une intersection vide avec Fv Dans ce cas on procède
absolument de la même manière comme pour la démonstration du théorème
3.1.5 [4, p. 122], en utilisant (4.3).

5. FORMULATION DU PROBLÈME DISCRET. ESTIMATION DE L'ERREUR DE LA
MEF

Par a(., .) on note la forme bilinéaire :

a(v9 w) = £ \ Xl a£x) dtw(x) dtv(x) dx .

DÉFINITION 5.1 : On appelle solution généralisée du problème (1.3), la
fonction u e W\((l, xt\ telle que :

a(usv) = (f9v), V I P G W ^ Q , ^ ) . (5.1)

Soit f G L2(Q, xx\ ax e LÛO(Q)) i = 1, 2. Alors :

2

\a(u,v)\^ £ II ai II W Q ) II u Iliriffi^i) I v \wUn,Xl). Vu, Ü e P^i(ft xx)

| ()J i;) | < M || ƒ H ^ ^ | v \wkn,Xl), V/e Wl(Q, x) , Vi; e Wj(Q, x)

D'autre part :

a(v,v)>C0\v\2
wkn>Xl), VveWUCKxJ.

Alors, d'après le lemme de Lax-Milgrame, il existe une solution unique
u e #2(Q, xO qui vérifie le problème (5.1).

La solution approchée par la méthode de Galerkin du problème (5.1) est
la solution finie ûh appartenant à Sh\ k = 1, 2 telle que :

a(uh>v) = (f,v), VveS£, k= 1,2. (5.2)

Soit IK la formule quadrature suivante :
L

IK(W) = X ©|,JC >K*I.x)
1 = 1

où coIJC = x t <pI(X(x) rf^ q>/)JC(x)-fonction de base relatives à K, voir [4,
JK

p. 79], L-nombre des noeuds de Zx.
D'après la transformation FK, on a :

Xl(jc) = F^jq), 5It^ = F^\blt^)ek9 (ft ^(x)-fonctions de base relatives

ai
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On utilisera aussi les notations :

EK(w) = f Xl w(x) dx - IK(w)= f Xl
JK

= f
JK

OÙ

Approchons a(uh, v) et (^ v) par la formule /x. On obtient le problème
discret suivant :

ah(uh,v) = (f,v)h, V u e S * , £ = 1 , 2 , (5.3)
où

1 = 1 \l = l

L
VX = L L ®iAfv \K) \KK) •

«er* / = 1

Remarquons qu'on a EK(p) = 0, V/? e Pk(K), k = 1, 2. Par conséquence, on
obtient :

ah(y, Ü) ̂  M\v ijUn Xl ), VÜ e W|(ft x j . (5.4)

D'après le lemme de Strang [4, p. 186] on a :

u - uh \wiititXx) ^ M [ m i \ \ u ~ v \wi{UfXl) +
Vleest l

w ^ i i I r f. w\ - ( f. w\ \\
. (5.5)

Notre but maintenant est de majorer le 2e membre de (5.5).
De (4.5) on obtient :

v - Uh v |^i ( n ,X l ) = ( Z \v-UKv

\l/2

+ Y \v-nKv\*ri{f9Xl)

où A =

^Mhk\v\w,+HniXi), VveWY^xJ, £ = 1 , 2 .
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D'où :

inf | u - v \w i i S l t X l ) ^ I M - Uh u \wi{Q,Xl

(5.7)

II nous reste donc à majorer le 2e et le 3e terme du second membre de (5.5).
Nous allons d'abord donner le résultat évident suivant :

IP IfrttiUa)) ^ M IP \L2(ÈAX)) > yP e pi(K) • (5 •8)

LEMME 5.1 : On suppose que la famille (Th\ est régulière. Alors, on a :

2

| a(Uh w, w) - ah(Uh M, w) | < Mhk X II at \\w%im \\ u H n + i(Q,Xl) | w

Va, e W^Jfi), Vw G Wk
2
+ x(n, xO , VH; G S£ , A: = 1, 2 .

Démonstration : Tout d'abord nous montrons :

Egfc dj dtp) | ^ Mhk
K || a \\wUK) || /?

(5.9)

a) K nTr ^ 0. D'après la transformation FK, on a :

où

Utilisons les injections continues P^k (K, d(x\ 9) ^C°(X), ^ ( K , J(Jc))
[voir (2.18) et (2.19)], l'équivalence des normes dans un espace de dimension
finie et (5.8). On obtient :

Ek(<pw) I *
K

^ M sup (x j II (p

De cette manière, nous avons montré que la forme linéaire :

<p e Wk
œ(K, d(x\ 6) ^ EK(<pw)
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est continue. D'autre part on a Eg(<pw) = 0, V<p e Pk_1{K), Par conséquence,
d'après la conséquence 3,1, on a :

| Ek(<pw) | ^ M sup OO | <p lir&(jc.a(â>.e) II * II
je

Prenons 9 = av. Alors d'après la formule de Leibnitz et l'équivalence des
normes dans un espace de dimension finie, on trouve :

k-l

J=O

k-l

^ M Y \â \wà-HK) I v \whU(S)j) - (5 • l l )

De la transformation FK et des inégalités (4.1), (4.2) et (4.4), en déduit :

det ( ^ ) |- ^ 11; | ^ s X l ) (5.12)

w \\Li(KtXi).

Ainsi, portons les inégalités (5.12) dans (5.11), ensuite le résultat obtenu dans
(5.10), on trouve :

k-l

EK{avw) | ^ M sup 0 0 | det(5K) | ^ I â

(5.13)

Posons dans (5.13) v = dtp' et w = dtp, on obtient (5.9).

b) K n Fĵ  = 0 . Dans ce cas on procède de la même manière comme dans
a) avec 9 = 0, ensuite on applique (4.3). On obtient :

I EK{a d,p' dlp)\^M sup (Xl) (hK)k || a \\w*m || p' \\wim \ p

M{hK)k (sup^)/inf (jti

fc || a \\w«a) || p ' IUj (K,Xl) \p

Va e W^ , (X) , V/»' e P X ( K ) , V/> e P K ( K ) , fc = 1, 2 . (5.14)
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Alors, en posant a = a{,i = 1, 2, p' = Hh u \K, p = w \K et en utilisant (5.13)
et (5.14), on obtient :

2

a(Uh u, w) - ah(Uh w, w) | < £ t £ | EK(at dfilk u) \K ôt(w \K)) \

1/2

De (4.5) et (5.6), on déduit :

II n * w
 WWÏ(K,X1) < II « - n x « I U 2 ^ j X l ) + il w I U J ( J K > X I ) < M u M l l^ + i ( J C f J C l ) .

Portons l'inégalité en haut dans (5.15), on obtient le lemme 5.1. C.Q.F.D.

LEMME 5.2 : On suppose que la famille (Th)h est régulière et soit q e [1, oo],
2

tel que q > j r-pz, k = 1, 2. Alors, on a :
fc — 1/>Z

| ( f, w) - (J, w\ | ^ Mhk || ƒ

Y/"e Wfc
2(Q, x„ 1/2), V w e S j , A: = 1,2.

Démonstration : Tout d'abord examinons Eg(fq), où / e W*(K, rf(x), 0),
p e PK(K). On a :

où fi : L2(X, d(x)) -+ Pi(K\ un opérateur orthogonal.
Majorons E^JTlp).
D'après ^ ( X , d{x\ 9) ^ C ^ X ) , on déduit :

Ek(w) | ^ M sup (xx) || w Wwtfj&w , Vw G Wj(£, ^x), 9), d(x) = x,

D'autre part on a E^(w) = 0, Vvv e Pfc_ :(K). Alors, d'après la conséquence 3.1,
on obtient :

Ek(w) | ^ M sup (xx) | w Ljrf^.0, , Vw e W*(K, i(x), 9),
K

Dans l'inégalité en haut prenons w — fflp, ensuite utilisons l'équivalence
des normes dans un espace de dimension finie, l'injection continue
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et (5.8), on trouve :

/ Ek(fÛp) | < M sup (xt) | ftlp iwHUixm

M sup ( x ^ (| ƒ U<iU(£),e) \\Looik)

^ M sup ( x j (| ƒ ln(iU(S),e) II ft^ ||L tf) + | ƒ lnrfc
K

< M S U P (^i) (I f \w£(k,2{Z),Q) II nj$ ||L2(ifî<5))+ ! ƒ l

(5.16)

En outre, on a :

i n ^ \L2iU(x)) ^ 11 P WL2(KM)) » 4 * ) = *i , I i I • (5.17)

I ft/ lwi(ic,3(5)) ^ IP ~ ftp IHTI^AX)) + I ̂  liri(x,3(î)) <

t f ^ ) . V/>eP fc(X), ^ = ^ , 1 x 1 . (5.18)

Dans (5.18), on a utilisé (4.5) et (5.8).
Portons les inégalités (5.17) et (5.18) dans (5.16), on trouve :

Ek{ftlp) | ^ Msup(Xi) (| ƒ | W£(td(x),Q) II P
K

+ I ƒI W*-HK,2{x),B) \P \w^(K

Majorons maintenant Ek(f(p — fi/?)).
D'après les injections continues (2.18) et (2.19), il s'ensuit qu'il existe qx e [1, oo],
tel que :

, d{x\ 9) Wq\(K, d{x\ 9)

Par conséquence, on obtient :

= Jclf | je | .

< Msup(x t) || ƒ | | ^ {k;dCx)m \\p~ftp \\Ll{k)
K A

< M supC^i) || ƒ Hwri (ii(5),e) IP \witk,d(x))
K l

V/e ^ ( K , â{x\ 9), V^ e P2(K), J(Jc) = x l51 x | .
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D'autre part Ek(f(p - tlp)) = 0, V/e P0(K\ \fp e P2(K). Alors d'après la
conséquence 3.1, on obtient :

- tlp)) | ^ Msup(Xi) \f\\ w i

K

De plus, d'après l'injection W*{K, d{x\ 0) ^ ^ ( K , d{x\ 0), on a :

II 9 llL.,1{x,d(î),e) ^ M ( l l 9 \\L\(k,d(x)tQ) + I 9 \wi(U(x)tB))

V0 e W7(X, <?(*), 9),

Alors :

I EkifiP - ftp)) I < M^P(xi)(\f\w^kM(Sc)te) + Ï W i ( ( ) )

v / e ^ 2 ( X , r f ( x ) , 0 ) , VpeP2(K), d(x) = *u \ x \. (5.20)

Remarquons que si p G P^K), on a E^(f(p — ftp)) = 0.
Ainsi, d'après (5.19) et (5.20), on obtient :

I EK{fp) | < M sup (xx) (I ƒ |

X e T * , k = l ,2 , £?(jc) - Jcx, | Je | .

(5.21)

a) Supposons K n F ^ ^ 0^Alors, d'après F x (4.1) et (4.2), on a :

\f\wïKtem < ^ ( M " 9 II 5K IIJ I d e t ^ ) I-1" \f\wj{K,Xl,6)

\P lw,x,fe,) < M ^ ) " 1 ' 2 || BK |K(det(iü)-1 '2 |/> | W ( k , X l ) .

Par conséquence en portant les inégalités en haut dans (5.21) on obtient :

I EkifP) | < M s u p ^ M ^ r 6 - 1 ' 2 II BK f | d e t ( / y | - 1 / 4 - 1 / 2 || ƒ ||^(X,X1,9) x
K

X \\P\\whK,xO-

D'où :

= \àet(BK)Ek(fp)\

2 - 1" || ƒ | |^ , x i i 8 ) || p \\w^xi)

|| ƒ | |^,Xl,1/2) II.p IIwi(K,Xt). (5.22)
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b) K r\T1 = 0. Dans ce cas on procède de la même manière comme avant,
mais avec 9 = 0 [on utilise (4.3)]. On trouve :

\EK{fp) | ^

x II ƒ II<(*:,*!,i/2) \\P Wwï(KtXx)

^ M(hKf (mes (K))^2-^ \\f\\wi(K,Xull2)

\ffeWk
q(KiXl, 1/2), VpePk

Alors, de (5.22) et (5.23) on déduit :

(5.23)

f,*)-V, «O* 'lx)
0 ? 0

w \

V/e Wk
q(Q, xu 1/2), Vw e Sk, k = 1, 2 . C.Q.F.D.

Maintenant il nous suffit de combiner les résultats des lemme 5.1, lemme
5.2 et (5.7) pour obtenir le :

THÉORÈME 5.1 : On suppose que la famille (Th)h est régulière. En outre si la

solution généralisée ueW^^Xi) du problème (5.1) appartient à l'espace

W*+'(Q * i ) , at s Wi(CÏ) et f e W%(Q9 xx, 1/2) où q > Y^TJÏ' k = l>2'

Alors, on a :

( 2

«* l i ^ Mhk {- «* Z II at Ww«
1

6. SUPERCONVERGENCE

Dans ce paragraphe on suppose que Q est de forme :

Q = { (xu x 2 ) eR 2 ; 0 < xt < 1, i = 1, 2 }.

On recouvre Q par une triangulation uniforme, notée Th, dont les éléments
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[no té s K] s o n t de s t r i ang l e s d r o i t s d e s o m m e t b1K = (xUl, x2i2), b2K =

(*iii + i> X2i2l KK = (xih> X2i2 + i) où xsig = is hs, is = 0, 1,. . . , NS9 hs = \/Ns,

NseN. Un exemple d'une telle triangulation est donné sur la figure 6.1. On
suppose qu'on a :

(max (/*!, /i2)/min (Ax, M. (6.1)

Figure 6.1.

A T^on associe l'espace fini :

de degré de liberté les sommets de K, K e Th. La dimension de Sh est égale
au nombre des nœuds de Th qui ne sont pas situés sur F .

Soit we C^Q) n ^ ( Q , xx). On définit la norme discrète suivante :

OU
bi,K +

THÉORÈME 6 . 1 : 7 / exz'ste «ne constante M > 0,

II « - nfc u ||Î)Q ^ M^2 | u | ^ ( n x i ) , VM G Wi(CK xx) . (6.2)

Démonstration : Vu le choix spécial de Th, la transformation F^ est plus
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simple. La matrice BK et le vecteur bK sont de la forme :

hi M h (hK

j b

On vérifie facilement que :

Dw(x)(bktK - bliK) =

où 5 ^ s o n t les sommets de triangle de référence K. On considère la fonc-
tionnelle linéaire suivante :

L(û) = D(û - Ûk û) (bltk) (ba - ba), blik =
 Kk \ Kk .

a) K n Fj * 0 Oi = 0]. D'après Wi(K, d(x)) ^C\K), on a :

| L(Û) | ^ M || Û Wwiûfa), VM e Wi(K, d(x)), J(x) = xx, \ x \.

D'autre part Lu = 0, VM e P2(K). En effet :

i&) (6.3)

où les fonctions \(x) sont les coordonnées barycentnques de K par rapport
aux sommets { blk }f=1, voir [4, p. 65]. Soit û e P2(K), û(x) = £ Ca x

a.

Si 6 ^ = (0, 0), Z?2̂  = (1, 0) et b^ = (0, 1), alors on a X^x) = 1 - xx - x2,
^I(P0 = ^ i ' ^3(^) = ^2- P a r conséquence, d'après (6.3), on déduit :

D(Û - n^û){x)(bk)k - Blik) = c(14)(

+ ^ 3 « ( 8 2 , - Uhk)) + CUiO)(62fc -

x) - 1) (6.4)

[îlK Û = û, Vw e PiOK)! D'autre part on a 52>1 = (1/2, 0), 63j2 = (1/2, 1/2),
è 3 a = (0, 1/2). Alors de ceci et de (6.4) on vérifie aisément que Lu = 0,
MûeP2{K). Ainsi, d'après la conséquence 3.1, on obtient :

D'où :

| L(Û) | ^ M || BK ||3 | det(BK) I"1 '2 Ar1 '2 | u |^ (KiXi)

< MA2 Ar1 / 2 I u \wiiK>Xl), Vw 6 Wi(K, Xl) (6.5)

où h - (A2 + A2)1/2 .
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i ) K n r l = 0 [ / 1 ^ l ] . Dans ce cas on procède de la même manière
comme dans a) mais avec d{x) = 1. On obtient :

/ \-l/2

| L(Û) | ^ M \ M { x M II BK ||3 | d e t (BK) \ ~ l f 2 \ u \wi^Xi),

iVwe Wi(K, Xl). (6.6)

Alors en combinant (6.5) ett(6.6) et en utilisant (4.1)-(4.3), on trouve :

u-nhu

« - Ûk(û) (b\k) (bkÂ - ba))
2

1/2

( \1 /21

^ Mh2 | u |Wr|(n>Xl), Vw G WiiCl, xx) . C.Q.F.D.

LEMME 6.1 : // existe une constante M > 0, te/fe ^we :

2

| v) - öft(w, i?) | ^ Mh2 X II ̂  Wwiici) II « IUi(nfJCl) I
i = l

Va ; e^ (Q) , VueWKfi.x,), V»eSfc. (6.7)

Démonstration :

a) IC n I \ / 0 . Posons a = a^ô^w), <p = (dtv \K) e Po(&) et majorons fâ
forme linéaire :

à e W2{K, d(x)) ^ EÈ(Ô$), d(x) = x u \ x |, (Je e K ) .

D'après l'injection continue Wl{K, d(x)) <L^C°(K\ l'équivalence des normes
dans un espace de dimension finie et l'inégalité :

[ (cp)2 dx ̂  M [ d(x) (0(
Jk h
[ (p) [ ( dx9 V(pe Po(K)
Jk h

on obtient :

^J || à
K

D'autre part, ££(acp) = 0, Va e P^K). Alors, d'après la conséquence 3.1, on
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obtient
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Ek{àq>) j) | ô

D'où, en appliquant (4.1), (4.2) et (6.1) à l'inégalité en haut, on déduit :

BK
1 {h,)' 1

<y\wi(K,Xt) || cp

det (BK) \-x | a | „ t e i X l ) || q> || t2(K,Xl), Va e W2(K, x 2 ) .

(6.8)

b) K n F ; = 0 . Dans ce cas on procède de la même manière comme
dans a) pour estimer E^fcty), mais avec J(x) = 1. On obtient :

< M sup ( x j | â l^ji, || (p ||L2A
A:

O finf (xj) 'M s u p ( x 1 ) ( i n f ( x 1 ) l ||J9K

1 ^ ^ , || <p

Ici on a utilisé aussi (4.3).
Ainsi d'après (6.8) et (6.9), on obtient :

det(^)£f

t i - 0

(6.9)

J , Vue S,. C.Q.F.D.

LEMME 6,2 : II existe une constante M > 0, tetfe

I a o) - a v) i
(6.10)
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Démonstration :

a) K n Tx # 0 . Posons \j/ = /j? et majorons la forme linéaire

$eW}(Kj(x))^Ek$)> d(x)=x1,\x\.

D'après l'injection continue W%(K, d(x)) ^->C°(K), on a :

| EÈ($) | < M SUP (XA) || \jf \\Wî{KMx» > <?(*) = X l5 | X | [X G X ] .

D'autre part ^(\j/) = 0, V\jir G P^K). Alors, d'après la conséquence 3.1, on
obtient :

^ M sup (x j ^

Utilisons la formule de Leibnitz et l'équivalence des normes dans un espace
de dimension finie pour majorer | vjir \w^j^)r On trouve :

1

De plus on a :

\\P\\Ll{k)^M\\p\\wï{Urx)), i{x) = xu\x\ VpePx(K),

IP \whk) < M IP \wi(Kà£)) > ^(*) = *i, U L Vj5 G

Par conséquence, en utilisant (4.1), (4.2) et (6.1), on déduit :

+ IJ \W2(K,dix)) \P i

II 5K ||2 | dct(BK) I"1 A"1 || ƒ ||^(K,Xl) || p \\WUK,XI)

Mh2 | det( iy I"1 || ƒ \\w}(K_Xl) \\ p \\wkK.Xl)

VfeWi(K,Xl), VpeP^K). (6.11)

K

b) J f r iTj = 0 - Dans ce cas on prend d(x) = 1, dans E^) et on procède
de la même manière comme dans a). On trouve :

| Ej$) | ^ sup O0 { |
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\\BK\\2\dot(BK)\'1\\f\\wliKiXl)\\p

1 WfWwïacxt) \\P Wwl
2(KtXi)

\(K), VKeTh. (6.12)

Ici nous avons utilisé aussi (4.3).
Ainsi de (6.11) et (6.12) on déduit :

KeTh
iiÊ=oh

Mh2\\f\\wiin

V/e W2(Q, xx), Vu e Sh. C.Q.F.D.

PROPOSITION 6 . 1 : Soit u e Wl(fl, xx). Alors, il existe une constante M > 0,
telle que :

f (u(x))2dx

r i 2

In h | || « (6.13)

(6.14)

OU Qo = : 0 < x1 < 2hu x2 > 0} .

Démonstration : Nous allons montrer uniquement (6.14). D'une manière
analogue on montre (6.13).

Soit w G C1(Q). Alors, en vertu de l'inégalité de Hölder, on a :

-^On^))/*!) f *i
Jo

+

Intégrons l'inégalité en haut en (JC^ x 2 ) e f l \ Q 0 et appliquons l'inégalité :

l | w(x) |2 dT' ^M\\w | | ^ ( n , x i ) ,J ,
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On obtient :

f* t*^- 1 ( \ f*

(1/JCJ I w(x) \2 dx < - 2 ^p- dXl x±

hhi l Jo

2

dx +

Pour finir la démonstration, il nous reste qu'à utiliser la densité de W^iQ xt)
dans W£(O, x j . CQ.F.D.

La proposition en haut joue un rôle fondamental dans la démonstration
du lemme qui suit.

LEMME 6.3 : II existe une constante M > 0, telle que :

2

| a(u - Uh u, v) | ^ Mh2 \\nh\ £ || at \\

h. (6.15)

Démonstration : Puisque u | r = 0, alors la forme bilinéaire a(-, .) peut être
écrite de la manière suivante :

, v) — ̂ 1 xx a^ djW d^v dx + Y, *\ a? diw S7v dx
j ^

JK

où Sa est l'ensemble de deux triangles adjacents dont le côté commun est
parallèle à l'axe Oxa, a = 1, 2 [voir fig. 6.2], Tft°-ensemble des éléments de
Th dont un côté se trouve sur Tt.

Soient S", oc = 1, 2, deux parallélogrammes de référence dans R2 de som-
mets respectivement (0, 0),(l, 0),(0, 1X(1, - l)et(0, 0X(0, 1),(- 1, 1X(- 1, 0),
voir figure 6.2. Il existe une application affine Fs de la forme :

Fs : x e Sa -+ FSa(x) = Bs* x + bs* e S" , a = 1, 2
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K

ti

Figure 6.2.

telle que ^«(-S") = S". Alors, on a :

J5a Jsa

i S2w d2v \Kdx = hx (xx

Jk

Majorons

(xx + i\)

dj» ôj dx.det(Bs«)

ix) duw dj dx .

^ dx , a = 1, 2 .

, a = 1, 2

On montre aisément qu'il existe des constantes ea et e^ ne dépendant pas de i\
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et de i2 et telles que, les fonctionnelles linéaires :

(*! + zj da(û - ÛK Û) dj dx + eŒ | d2û dp

Js-'dxïdxr
dPdx, ac = 1,2,

s'annulent pour û e P2(S"). D'autre part on a :

| LJfi) | < M(l + ^) || M IU3(|.,î0 1 )

VM e Wi(Sa, Xl), yp e P^S"), a = 1, 2 .

Alors, d'après la conséquence 3.1, on obtient :

| Ltt(û) | < M(l + / J | Û iwM.jri \p \wiiS\x,)

VM € W!(S\ j c j , V/> e P^S-) , a = 1, 2 . (6.16)

Du théorème 4.1, on déduit :

Xi d2(û — tlg û) d^p dx

VM e Wl(K), Vp e PX(K), K = F~ X(K), KeT? .

Puisque a e W£(QX alors on peut écrire :

â.(JE)=aï + O(A), fla°=aa(0,0).

Par conséquence on obtient :
2

a(u - nh M, v) =* Y Y â°a det (5S«) Aa"
2 hÀLM) - ^a(w)) +

o t = l S 0

(6.17)

2
 2 Ai X\à2 d2(û — TTĵ  w) djjp dx +

+ Z E d e t (Bs«) K2 *i I (*i + h) 0(A) 3a(w - Ils* û) dj dx (6.18)

OÙ
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D'autre part, on a :

Bs. ||' | det

B ^ ||

(6.19)

De-(6.13) et (6.14), on déduit :

h . | In h\\\u \\wl^xi) | Ü |H fi ( Q i 3 e i ) . (6.20)

Ainsi, de (6.16)-(6.20), on obtient (6.15). C.Q.F.D.
Des lemme 6.1 -lemme 6.3, on déduit le résultat principal de ce paragraphe :

6 . 1 : Soit (Th)h une famille uniforme vérifiant (6.1). Alors, il existe
une constante M > 0, telle que :

VM e WÏ(Çl, Xl), V/e Wf (Q, Xl), Vo, e ^ ( f l ) , i = 1, 2,

on a :

« - uh Un < Mh2 \ In A ! j £ || a, \\wèm \\ u \\wiifhxi) +

Wf\\w2
2(a,xi) \'

Remarque 6.1 : Le résultat du théorème 6.1 peut être amélioré par rapport
à la norme discrète suivante :

mes(S°)(;cî'2^;

m e s ( K ) ^ / ^

x1xadx
JG

2)

où

XG ~ \X1,G> X2,G) ) Xa,G =

x1dx
JG
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On obtient une estimation de type superconvergence de gradient d'ordre
0(/z2). Ce résultat sera publié ailleurs.
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