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m MATHEMATICAL MODELLING AND NUMERICAL ANALYSIS

RELAXATION ET EXISTENCE
POUR LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE (*)

par Frangoise DEMENGEL (%)

Communiqué par R. TEMAM

Résumé. — Cet article est consacré au probléme mécanique des matériaux a blocage. Ce probléme,
introduit par Praeger, puis par P. Suquet a été formulé de fagon variationnelle par P. Suquet et I’ auteur
Les espaces convenables pour les contraintes et les déplacements ont été édudiés par I’auteur dans [1).
Le probléme en contrainte est relativement difficile a résoudre, puisqu’il consiste a minimiser une
Jonctionnelle convexe qui est seulement coercive sur I’espace

{ceLYQ E), divoe LAQ, RY) } .

Dans le présent article, nous montrons I’existence d’une solution d un probléme relaxé — probléme
équivalent au probléme d’origine, ou nous avons relaxé la condition aux limites c.n = F|T"; — dans
I'espace

Z(O,E) = {ce M{Q E), divoe L¥Q,RY) } .

Abstract. — This paper is concerned with the mechanical problem of locking materials. This pro-
blem, introduced by Praeger, and later by P. Suquet has been formulated as a variational problem by
P. Suquet and the author. The convenient spaces for stresses and displacements were studied by the
author in [1). The stress problem is rather difficult to solve, since it consists in minimizing a convex
Junctional which is only coercive on the space :

{oceLY(Q E),divoe LX(Q,RY) }.
In the present paper we show that there exists a solution to a relaxed problem — a problem which is
equivalent to the stress problem, and where we have relaxed the boundary conditionc.n = F/I'| —in

the space

ZQE)={ce M¥Q, E),divoe L"(Q R") }.

0. INTRODUCTION

Cet article est en quelque sorte la troisiéme partie d’'un travail dont les deux
premiéres parties peuvent étre considérées comme indépendantes entre elles :
la premiére [2] a été réalisée en collaboration avec P. Suquet et a permis de

(*) Regu en mai 1984, révisé en février 1985.
(1) Laboratoire d’ Analyse Numérique, Université Paris-Sud, Bat. 425, 91405, Orsay (France).
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352 F. DEMENGEL

poser le probléme des matériaux a blocage sous une forme mathématique, et
d’obtenir des résultats importants et indispensables a I’étude entreprise ici,
qui concerne 'existence de solutions en contrainte & ce probléme. La deuxiéme
partie [1] est entiérement théorique et nous apporte les outils nécessaires a une
bonne approche du probléme : elle étudie les espaces fonctionnels appropriés,
tant pour les déplacements que pour les contraintes.

Nous décrivons maintenant le contenu du présent travail. Il débute par
I'introduction d'un probléme généralisé 2 (ou relaxé) qui est lié au probléme
variationnel en contrainte & introduit dans [2], [4], [6], [8] de la maniére sui-
vante : 2 prolonge £, c’est-a-dire qu'il minimise la méme fonctionnelle que
2, mais sur un espace plus grand. En second liey, les infima de 2 et 2 sont les
mémes, et enfin 2 posseéde des solutions, qui sont points d’accumulation d’une
suite minimisante & 2 ou 2 pour une certaine topologie que nous avons étudiée
en partie dans [1]. La « résolution » du probléme 2 a nécessité I'introduction
d’un nouvel espace fonctionnel, que nous avons étudié dans les Sections 2 et 3
de [1]. 11 s’agit de

Z(Q,F) = {ce MY(Q,E),divoe L*(Q) }

(o0 M(Q, E) désigne I'espace des mesures bornées sur Q).

La Section 1 du présent travail définit donc le probléme dit relaxé et précise
ses liens avec les problémes en déplacement et en contrainte établis dans [2].
Par le calcul du dual d’'un probléme intermédiaire, dans lequel on relaxe a la
fois la condition aux limites o.n = F et 'équation d’équilibre dive + f= 0,
nous parvenons & montrer que le probléme relaxé et le probléme d’origine ont
des infima égaux.

La Section 2 concerne le probléme d’analyse de blocage, déja partiellement
étudié dans [2]. On donne ici I'expression d'un probléme relaxé et par des
démarches analogues a celles employées dans la Section 1, nous parvenons
a montrer 1’égalité des infima du probléme d’analyse limite et de son probléme
relaxé. Nous devons noter ici que le probléme relaxé n’étant introduit que dans
le but d’établir I'existence d’une solution a ce probléme, nous avons été ame-
nés a relaxer aussi la condition Lo = 1 qui intervient dans le probléme d’ana-
lyse limite.

Dans 14 Section 3 nous prolongeons le probléme relaxé et le probléme d’ori-
gine a I'espace Z. Pour ce faire, nous utilisons les fonctions convexes de mesure
telles qu’elles ont €té définies dans [3]. En outre nous montrons I’égalité des
infima du probléme prolongé 4 Z et du probléme relaxé défini dans la Section 1,
par l'utilisation d'un théoréme de densité établi dans [1], et que nous rappelons
ici :
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 353

THEOREME 0.1 : Si 0 € Z(Q, E), il existe une suite o, € L%, E),
| 6, | = | | étroitement sur Q,

divo, =divo Vm.

En outre lorsque \s est une fonction convexe ayant une croissance au plus
linéaire & linfini on peut imposer la convergence étroite de (c,,) vers (o)
(au sens des fonctions convexes de mesure étudiées par [3]).

La Section 3 nécessitera aussi la connaissance de certaines propriétés démon-
trées dans [1], concernant la « trace » 6.n d’un élément de Z :

THEOREME 0.2 : Soit Q un ouvert borné, Q" et Q™ deux ouverts disjoints tels
que Q* 0 Q™ = T est une sous-variété de dimension N — 1 et de classe C?,
Soit aussi

Q=QtuQ ur,
et on suppose que I est intérieure a Q. Alors sic € Z(Q, E),

O|r-nna pas de masse sur T
[c.n.n] est une mesure bornée sur I' absolument continue par rapport d
o. Plus précisément, on a 'inégalité

0.1) |[o.nn] |S|o||e@)],-

La 4¢ Section concerne I'existence proprement dite d’une solution ¢ aux
problémes relaxés introduits respectivement dans les Sections 1 et 2. Une des
idées importantes consiste a mettre la fonctionnelle sous la forme d’une fonc-
tionnelle semi-continue inférieure pour la topologie de Z(Q, E), définie dans
[1]. Nous aurons besoin alors d'un théoréme établi sans [1], qui définit une
mesure 6 : £(u) lorsque u est dans U® (1) et o dans Z(Q, E).

THEOREME 0.3 : Soit v dans U®(Q) et o dans Z(Q, E). Nous définissons la
distribution €(v) : o par

0.2) (s(v):c,(p}:—jdivomp—jc:v@V(p.
Alors -

1) &(v) : © est une mesure bornée, absolument continue par rapport d | c |, qui
coincide avec la mesure (v) : o lorsque €(v) € %,(Q). Plus précisément, I’inégalité

") U=(Q) = {ue L=(Q, RY), e(w) € L*(Q, E) }. Pour les propriétés de cet espace, voir [1].

vol. 19, ne 3, 1985



354 F. DEMENGEL

suivante a lieu :
0.3) le@) :o| = |e)|olo].

ii)y Lorsque o, converge faiblement vers c dans Z et v, converge faiblement
vers v dans U °(Q), €(v,) : ©, converge vaguement vers &(v) : o. Si de plus | o, |
converge vers | o | étroitement, £(v,) : ©, converge étroitement vers (v) : C.

iii) Soit 6 = G dx + pg la décomposition de Lebesgue de o, pg étant singu-
liére et G dx-intégrable, et soit pg : e(u) = ¢ : e(w) — G : €(u). Alors pg : €(u)
est singuliére et méme absolument continue par rapport a | pg |-

iv) La formule de Green a lieu pour ¢ € €1(Q)

0.4 Is(u) 10 = — judiv op — Juo Vo + ~I‘uc.n(p.

1. DUALITE POUR LE PROBLEME RELAXE
1.1. Rappels et notations

Nous commengons par rappeler les notations et principaux résultats établis
dans [2].

(1.1) Q désigne un ouvert borné de RY, dont le bord dQ est C2,
Q=T,u l"o, IyetT, étant deux ouverts de dQ, connexes dlS_]OlntS
tels que si F NnT, #Q, T* = 1"0 N F est une sous-variété de
dimension N — 2 et de classe C2, et I'* est une sous-variété fixe de
dimension N — 2 de classe C? de I'; sinon. En outre

(1.2) uye WH®(0Q), u, = 0sur I'*, u, = y, uy, avec y, la fonction carac-
téristique de T,.
(1.3) feL*Q).

(1.4 FelL*(I)), avec J

Q
s’annulant sur T (%).

fr+ J Fr = 0 pour tout r déplacement rigide
r,

(1.5 B désigne un convexe compact de E (%), contenant 0 3 son intérieur.

() On verra que cette condition se réduit i rien lorsque ﬁ, N fl =T* # . Lorsquel'y = &,

= & et on trouve la condition déja rencontrée en plasticité, ou en élasticité J fr+ | Fr=0,

VreR. @ 1
(%) E désigne I'espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R".
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 355

On donne I'expression des espaces statiquement et cinématiquement admis-
sibles :

%ad(x) = {uEHl(Q)’ U= xumro}
Fy={ocel:dive + f =0,0.71 = Fir, }.

On suppose que A est un opérateur symétrique de E dans E, défini positif ;
(1.6) Y*E€) =4E:E si LeB
+ oo sinon.

Sa conjuguée  vérifie alors
1l existe des constantes ¢, et ¢, > O telles que

QUEI - D) = WE) S o1& +1).
Soient alors les fonctionnelles définies sur LP(Q, E), pour 1 < p < + o
(resp. L?* avec p* le conjugué de p)

1.8) W) = f V(o)) dx

(1.9 W*) = f YHo(x)) dx .

Un Théoréme de Ekeland-Temam [5] établit que ¥* n’est autre que la conjuguée
de W sur L”.

Nous rappelons maintenant 'énoncé du probléme en contrainte pour le
probléme de blocage, introduit dans [2] :

(1.10) inf { f\y(c) 2 Jc.nuo }
ceL¥Q E)

dive + =0
o.n = F,

et celui du Probléme en déplacement :

(1.11) Sup { - I\l/*(s(u)) + qu + jFu }
ue H(Q)
u = Migro

On rappelle que si & désigne le convexe de L2(Q, E) :

B ={ueH"' ¢ueB}

vol. 19, n° 3, 1985



356 F. DEMENGEL

et si I'on suppose que & N %, est non vide, le Probléme (1.11) admet une
unique solution. En outre, on a établi dans [2] le résultat.

THEoREME 1.1 :inf(1.10) = Sup(1.11).
1.2. Définition du Probléme relaxé

Donnons maintenant quelques définitions et propriétés relatives au pro-
bléme relaxé. Nous rappelons la définition de I'espace

U*Q) = {ue L*(Q), e(w) e L*(Q) }

et la propriété suivante, établie dans [1], qui sera fréquemment utilisée dans les
propositions & venir :

(1.12) Siu,estbornéedans U®(Q), il existe u dans U *(Q) et une sous-suite
de u,, encore notée u,, telle que

u,, — u dans €(Q)
£(u,) — &(u) dans L*(Q) faible * et dans W'*Vp1 < p < .

Nous supposons pour ce qui suitque I'y # ¢ et que I'* n’est pas contenu dans
un N — 2 plan, ce qui est vérifie désque I'* = T', N T',.
Nous définissons le sous-ensemble K de L3(I")

(1.13) K= {y, ueweBu=0pn}

ou y; est la fonction caractéristique de I';. Nous avons alors la

ProPOSITION 1.1 : i) K défini par(1.13) est un convexe compact de H'*(T").
ii) Soit G la fonctionnelle conjuguée sur H''*(I") de la fonction indicatrice de
K. Alors 6 est faiblement continue sur H ™ '1*(T') et B* = y.

Démonstration : Montrons tout d’abord que y, ue H'*') dés que
ue U®(Q) etu = Oj«. On se raméne par cartes locales et partitions de 'unité
au cas ou I' n’est autre que l'’hyperplan Xy =0, et T'* le N — 2 plan
Xy_1 = Xy =0,T, laportionde I" définie par X,_, < 0,I'; la portionde I"
définie par Xy_, > 0. En utilisant la caractérisation de HY2(R"~! x 0)
donnée dans Lions-Magenés [7], il suffit de montrer que si # & support compact
dans R¥~! vérifieu = Osur R""2 x {0} x {0}, et ue U®(Q) (par consé-
quent

1.14) J wf
- JRN-1

u(x + tey

= 2
;1) ulx) dx dt < + ©)
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 357

alors on a aussi

Il

avec ¥, la fonction caractéristique de R"~2 x R~ x 0. Or cette expression
s’écrit encore

J J‘—xN_‘
RN-2x R~ J-o
“XN-1
RN¥-2x R* J—o
+ o0
RN -2x R- —XN-1

=a+b+ec.

2

X1 ulx + tey_y) — xq u(x) dxdt < + oo

t

2

u(x, xy_y + 8) — u(x', xy_,) dxdi +

t

2

ux', xy_, + 9 dx dt

t

2

__u(x’, X 1) dx dt

t

a est fini d’aprés (1.14). Dans chacune des intégrales b et c¢ le signe de xy_,
entraine que | £| = | xy_, |. Dans b on écrit :

j*'xzv—l
.[RN‘ZXR* — o0
XN -1
RN-2x Rt J -0
—xN-1
RN-Ix Rt J-—

=e+ f.

2

u(x', xy_, + 90 dxdr <

t

w(x, Xy, + 0) — ulx, xy_)

Z dx dt

2

u XD g

t

e estfini d’aprés (1. 14). Pour montrer que f est fini, remarquons que puisque u
est nulle sur R¥~2 x 0 et holdérienne pour tout A dans ]0, 1[,on a

|u(x', xy_) | Sk|xy_ < kP
d’ou

u(x', xy_ 1)

t é ktl_l XSup‘u

Ol Yg,pt, désigne la fonction caractéristique du support de u. En choisissant

vol. 19, ne 3, 1985



358 F. DEMENGEL

A > 1, 247D est intégrable sur tout compact et on obtient le résultat :
a+b+c< + 0.

En outre on a facilement I'inégalité

|2, u |H1/2(Q) Sclu |Um(ﬂ)

en utilisant 4 nouveau la caractérisation précédente (avec une constante
indépendante de u).

Montrons maintenant que K est compact. Il suffit de montrer qu’il est
séquentiellement relativement compact et fermé. Soit donc wu, telle que
&(u,) € B, u,, = 0 |.. En utilisant le Lemme 1.1 ci-dessous, démontré dans
I'appendice, on voit que u,, est bornée dans U ©(Q).

LEMME 1.1 : Soit T une sous-variété de 0Q de dimension N — 2 et de classe C?,
qui west pas un N — 2 plan. Lorsque oo > q > N et u est dans W nous
définissons

p(u) = Sug | u(x) |.

Alors p est une semi-norme continue pour W2 qui est une norme sur R, puis
nous appliquons la conséquence suivante de I'inégalité de Korn dans W', pour
q>N_:

Si N est une semi-norme continue sur W% qui est une norme sur %,
il existe une constante ¢ > 0, telle que Yu e W+

(L7 |u— M) |pie S c|e@)],.

Eneffetsiu, € U* sannule sur X, et si &(u,,) € B on a, compte tenu du théoréme
d’injection de Sobolev W4 < ¢(Q) :

¢, C|eu,) l,
¢, C|eu,) |
de sorte que u,, est bien bornée dans U *(Q).

En utilisant (1.12) avec p = 2 on peut extraire de u,, une suite notée u,,, et
trouver un élément u € U °(Q) tel que

A BA

(1.18) u, —»u dans ¥%(Q), H! fort;
(1.19) &(u,) — &(u) dans L= faible *.

M2 AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 359

I1 est classique, puisque B est un convexe fermé, donc faible * fermé, que &(w)
appartienne a B. La convergence uniforme de u,, vers u, jointe a u,, = 0 |,
entraine que ¥ = 0 sur I'*. Maintenant I'inégalité (1.16) entraine que y, u,
est bornée dans H'/*(T) ; soit donc v,, dans H*(Q) telle que | v,, |14, €st bornée,
Uy = X1 Uy | On extrait de v, une sous-suite v,,. telle que

(1 20) U = X1 U |l'
et

(1.21) v, —>v dans HYQ)faible x.

(1.20), (1.21) et (1.18) entrainent que
v=u sur I, v=0 sur T,.

On en déduit que v = y, u et ceci achéve la démonstration de la compacité
de K.

ii) La continuité résulte facilement du fait que T est convexe et partout
finie sur 'espace de Hilbert H*'/*(T"), et du Corollaire 2.5 de Ekeland-Temam
[5]. Démontrons plus précisément la faible continuité. Supposons donc que o,
converge vers ¢ dans H ™ Y4(I') faiblement; puisque I est un compact, il
existe pour chaque m, v,, dans K tels que

G(o,) = (6,0, > =Sup{0o,,v).
velK

Toujours par la compacité, on peut extraire de v,, une sous-suite qui converge
dans HY*(T') fort vers v. Mais alors ¢ ©,, v, » converge vers { 6, v ». En
outre, par définition de o,,, on a pour tout v’ € I :

(O UV > = B(0,) 2 {Cp V' >
d’ou par passage a la limite :
(o,v) 2(0, V).

On en déduit que { o, v ) = B(o) et que B(o,,) converge vers B(c). Puisque K
est fermé, y,  est semi-continue inférieure et d’aprés Ekeland-Temam [5],

k . Ak
T* = %" = X -
La démonstration du résultat a venir concernant le probléme relaxé nécessi-
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360 F. DEMENGEL

tera I'introduction d’un convexe auxiliaire, noté K, défini comme suit :
1.22) K={(@yx,wueuweBu=0|n}

et de sa fonctionnelle conjuguée sur L%(Q) x H ~Y*(T') notée B. En suivant
la démonstration de la Proposition 1.1, nous obtenons :

K est un convexe compact de L*(Q) x HY*T) et G est une fonc-
(1.23)  tionnelle convexe faiblement continue sur L*(Q) x H~Y*(T), avec
‘8 = (pu*(*.
Nous sommes maintenant en mesure d’introduire le probléme relaxé;
il s’agit de :
(1.29) inf {f y(o) + G(F — o.n) — XJ c.nuo}.
cel? Q Yo

divoelL?

La suite nécessitera, ainsi que nous I'avons déja dit, I'introduction du probléme
auxiliaire suivant

(1.25) inf {J Y(c) + Bdive + f, F — c.n) — XJ O'.nuo}.
Q To

o e L¥Q,E)

1.3. Dualité pour le probléeme relaxé

Le but de cette sous-section est de montrer que le probléme relaxé est
« équivalent » en un certain sens au probléme d’origine. Plus précisément,
on désire montrer que

inf(1.24) = inf (1.10).
Pour cela, il suffit de montrer le :
THEOREME 1.2 : inf(1.25) = Sup(1.11).

En effet supposons cette égalité montrée. Puisque B(0, F — 6.7)=6(F — ©.n)
et B(0) = 0, on remarque que (1.10), (1.24) et (1.25) consistent & minimiser
la méme fonctionnelle sur trois espaces emboités les uns dans les autres, et par
conséquent

inf (1.25) < inf(1.24) < inf(1.10).

On déduit alors du Théoréme 1.1 et durésultat rappelé dans la sous-section 1.1,
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LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 361
que
inf (1.25) = inf(1.24) = inf(1.10) = Sup(1.11).
Il nous reste donc & montrer le Théoréme 1.2 :

Démonstration du Théoréme 1.2. Elle est divisée en deux : dans un premier
temps (€tape i)), nous calculons le dual de (1.25) et montrons qu’il n’est autre
que (1.10) et dans une deuxiéme étape nous appliquons un critére de Ekeland-
Temam pour établir ’égalité des extrema du primal et du dual.

i) Le cadre de dualité est le suivant : nous introduisons les espaces

={oceL*Q E),divoe L}(Q, R") };
Y = L¥Q, RY) x HYX(I);
I'opérateur
A:V->Y
o - (divo, o.n);

les fonctionnelles convexes

F(o) = J Y(o) — 7&[ G.nu,
Q T'o

Un couple (4, v) étant donné dans L*(Q, RY) x HY*('), F*(A*(u, v)) est
donné par la

ProPOSITION 1.2 :
F*A*(u, v)) = | WH(— ew) si — ew)eB
U+ v+ Ay =0
+ oo sinon

Admettons un instant cette proposition dont la démonstration est un peu
délicate. En utilisant la Proposition 1.1, nous avons le résultat

T*w,v) = |0 si (u, —v)ekK
+ oo sinon .

vol. 19, n° 3, 1985



362 F. DEMENGEL

On en déduit aisément que

G*(u,v) = —qu+J Fv si uvérifiee(u) e B
@ I u=0|p
v=— U
+ oo sinon.

Nous avons obtenu finalement que G*(y, v) et F¥*(A*(— u, — v)) ne sont
simultanément finies que si

gueB, u+v=>NMgr et v=—1y,u,
ce qui entraine que u = Au, sur I', et le probléme dual s’écrit :

Sup {-jw*(e(u))+ffu+jFu},

gw)e K
u = Augr

ce qui est exactement (1.11).

i) Nous appliquons maintenant un critére de Ekeland-Temam [5] :

S’il existe o, € V, F(o,) < + o et G est continue en Ao, alors
inf # = Sup 2* (et Sup 2* a au moins une solution).

Ce critére s’applique ici pour o, quelconque, puisque G est partout continue.
Nous avons donc démontré le théoréme, moyennant la démonstration de la
Proposition 1.2.

Démonstration de la proposition 1.2.

ceV

(1.26) F*A*(u,v)) = Sup [J udivo + j o.n —J‘ Y(c) + A J 0.nu°:]
Q r Q To
> Sup [— (e, o) ~ j q/(c)] .
o.e HQLLE)

Cherchons des conditions nécessaires pour que le 1 membre de (1.26) soit
fini. En notant C cette valeur finie on a en vertu de (1.7)

—(ew):0) S C+Cyo|, +mesQ)

pour tout o dans 2(Q, E). En particulier la distribution (— &(u)) est bornée
sur les bornés de L1(Q, E), et s'identifie donc a un élément de L=(Q, E). Mais
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un résultat d’Ekeland-Temam [5] permet d’affirmer que

Sup { ~ (s o) — jw«» } -
oe 2(Q,E)

~ Sup {<—s(u):o>—j¢(c)}=—j\v*(—e(u))
Q

oe L1(Q,E)

ou Y* désigne la conjuguée de la fonction convexe . Par conséquent

j VH(— s(w)) = % f A(- o), — s@) si —s@weB
+ oo sinon.

et donc 'hypothése F*{(A*(y, v)) finie entraine que — u € &. Ensuite la régula-
rité de  ainsi obtenue (I'appartenance de u a H*(Q) suffit) nous permet d’utiliser
la formule de Green :

F*A*u,v)) = Sup { - je:(u) o+ jc-n(u +v) — J\l!(c)

celL?
dive +f=0

+ Jc.n Augy }

et nous allons montrer que sous ’hypothése F*(A*(u, v)) finie, v coincide avec
la trace de — u — Au, sur I'. Supposons donc, par I'absurde, qu’il n’en soit pas
ainsi; il existe alors (par le Théoréme de Hahn Banach) un élément ¢, de
H~YX() tel que

(1.27) [ tolw + v + Ayy) > 0.

JQ

11 est classique qu’il existe alors o, dans X tel que
ly = Gg.n.

Nous définissons alors, pour m dans R* :
128 Q= {er,d(x,@Q) < —13}
m
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et soit @,, une fonction de % *(Q) vérifiant
1.29 ¢,=m sur 0Q, 0= ¢, <m Supp(e,) <Q,.

Alors ¢, 6° est dans X et

éclq)mcoh'

(1.30) ’ f— &) @, 0° dx — J\]J((pm %)

Or
|(Pm0'0|1 = |(Pm|2‘00|2
et
C
(13D | @nly < (m* mes Q)" < —7.

D’autre part

(1.32) lim @ 6°.1(u +v +Aup) ds = lim [m J c°.n(u+v+7&u0)]
Q

m— + o0 20 m— oo

=+ 0.

(1.30), (1.31) et (1.32) sont absurdes si on suppose que F*(A*(y, v)) est fini.
Les conditions nécessaires sur (u, v) pour que F*(A*(y, v)) < + oo sont donc :

(1.33) —uePB, u+v+iyy=0 sur 0Q.

Réciproquement si (1.33) est satisfaite, nous avons, en revenant & la défini-
tion de F*(A*(u, v))

F*A*(u, v)) = Su}[{; { f— udivo — J\l!(c) + Jc.nkuo + jc.nv}

= Sup{ - Js(u) 10— J\IJ(G) + jc.n(u+v+huo)}
Sup{ — ‘[a(u) 16— f\ll(cr)}

- - j (- o),

et la Proposition 1.2 est montrée. [J
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Remarque 1.2. Lorsque fo N fl = &, I'* est une sous-variété de dimen-
sion N — 2 et de classe C? incluse dans I',,. Les définitions et démonstrations
précédentes sont inchangées si 'on suppose que I'* n’est pas contenu dans un
N — 2plan. Dans le cas contraire, il existe des déplacements rigides s’annulant
sur I'*. On introduit alors de nouveaux espaces :

%={re.@,r=0ip}
‘@r‘ = {(r’ — Yo NreRr= Oll‘*}
Y = LYQ) x H'A(I),4 .

de sorte que le dual de Y n’est autre que l'orthogonal de 9?,., dans
L%Q) x H™Y¥I). Les convexes KK et K doivent étre modifiés comme suit :

K= {You’uEHI/gr.,s(u)EB,u=0'r.‘}
K={@7, 0 eweBu=05}.

De méme nous définissons de nouvelles fonctionnelles G et G :

B(q) = Sup { g, u ) u est la projection orthogonale de u sur R*
e(u)e B
u= OII"

B(p,q) = Sup. fpu + jQYo u

(u,you)eR

et nous définissons les problémes relaxés
(1.34) inf{ J‘\‘I(O') + B(F — 6.n) — A ~[o:nuo }

(1.35) iM{IW(c) + B(dive + £, F — o.n) — A Jc.nuo l
)

et pour voir que
(1.38)  inf(1.35) = inf(1.10)

nous montrons que le dual de (1.35) n’est autre que

Sup { - J V*(ew) + u.u}

ueH' g,
U =Ugr,
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Donnons rapidement les modifications & apporter & la démonstration du
Théoréme 1.2 pour €tablir ici que (1.38) a lieu. Y et Y* sont définis comme
ci-dessus, V et A sont inchangés, de méme que F et G. Nous avons I'analogue
de la Proposition 1.2.

F¥A*@,v)) = | — V*(— &) si —eweB
u+ v+ Ay =0
u=0p
+ oo sinon.

et

G*(u,v) = —qu+fFu si e(u)e B
u=0p
U=—u'r.

+ oo sinon .

On obtient par conséquent le résultat voulu (1.38).

Remarque 1.3. Lorsque Ty =&, T* =&, B = Z et compte tenu de
ces propriétés et de la Remarque 1.2 le résultat est encore valable.

2. RAPPELS SUR L’ANALYSE DE BLOCAGE : COMPORTEMENT DES SUITES MINI-
MISANTES DE (1.10).

Nous rappelons I’énoncé du probléme d’analyse de blocage, introduit dans

2] :

@.1) J V()
ceLz(Q E)

dive = 0dansQ
c.n=0,

jo‘.nuo =1

et nous introduisons aussi le probléme

2.2 Sup {A} =1
Ju,e(u)eBet
u = Ao,
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Il est montré dans [2] que
inf(2.1) = Sup(2.2),

et (2.2) admet une solution.
Nous introduisons le probléme relaxé d’analyse limite

(2.3) inf U V(o) + B(— c.n)+X|‘Lc—1|}
divo=0 \vJo
ol Lo = J C.nu,, et nous nous proposons de montrer que le dual de (2.3)
To

n’est autre que (2. 2). A cette fin nous introduisons comme on I'a déja fait dans la
Section 1 un probléme intermédiaire, dans lequel on relaxe aussi la condition
divo = 0. Il s’agit du probléme

(2.4) inf{J V(0) + Bdive, — o.n) + A | Lo — 1| }
Q

Nous établirons que
2.5 inf(2.4) = Sup(2.2)
et nous en déduirons le résultat voulu puisque
Sup(2.2) = inf(2.1) = inf(2.3) = inf(2.4) =Sup (2.2).

Pour établir (2.5) nous calculons le dual de (2.4) et nous utilisons le critére
classique d’Ekeland-Temam, déja employé dans la Section 1. Dans ce but nous
reprenons le cadre de dualité déja employé dans la Section 1 : les espaces V et
Y sont inchangés, de méme que 'opérateur A. Les fonctionnelles convexes F et
G sont maintenant définies comme suit

(©) = ¥u(0) + 1| Lo — 1]
G(p.q) = B(p, — 9)-
Nous montrons plus loin le résultat.

ProrosiTION 2.1.

F*A*wv) =|E si —eweB et EeR, |E|SA et
u+v=_=Eu,

+ o0 sinon .
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Rappelons maintenant que

G*u,v) = ¥, —v) =0 si u —vel

+ oo sinon.

Alors ces résultats permettent d’écrire le dual de (2.4) sous la forme

Sup { — F¥(A*(,v)) — G*(— u, — v) },

soit encore
Sup {—-¢&}
—e(weB
U= -7,
v =0,

u=§u£
RY=N

D’ou, en changeant uen — uet§en — & :

Sup {§&}

g(weB
u = Sugir,
1€l

ce qui est exactement (2.2). Il nous reste a démontrer la Proposition 2. 1.

Démonstration de la Proposition (2.1).

Sup{f udivo+f vc.n—f \j/m(c)—‘&lﬁo—ll}
Q r Q

Sup {J udivc—J \lyw(c)}.

cge 2(Q) Q Q

On a déja vu dans la Section 1 que si ce Sup est fini, — &(u) € B. En utilisant
alors la formule de Green, on est ramené a calculer

F*(A*(u, v))

I

v

a=Sup{Jc.n(u+v)—X|ﬁc—1|+
r

+J —e(u):c—f \l/w(cr)}.
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Soit o, tel que Lo, = 1. Alors a s’écrit

a=J(co.n)(u+v)+ Sup {J(c.n)(u+v)—xlﬁc|—
T r

6,Lc=0

—Jamm+6o—j¢4%+c@g

Q Q

zf«wmm+w+—mmmo—mwo
I

+$w{fwww+w~XMM—

o,Lo=0

—J e() : (o) — J ‘l’w(")}-(l)
Q Q

Supposons maintenant qu’il existe o, tel que

j(cl.n)(u+v)—X|L01|>0.
T

On utilise alors un procédé déja employé dans la Section 1. Soit donc Q,,
©,, définis par (1.28) et (1.29). @,, o, est admissible pour le supremum dans
a et nous avons

=Clo,0o,l; =yl

I — e(4).9,, 04 — J Voo (@ ©4)
o Q

D’autre part :

lim | @,(0;.7) @ +v) — 4| Lip, o,)|

m—+aw Jr

= lim m{f cl.n(u+v)—X|I:0'1|}
r

m— +

=+ 0.
Nous obtenons par conséquent quune condition nécessaire pour que

(*) On a utilisé l'inégalité ¥ (o + o,) < Y (o) + Y, (0,) qui est une conséquence de : {,
homogéne et convexe.
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F*(A*(u, v)) soit fini est que

(2.6) J c.n(u+v)—X|ﬂo‘|§0,
r

pour tout . En particulier la forme linéaire

0'—>J c.n(u + v)
r

doit s’annuler sur le noyau L ; il existe donc un réel &, tel que

u+v==8u.

En utilisant & nouveau (2.6) avec o tel que L(Sign (§) o) > 0, nous obtenons

0 |&|L(Sign €) o) — X | L(o sign &) |
=(&1 =2 | Lsign €) o) |
d’ou Pinégalité
K
qui en retour est suffisante pour que (2.6) soit vérifié. Nous pouvons vérifier

que les conditions — e(u) € B, u + v = Eu, et | £| < A sont suffisantes pour
que réciproquement, F*(A*(y, v)) soit fini. En outre, dans ces conditions

agf(co.n)(u+v)+8up{J 0'.n(u+v)——7\,lI:cs|}+
r r
+SupU —s(u)z(c+co)—J \uw(c+co>}
Q Q

=J(oo.n)(u+v)+0+0
r
=&

et aussi

agjoo.n(u+v)+ Sup {-—J s(u)(cs+<50)—J~ \Ilw(c+co)}
r Q Q

ce 2(Q)

celL!

=joo.n(u+v)+ Sup{—j 9(“)1(0+°o)—f \llw(0‘+00)}
T Q Q
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par densité de 2(Q) dans L?, soit encore, en faisant un changement de variable :

a_Z_fco.n(u+v)+ Sup{—J s(u):o+f \I!w(o)}
r celL! Q Q
=£+0,

ce qui termine la démonstration de la Proposition 2.1. O
Dans le cas ol le convexe n’est pas symétrique nous devons aussi introduire
les problémes relaxés qui concernent la charge limite inférieure, a savoir :

dive=0

2.7 inf {J‘ \jloo(c)+"6(—0'.n)+z»|ﬁo'+1|}
o
ou A est défini dans [2] par :

A=Sup{—-8}
Ju, e(u) € B, u = Luyr, -

On démontrerait comme précédemment que le dual de (2.7) n’est autre que

Sup {—-¢&}
Ju, e(u) e B
u = Eugr,

Nous concluons ce paragraphe en mettant en évidence 'utilité du probléme
dit d’analyse de blocage. Outre le probléme d’existence d’une solution au pro-
bleme d’analyse de blocage proprement dit, qui sera étudié au paragraphe 3,
ces problémes nous donnent des renseignements concernant la nature des
suites minimisantes du probléme de départ. Nous avons en effet le résultat,
analogue a celui démontré en plasticité :

THEOREME 2.1 : Soient ) et )\, définis par (2.2) et (2.7). Alors :

1) inf(1.10) < + oo si et seulement si — A < A < A

i) i —A <A< A les suites minimisantes au probléme (1.10) sont bornées
dans L*(Q, E).

Démonstration.

i) SiI'; =T, la condition j

Q
quedivo + f=0,06.n = F|r,. Simes Iy > 0 un tel o existe toujours. Nous
avons donc

fr+ j Fr = 0 entraine I’existence de o tel
r

inf(1.10) < + co.
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Ensuite si — A S A £ A la définition de (2.2) entraine qu’il existe u tel que
e(u) € B et u = My r,- En conséquence Sup (1.11) > — oo et compte tenu du
Théoréme 1.1 rappelé dans la Section 1 et démontré dans [2],

— o0 < inf(1.10) < + 0.

i) Si — A < A < A. Supposons par exemple que 0 < A < A et soit A, > 0
telque A < A; < A. Onnote A(X,) I'infimum (fini) du probléme

{J- V(o) — A, J c. nuo}
dlva+f—0 I'o

o.n= F,

et soit ¢, une suite minimisante du probléme

{J\Il(()‘)— f G.nuo}.
leO'+f 0

o.n = F,
j V() — 1 j el
o To
On écrit ensuite

(1= 5 | v+ | [ wow =4 | onm| = [ v -

On note ¢ un réel positif tel que est borné par c.

- kj O,y = C
Fo
d’ou
(1 - l)J V(o) S ¢~ %[j V(o,) — MJ Um-"uo]
Q To
A
é ¢ — ;\'—1 A()"l) )

et par conséquent (o, est bornée; compte tenu des propriétés de coercivité
de s, rappelées dans la Section 1, o, est donc bornée dans L'.

3. EGALITE DES INFIMA

Dans ce paragraphe nous étendons le probléme en contrainte et son pro-
bléme relaxé & un espace plus grand que L2 Dans ce but, nous rappelons la
définition de I'espace

ZQ) = {ce MY(Q, E),divoe LA(Q,RY) },
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dont une étude détaillée est faite dans [1]. On y montre en particulier ’existence
d’une « trace » .n qui appartient au dual de v,(U ©(Q)) et qui coincide avec
G;; n; au sens ordinaire, lorsque o est assez régulier. Le terme { 6.7, #, » qui
interviendra dans le probléme en contrainte étendu 4 Z sera pris en ce sens.

Nous rappelons maintenant, compte tenu de I'étude faite par Demengel-
Temam [3], que lorsque o est une mesure bornée sur Q on peut définir une
mesure bornée, notée (o), dés que y a une croissance au plus linéaire a
I'infini et posséde une fonction asymptote, notée _, (*). Lorsque | est de
plus convexe, cette mesure possede des propriétés remarquables, pour lesquelles
nous renvoyons a [3]. Nous pouvons donc prolonger le probléme relaxé sous la
forme (3.1) ci-dessous, tous les termes intervenant dans la fonctionnelle
ayant alors un sens.

3.1 inf {j V(o) —f c.nuo}
o.n = F, Q T'o

ce MY(Q, E)
dive + =0

Nous supposons maintenant que Q' est un ouvert borné de R, a bord C?,
tel que

QnQ' =g
QnQ = I,
et on définit Q, par

Q =QuQuT,.

De tels ouverts sont représentés sur la figure 1 ci-dessous.

(*) Onrappelle que ¥, (§) = . li1+n &:Q dés que cette limite existe.
=+
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On suppose que G, est un élément de L2(Q', E) tel que div o, € L(Q, RY)
et o,.n = F) . Soit alors f définie par

f = f dans Q
=divo, dans Q'
et aussi le sous-espace affine de Z(Q,, E) :

(3.2) {oc€eZQ E),c/Q =0,/Q}.

Lorsque o € Z(Q,, E), on a montré dans [1] que si [c.n] n désigne la discon-
tinuité de la « trace » [G.n].n sur la sous-variété I'; intérieure & Q,, [c.n] n
est une mesure bornée sur I'y, qui vérifie | [0.7].7 |y, S| 0 gy | €0 |5
par conséquent lorsque v e U®(Q) et u = 0 sur T'*, y, u est donc continue,

et vérifie | X; U], = [ Ulgqm = | 4|y~ @y le terme f[cs.n.n] %1 (u.n) a bien un

sens et vérifie

J[c.n.n] ¥ (u.n) ’ <10 by (| €@ | + | u],). Nous don-

nons un sens dans ce qui suit au terme [c.#] %, #, Ce résultat dépend d’un
certain nombre de définitions et de propositions établies dans la Section 1
de [1]. Nous les rappelons ici.

PROPOSITION 3.1 : Soit T une courbe C? orientée de Q, ¢ un paramétrage
de X ; il existe alors une constante C > 0 telle que pour tout ue U>(Q), et
pour tous A, \' paramétres réels :

| #Hp())-0'A) — B ¢'(W) £ CN) (| @' |, | £() |, +
10"l l2]e) [N =M.

DErFINITION 3. 1.

X ={ueU>Q), il existe C > 0, telle que
VxeQ, |u(x)| < Cd(x,T*)}
X, = { ue U*(Q), x, uey,(UP(Q) } .

PROPOSITION 3.2 : X coincide avec X ,, algébriguement et topologiquement.

Le terme [c.n] %, 4, aura un sens (resp. Sup [c.n] x, 4, <+ c0) si nous

s(uye B
u = O

montrons que u appartient & X, ou encore a X (resp. si { y, u, &(u) € B,
u = 0/T"* } est borné dans v,(U*(Q))). Toutes ces conditions seront remplies si
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on montre I'existence d’une constante C > 0 telle que Yu e U ®°(Q), &(u) € B,
u=0, VxeQ:

(3.3 |u)| = CdxTH.

Pour démontrer (3.3) on reprend les notations de la preuve de la Proposi-
tion (3.1). On a localement

Q={(,xy),x €0, xy < a(x)}

avec a une fonction C!, et d’'un ouvert de RV~ 1.
On note ™ = {(x, 0), xeI'* }, p(x') la projection de x’ sur [*et ¢ le
vecteur unitaire

2= = p(x) + x'

| X' — p(x) |
Soit X la courbe de paramétrage ¢ définie par
o(\) = p(x') + Ae + a(p(x') + Aé)ey

qui est tracée sur Q. En appliquant alors la Proposition 3.1 entre les points
¢(0) et (| x* — p(x') |) on obtient

| u(x, a(x)) | £ Cy | uly=q | ¥ — p(x)

=Clu o= d(x, T*),

car il est facile de voir que | x' — p(x)
cf. [1]). On a donc bien le résultat souhaité.
Ces remarques étant faites, nous pouvons a présent expliciter le terme
relaxé G(F — o.n) lorsque 6 € Z(Q,, E) et 6 = o, sur Q'; il sagit de
(r
G(F — o.n) = Sup iJ(F — o.n).n(y, u.n) +

u,e(u)e B
u=0p

+{(F —o.n).t,x,u>}.

On a en outre, en utilisant des remarques déja faites

< Cd(x, T*) (pour plus de détails

(3.9 B(F —o.n) < Sup {2]|o Iz, | ¥ lv= @ }=Clo |z(nl,£)
u, s(u)oeB
u =0

dés que I'* est une sous-variété qui n’est pas un N — 2 plan en utilisant le
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Lemme 1.1 de la Section 1 (*). Nous définissons a présent le probléme relaxé
du probléme de blocage. Il s’agit de :

3.5 inf {J Y(o) + B(F — o.n) — J c.nuo}
oeZ(Q,) Q To
divo + f= 0dans Q
o = o, dans Q'

et nous démontrons dans ce qui suit le
THEOREME 3.1 : inf(3.5) = inf(1.10).

Démonstration : Nous avons aisément

inf (1.10) inf { J V(o) — XJ G.nu, }
oeLz(% E) Q Io

dive + f=0
F —omn =0,

inf {J V(o) — kj o.nuo}
cel?(Q,, E) Q To

divo + f = 0dans Q,
c = o, surQ)

= inf {J Y(o) + B(F — o.n) — )\.J‘ c.nuo}
celL¥Q,, E) Q To

dive + [ = 0/Q,
c =0,/

> inf {J V(o) + G(F — on) — XJ c.nuo}
o€ Z(Q,, E) Q To
dive + f = 0/Q
o =0,/

I

= inf (3.5).

Nous montrons maintenant I'inégalité inf(3.5) = inf(1.24); en utilisant
alors le Théoréme 1.2, nous obtiendrons le résultat voulu. Soit donc
c € Z(Q,, E), tel que dive + f=0 0= c,/QY. Daprés le théoréme 0.1
appliqué a o/Q, il existe o, € L%(Q, E), telle que | 5, | converge vers | ¢ |
étroitement, et

(3.6) f (o, »J V(o).
Q Q

3.7 dive,+ f=0.
() On montrera plus précisément plus loin que B(F — 6.n) < J V(o).
r
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La convergence étroite et le Théoréme 0.3 de I'Introduction permettent
d’affirmer la convergence de | G,,.nu, vers | c.nu,. 1l reste a vérifier que le

terme G(F — ©,,.n) converge vers G(F — o.n) : par définition de G(F — o,,.n)
il existe pour tout m, u,, qui vérifie e(u,) € Bet u, = 0,r tel que

G(F — o,.n) = J(F — Cpe®) Xy Uy + %

Puisque u,, est bornée dans U ©(Q) (d’apres le Lemme 1 . 1 par exemple), et en
utilisant & nouveau 1.12, on peut trouver ¥ dans U *(Q)) et u,,, une sous-suite
de u,, telle que

u, —u dans %(Q)
g(u,,) — €(u) dans L™ faible * .
Ces conditions entrainent, grice 4 un raisonnement déja fait, que e(u) € B

et u = Oyr.. En faisant appel a la définition de | |, = () il existe v, € U*(Q)
tel que v,..n = O et

1
(vm’)‘r = (xl um)t et I Uy |U°‘7 Q@ é I Upy |U"’(ﬂ) + W(l) .

Par un raisonnement maintenant classique, soit v, une suite extraite de
v, €t v dans U*(Q) tel que
v, = v dans %(Q)

e(u,.) — e(u) .

Onaalorsv = Osur [y, etv = v, = (y,; u), sur I';. En utilisant la « formule
de Green » (I.4) de I'Introduction, nous avons

J (O 1), (g Uy, = J(s(vm) :0,) + Jdiv G, Uy -
r

D’aprés le Théoréme 0.3 de I'Introduction, la mesure £(u,,) : ©,, converge

étroitement vers €(v) : o. D’autre part Jdiv G, U, converge évidemment vers

(*) En fait la propriété de compacité (1.12) permet de voir que les normes | u |,y
| # ] wo@y et # ], (e q) sont atteintes.
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f div ov, de sorte que I'on obtient

"
lim | (0,.n),(x; 4,), = | @) :0 + j div ov
m—ow Jr Jo a
= | (o.n), v,
JI
r
= | (o.n), (x, u),.
wIr

Maintenant la convergence uniforme de u, vers u sur I' entraine celle de
%1 U, VErs y, u de sorte que

j (F — o,mn).nu,..n - J (F — o.n).n(u.n) .
r, r,
En récapitulant, nous avons obtenu

lim B(F — o,.n) < EJ (F — 0pen) %y Uy +%
r

=< J. (F —o.n).q u
Iy
< G(F — o.n).
Cette inégalité, jointe a (3.6), (3.7), et a la convergence de J G,,- Nty VEIS

jc.nuo entraine que
inf(1.24) < inf(3.5),

et compte tenu du Théoréme (1.1), achéve la démonstration du Théoréme 3.1.

Remarque 2.1 : 11 eut été plus naturel d’introduire le probléme

(3.8) inf {J V(o) + B(F — 6.n) — J c.nuo}.
Q To

ce(Q,E)
dive+ =0

Mais il ne convient pas a priori. En effet lorsque o est quelconque dans
Z(Q, E), (F — o.n).nn’est pas en général une mesure bornée (cf. Section 3 de
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{1]); on peut seulement dire qu’il appartient a y,(U ©(Q))". D’autre part la condi-
tionu = Osur I'* n’est pas suffisante en général pour que (y;(u.n)) € Yo(U ©(Q)).
Le terme { (F — o.n).ny,(u.n) > n’aura donc en général pas de sens, En outre,
on verra au cours de la démonstration du théoréme d’existence dans la Sec-
tion 4, que si o est limite faible d’une suite minimisante pour (1.10), (F —o.n).n
est bien une mesure bornée.

Remarque 3.1 : Lorsque Ty n T, = (&, les résultats obtenus dans la Sec-
tion 3.1 sont encore valables en modifiant G et G comme on I'a fait au cours de
la Remarque 1.2 de la Section 1, et le seul point a démontrer est que si
ceZ(Q E), et | 5, | converge vers | o |, étroitement, {y(c,) converge vers
V(o) étroitement, divo, + f = 0, alors lim B(F — o,.n) < B(F — o.n).
Pour cefaire, on agit comme on I'a déja fait. Par définition de G, soitu,, € U *(Q),
u,, nulle sur I'*, &(u,,) € B, telle que

1

G(F — o,.n) < J (F —o,.nu, +—
I ) m

ou #, est la projection de u,, sur %y &, est bornée dans U ©(Q) et en utilisant
(1.12) on peut trouver u dans U *(Q) (et dans Ry aussi puisqu’il est fermé),
tel que pour sous-suite u,,, ona :

u,-»u dans ¥ (ﬁ)/@p

e,,) > €(w) dans L=(Q)faible */Z .

On en déduit par un raisonnement maint_gnant_classique que €(u) € B, et

u = 0,.. Puisque nous sommes dans le cas ou I';, n I, = &, on peut choisir ¢
dans 9(R™), ¢ = 1sur un voisinage ouvert de I', dans R, dans R", et le support

de @ ne rencontre pas I'y. La « formule de Green » appliquée a %, ¢ dans Q
donne :

J G, N, = j G, NQU,,
Ty r
- j £ 0) O + j div G Ty -
Q o
Et le Théoréme 0.3 entraine la convergence du membre de droite vers

J g(@p) o + f div cuo
Q

Q
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qui vaut

Ic.n&p =J C.Hu.
r I

Remarque 3.2 : Nous avons I'analogue des résultats précédents pour le pro-
bléme relaxé du probléme d’analyse de blocage. Nous rappelons 'expression
de ce probléme, introduit dans la Section 2 :

(3.9) inf {f V,(0) + B(— 6.n) + M| Lo — 1|}
divo =0 Q
ceL?*(Q,E)
et nous prolongeons le probléme par la définition suivante
(3.10) inf {I V(o) + B(— o.n)+X|ﬁc—1|}
o eX(Q,, E) Q

G = 0|n'
divo = 0,

et nous établissons que inf (3.9) = inf (3.10). En effet on a immédiatement :
inf(3.10) < inf (3.9).
Pour Tinégalite inverse, soit 6 € Z(Q,, E), 6 = Qg divo = (g, et o,
comme dans le Théoréme 0.1 tel que
c,€EP2(Q, E),
| ,, | = | o] étroitement sur Q

VY(o,,) — V(o) étroitement sur Q

divo, = 0dans Q.
Comme on I'a déja vu, on a alors

G(— o,.n) - B(— o.n)

Jcm.nuo - Jo.nuo R

M? AN Modélisation mathématique et Analyse numérique
Mathematical Modelling and Numerical Analysis

et aussi



LE PROBLEME DES MATERIAUX A BLOCAGE 381

de sorte que Lo, » Lo et que
f ¥(o,) + B(— o,.n) + A| Lo, — 1|
Q
converge vers
f ¥(©o) + B(— o.n) + A | Lo — 1]
Q

et démontre que inf(3.9) = inf(3.10).
4. THEOREMES D’EXISTENCE

4.1. Existence pour le probléme relaxé du probléme en contrainte

Nous cherchons dans cette section a établir 'existence d'une solution au
probléme relaxé (3.4) sous des hypothéses assez faibles. Pour plus de commo-
dité, nous rappelons les problémes déja utilisés.

“.1 inf {j Y(o) — kj c.nuo}
c e L¥Q) Q T'o

dive +f=0
o.n = Fir,

4.2 Sup { J V¥ew) + qu+J Fu

s(u) €B
U = Ugr,

4.3) {f\ll(c)+‘6’(F—cn)—XI Gnuo}
do’eZ(Ql o

ive + f
et nous énongons le

THEOREME. On suppose que — A < A < A. Alors de toute suite minimisante
au Probléme (4.1) on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement dans
MY (Q,, E) vers une solution de (4.3).

Démonstration : Puisque — A < A < A d’aprés le Théoréme (2. 1), inf (4.1)
est fini et toute suite minimisante c,, est bornée dans L(Q, E). Soit alors &,,
définie dans Q, par

&, = |o, dans Q

o, dans Q'.
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&,, appartient & L%(Q, E) et div&,, + f = 0 dans Q, car 6,,.n = F sur [',.
&, est bornée dans L1(Q,, E) (puisque o,, est bornée dans L'(Q, E). On peut
donc extraire de &,, une sous-suite qui converge vaguement vers o € Z(Q,, E).
Puisque div &,, converge vers div ¢ dans 2'(Q,, E), dive + f = 0 dans I',.
En outre c = o, dans Q'; il s’agit de montrer maintenant que o est bien solu-
tion du probléme (4. 3). Pour cela nous utilisons la Proposition 4.1 :

PROPOSITION 4.1 : i) Pour tout o € D(Q,, E) et pour tout u € U *(Q), &(u) € B,
Pinégalité suivante a lieu au sens des mesures :

4.9 V() z (e : o) — ¥*(ew).
ii) On définit sur I, la distribution &(u) : o, par
4.5) (ew):0,0)> = I [c.n] ue — f ou Vo lorsque ¢ € 2(T';) .
I ry

Alors e(u) : o, estune mesure bornée sur I, qui vérifie I’inégalité entre mesures :
IT1 1

4.6) &) : o, Vo @)1, -

Admettons un instant cette proposition. Pour A > 0 on définit le voisinage
de I'y, dans RY :

@7 Q ={xeR" dxTy)<r}.

Pour 8 > 0 soit ¢; une fonction de 2(Q,;) qui vaut un sur Q;, 0 < @; < 1,
et g5 une fonction de 2(Q,) qui vaut (1 — @) sur Q. Nous définissons la mesure

4.8) &) : Ojqur, = &) : Oq + &) : Oir,

ou gu) : o) a éte définie au cours du Théoréme 0.3 de I'Introduction, et
&(u) : o|r, au cours de la Proposition 4.1 ii). Nous avons compte tenu du fait
que &, n'a pas de masse sur I'y, 6,,.n = F|, et g; Sannule sur un voisinage
deTly, :

“4.9) f (e(w) : 8,) g5 = —J udivcmgs—j csmqu8+J~ Fug; .
Qu, Q Q ) 51

Puisque div &,, converge dans L? vers div o, le terme | u divo converge
m mJ3
Q
vers J u div og;. Ensuite on peut prolonger u en fonction # continue sur
Q
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Q,. On obtient alors

4.10) jomqu5=f Fs,,,ith‘g—Jcslqu5
Q 0, Q

et la convergence vague de c,, vers ¢ entraine la convergence de f G, Vg,
Q

vers f oii Vg, (en effet i Vg, est continue & support compact dans Q,). On
Q

déduit de tout cela que

@4.11) f &(u) : 8, g5 converge vers — j u div g,
Qur, Q

r~

— | ouVg; — J ocu Vg + J Fug,
1“1 rl

JQ

n

= | (ew:0)gs + J (F — o.n) ug; — J ou Vg,
) 9t

JQ r

r

= (e(w) : 5) g5 .

JQUT;

Lorsque 6 € M}(Q, E), nous définissons :

j ¥(o) =J o) —J V(o)
Qury Q, o

<= J Y(o) + J v, (0), daprés la définition 1.4 des fonctions
Q Ty

convexes de mesure, [3]).

Nous avons aussi pour ¢ € 2 (Q,) :
@.12) f Vo) =j o) @ —f W) o,
QuT; Q, Q

en particulier pour ¢ = g; et 6 = oo

J u’(c)gs=J o) g5 — j o) gs
QurI, Q Q
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de sorte que par semi-continuité inférieure

@.13) j Vo) g, £ lim | W) gs.
QuTIy

m=o JOour,

Maintenant nous appliquons (4.1) et (4.2) avec ¢ = @,

“.14) j ¥(5,) 0s —f (0 8+ 60) = — J V() 95
QuI, QuIy Q

En rassemblant (4.12), (4.11), (4.13) et (4.14), nous avons les inégalités
successives :

im [ ¥, —j 5, e 2
- Jaur; QuT,

> j &) g5 — J 6,5 : () — f VH(e) 05
Qury QurI,

- j (@) — J 5e() — E,
Qury QurI,

ou on a défini Ej par :

B--[ e[ w@e+ | vewe
Qur; Qur, Q

et il s’agit de montrer que Ej est arbitrairement petit lorsque 3 I'est. Nous
avons par le Théoréme 0.3 et par (4.3) :

J 050 5 | < | o |w<f 6,051 + j \llm(c)cps)
QuTy Q r

§|8(u)|ooJ‘ |CZ(P5|
Q

4.15)

g!e(umj ol

Qa5 Q.
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D’autre part, puisque (o) est absolument continue par rapport a ¢, on a

J V(o) @5 CJ | 95 0|
QurI, QuIy

[ e
Q51 Qy

et ce terme tend vers 0 quand § — 0, car & est une mesure bornée sur Q,. Enfin

j V*(e(u)) tend vers 0 quand & — 0 (car y* € L'). Nous avons donc
Supp‘(psr\ﬂ

1A

IIA

établi lim E; = 0, et nous avons obtenu l'inégalité
-0

- - j VHE@)

Il reste a voir que o|q est bien solution du probléme relaxé. L’inégalité (4.16),
jointe a (4.1) et (4.2) pour @ = 1 donne :

J' Y(8) — J e(@d) : & + J V¥e@) = 0.
Qur, QuT, Q

Soit encore

4.17) J V(o) — J‘ ew):0 + J V¥e@) =0
Q Q Q

et

(4.18) j V(o) — J F-on@=0.
T, T

Nous remarquons maintenant que la relation (4. 2) donne pour tout u tel que
eweB u=0p:

j F—-—onu= J V(o) = J F—-—om)y,u.
ry ) Y Ty
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On en déduit :

u,e(we B
=0

= G(F — o.n),

j V(o) = Sup J(F — C.n) Y U
Ty

ce qui montre en utilisant encore (4.16) que o est bien solution du probléme
relaxé.

Remarque. Lorsque Ty N Fl = ¥ et si I'* est contenue dans une sous-
variété de dimension N — 2 et de classe C?, nous rappelons que nécessaire-
ment

jfr+fFr=0 Vre®, r=0.

En outre la solution du probléme en déplacement est déterminée a I'addition
d’un déplacement rigide nul sur I'* prés. Si p(u) est la projection orthogonale
de u sur #* on a alors d’aprés (4.16) :

J‘Q ] {V*ep@)) — e(p@) :0 — Y(©) } =0
en particulier

L {Vp(0) = (F —o.m)p@) } =0
en utilisant (4.2) ; nous en déduisons que

[ -omm@=v.0z [ = ompw
pour tout u, tel que u = Oy, €(u) € B, et par conséquent

f Vo(o) = Sup f (F — o.1m) plw)
r, u,S(u)OeB Ty
u=0p

= G(F — o6.n)
et o est donc bien solution du probléme relaxé.
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Démonstration de la Proposition 4.1.
i) Soit 6 € Z(Q,, E) et 5,, € L*(Q, E) donné par le Théoréme 0.1 tel que
|6,.| = | 0| étroitement sur Q
dive, = divo

V(o,,) — V(o) étroitement sur Q.

Par définition de Y(o,,) (x), nous avons I'inégalité, vraie pour tout x de Q :

V(o,) () = (W) : 5,) () — ¥*(e@) (x)
d’ou pour tout ¢ € 2(Q) positif :

W) ¢ = f () : 5) @ — j VH(e) o

Nous obtenons donc le résultat souhaité par passage a la limite, et en utilisant
le Théoréme 0.3 de I'Introduction.

ii) Nous commengons par démontrer I'inégalité (4.3) lorsque u e U ®(V)
ou V est un voisinage ouvert dans 2" de I',. Sous cette hypothése alors soit
@ = 0dans 2(I')) et o € D (V) qui prolonge ¢ ; soit aussie > 0, ¢ < d(Sup' @,
dV), p une fonction régularisante, o, = e—lﬁ p<—8—) Alors p,. u est réguliére sur
Sup' @ et e(p, * u) = p, * e(u) appartient a B. Maintenant, I'utilisation de la
formule de dualité démontrée par Demengel-Temam [3] donne :

f V()0 2 j olp, * ) @
Iy Ty
Or

J o(p, * W) ¢ = J of(p, * eW) ¢ —
I Q;

— f o(p, * e(w) — J op, * e(u) @
o Q

qui converge vers J (o) o — f
o,

Q

o:ew) o — J oe(u) ¢ daprés le

Q
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Théoréme (3.1). Maintenant la « formule de Green » (I.3) donne

(oc:e) o = —f udivcs(p——J‘ uc Vo
Q Q

JQ,

m@¢=—j

Q

-
u div oo —J

Q

uc Vo — j(c.n) uQ

JQ

r

o) o = — J udivoop — j uc Vo + J(c.n) uQ
Q o

JQ
d’ou

r

(ce() o — f

Q

= —J ucyV(p+Jv[cr.n]u(p.

Nous obtenons donc (4. 3) par passage a la limite.

Soit maintenant u, tel que g(u) € B. Les hypothéses faites sur Q entrainent
qu’il existe un réel r, un nombre fini de points x' e " et de boules B(x, r)
0 =i <mx;¢ B(x, r) dés quej # i et tels que Q, est relativement compact
dans Q et il existe pour chaque i, une fonction d', un systéme de coordonnées
ei1 < j < N tel que e}, dirige la normale a I en x; tel que

ce(w) @ — J oe(u) ¢ =
' Q

JQ

Q=0 B ={(x,x),| X —X;,| <rXy<dx)}
0Q, B' = {(x,xy), Xy =a(X"),XeB'}.

Soit alors (@;),<;<n une partition de l'unité subordonnée a ce recouvrement,
@, étant a support compact dans B'; soit aussi < d(Sup' ¢,, dB’); on définit
I'ouvert Q' par

Q={xeR x=y +re(x),0 <A< 1,y,eQ},
et la fonction « sur cet ouvert par :
W) = ulx — neb(x).
Cette fonction est bien définie sur Q) car si xe Q), x =y, + Anej(x,) et
x — nei(x) = y; + (A — 1) neiy(x,) qui appartient a Q car
(i + A = Dmep(x))y = Gy + A — D < )y < a(y)
= a((y; + (A — 1) ney(x) -
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u;, est définie sur un voisinage dans RY de I", Supt' ¢,. En outre sur ce voisinage
&(14,) € B. On en déduit, en utilisant ce qui précéde, que

(4.19) o : &) £ V(o)

au sens des mesures, sur I, Sup' ¢,.

D’autre part montrons que ¢ : (i) converge vers ¢ : (1) dans 2'(Ty) :
u;, converge uniformément vers u sur Sup’ @, Q, et est 2 déformation bornée
dans L=, donc converge dans U ®(Sup' ;) faiblement. La formule de Green
généralisée du Théoréme 0. 3 de 'Introduction, appliquée a Pouvert (Sup' ¢, Q)

permet d’affirmer la convergence de J c.nu, @;  vers o.nu@; U lorsque
r; r,
Ve 2(I'y). La convergence uniforme de %, vers u sur Sup' @; 0Q entraine

d’autre part la convergence de J ou, Vo, | vers j ou Vo, . On en déduit que

J. c :&(i) @; ¥ converge vers J c:ew)o; V.
ry

r
Finalement, pour ¥ < 0 dans 9(T")) :
j crewy = Zf o :ew) @;
Ty tJr
= Zlimj o &) o ¥
im0 Jp

< Z J‘ V. (6) @; V (en utilisant I'inégalité 4.19)
i Jr,

= j V() V.
Ty

Ceci démontre a la fois I'inégalité (4.3) et le fait que (4.2) est une mesure
bornée. En effet I'inégalité précédente appliquée avec — o donne finalement

j o5) @ ‘ < Sup { fww(c) o j V(= )0 }
r,

ce qui entraine bien que oe(w) ainsi définie est une mesure bornée sur I',,
absolument continue par rapport a ¢ sur I';.
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Relation d’extrémalité.

THEOREME 4.2 : Si u et G sont respectivement solutions des Problémes (1.11)
et (4.3) on a les relations dextrémalité

O Ve ) + WGW) — (6w : G)(x) =0
pP-p- xeQ, ouencore
e(u) (x) € 0Y(G(x))
et G(x) € W*(e(w) (x)), p.p. x .

(ii) Vooks) = us s e(w) .

En outre si e est la fonction ng mesurable, qui vérifie pg : €(u) = eps, €(u) € K
p-p. x € Sup' pg.

(i) VY (o) =TBF —o.n) sur T,.
Démonstration : (i) et (iii) sont évidents en utilisant I’égalité entre mesures
V*(e@) + Y(o) —ew): 0 =0,

et la Proposition (4.1). Le début de (ii) en découle aussi. Maintenant, puisque
Mg : €(u) est absolument continue par rapport a | pg |, il existe une fonction ¢/,

Hs

| ks | mesurable, telle que pg:e(u) = €' |pg|; e=¢€ vérifie alors pg :

. | us |
e(u) = ey

Supposons par ’'absurde qu’il existe N de | pug | mesure non nulle, telle que sur
N, e € K. On peut supposer N compact. Alors il existe 7 > 0 tel que Vxe N,
e(x) + B(o,r) = B.Alors

r|psl
e(x) + ———e€B
) fps |

et

rlps|
(etus)=‘l/w(us)z<e+ I»lss 3Ns>=el‘-s+rlus|

sur N. Ceci constitue une contradiction puisque | pg| > O sur N.
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4.2. Résolution du probléme relaxé d’analyse de blocage

Nous rappelons le probléme introduit au paragraphe 2, dit probléme relaxé
du probléme d’analyse limite

(4.200  inf U Yo(0) + M| Lo — 1] 4+ B(— G.n)}
dive = 0 Q

ceXZ(Q,, F)
o =04

ainsi que du probléme d’analyse limite

4.21) g‘:‘;‘i‘r’fj)lf { L Y (o) }

Lo =1

et nous montrons I'analogue du Théoréme 4.1.

THEOREME 4.2 : De toute suite minimisante au probléme (4.21) (ou (4.20)) on
peut extraire une sous-suite qui converge vaguement dans M l(Ql, E) vers une
solution de (4 .20).

Soit donc o,, une suite minimisante de (4.21). On prolonge ,, par 0 hors de
Q et on note &, cette prolongée; on a alors div 6, = 0q,. G, est alors bornée
dans M'(Q,, E) et on peut extraire une sous-suite encore notée &,, telle que

8, > o dans MYQ,, E).

En outre, on a

c =0 dans

dive =0 dans Q.

Nous allons établir que o est solution du probléme relaxé (4.20). Pour cela
il faut remarquer en raisonnant comme dans la partie (4.1) qu’il y a semi-
continuité inférieure, ou encore

J ww(cs)—f €@:oslm| Vo)
Qury Qur,

QuT,
- J gw):o,.
Qur,
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J V() = j V.G,
QuTy Q

et

J a(ﬂ):o,,,:Ja@:om
Qury Q

= — jﬂdivcm +KJ G, U +f G, -hu
To ry

J O, Ny
To

Il
>|

Puisque o, est minimisante, on a
lim V(o) =2
Qur,

de sorte que

J ww(c)—J £G) o < 0.
Qur, Qur,

Ou encore, d’aprés la Proposition 4.1 :

Y (o) =¢w):0 dans Q

f V(o) ={ 8(u)20=f[c.n]u.
ry ry

On en déduit en utilisant (4. 2) et comme on 'a déja fait, que

et

Vo(©) =(—on)u sur T,.
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Ensuite

J‘ Ww(c)=J e(ﬁ):c=—fﬁdivc+f G. hu,
Qur, QurI, To
=Alo.

En particulier Lo = 0, et par semi-continuité inférieure

j V(o) = j Vo(©)
Qury Q

et par conséquent,
0<Ils=1.

On a alors

1 4

f Vo(0) + |1 — Lo | + B(— o.n)
Q
- j V.(0) + A1 — Lo) + J V(o)
Q T,

- J Va(0) — Lo + X
Qurl,

=A

APPENDICE

PROPOSITION : On suppose que T est une sous-variété de RY de classe C2,
de dimension N — 2, qui w’est pas un (N — 2) plan. Sir est un déplacement rigide
Sannulant sur T, r est identiquement nul.

Démonstration : Les hypothéses faites entrainent qu’il existe un point
(x5 .-, Xy), un voisinage O de ce point dans X et un systéme de coordonnées
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394 F. DEMENGEL

telles que

O = {(x; ..y, (Xg .. Xy_) €0, Xy = (X ... Xy_5 X
X xy = Y(xXq ... X,_5) }

avec @(resp. V) deux fonctions de classe C2 sur | 0O, (resp. (¢))), qui ne sont pas,
des équations d’hyperplan. Soit maintenant B une matrice antisymeétrique, R
un vecteur et r le déplacement rigide :

—_ =
r=A4+ B.X.
Ecrivons que r s’annule sur ¢ ; nous avons

N-2

0 a+ Y byx;i+by,  @+byy=0
1

pour tout i € [1, N]. En dérivant par rapport & x;
2 bij + b, _, @ + bin ‘l’,ij =0,
et en dérivant a nouveau, nous obtenons Vj, k, i :
3 bin_ @ + b,V =0.
Les hypothéses faites permettent de dire qu’il existe un couple jg, k, f.g
oubien @, #0

oubien . # 0.

oko

De cela, on déduit avec(3) que les lignes d’ordre N — 1 et N sont proportion-
nelles. Ensuite si

) bix_, = by = 0, alors en reportant dans 1 on obtient
bj=0 Vj
a =0,

sinon supposons par exemple b, # 0. D’aprés I'équation (3) le rapport

in_1

b;

alors

ne dépend pas de i. On le note A. En divisant par b,y dans (1) on obtient

b,.
I:z_i+zbixj+)\,(p+\lj=0.
i iN
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De sorte que Vi, k :

o+ Dy =gt + T

kN
On obtient :
a @
iN ka ’
et aussi
ﬁ = _bﬂ = A
biN ka 77

ce qui implique que toutes les colonnes sont proportionnelles. En choisissant
k = j on obtient :

b,
b;=+Lby=0 car b;=0.

ij

Finalement b; = 0, Vi et j.
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