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UNE JUSTIFICATION DE MODÈLES
DE PLAQUES VISCOPLASTIQUES (*)

par D. BLANCHARD (X) et J. C. PAUMIER (2)

Communiqué par P. G. CIARLET

Résumé. — On justifie mathématiquement des modèles de plaques viscoplastiques bidimensionnels
à partir d'un modèle tridimensionnel de type NORTON-HOFF posé sur un ouvert co x ]— E, e[.
La méthode utilisée est celle des développements asymptotiques suivant le paramètre e. Avec diverses
hypothèses sur les forces appliquées, on obtient successivement deux modèles en membrane et un
modèle en flexion. Enfin, un résultat de convergence forte de la solution du problème tridimensionnel
vers celle du problème limite est donné sous des hypothèses de régularité et de monotonie du potentiel
souvent vérifiées en pratique.

Abstract — Starting with a three-dimensional Norton-Hoff model over an open set OÙ X ]— 8, e[,
we give a mathematical justification of bidimensional viscoplastic plate models. We use the asymptotic
expansion method with the parameter e. We obtain two membrane models and a flexion model accord-
ing to the various assumptions on the applied loads. Finally a convergence resuit of the three dimen-
sional solution to the bidimensional solution isproved under regularity and monotonicity assumptions
on the potentiaL

1. INTRODUCTION

L'objet de cette étude est la justification mathématique de modèles de
comportement viscoplastiques bidimensionnels à partir de modèles tridi-
mensionnels de type Norton-Hoff. Plus précisément, nous considérons la loi
de Norton-Hoff généralisée introduite par Friaâ et Frémond et décrite dans
la thèse de Friaâ [8], qui associe à tout critère de plasticité parfaite (caracté-
risée par un convexe des contraintes C) une loi de comportement viscoplasti-
que. Dans certains cas particuliers cette loi décrit la déformation visqueuse
de matériaux très divers (l'acier à haute température, les sols gelés, les glaciers,
certains types de verre, etc.).

(*) Reçu en septembre 1983.
C1) Service de mathématiques, Laboratoire central des Ponts et Chaussées, 58, bld Lefèbvre,

75732 Paris Cedex 15.
(2) Laboratoire de mathématiques, Faculté des Sciences de Rouen, 76130 Mont Saint Aignan.
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378 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Pour des raisons géométriques ou des raisons d'économie de calcul, on
préfère traiter les problèmes d'écoulement associés en utilisant des modèles
plans obtenus à partir d'hypothèses a priori sur la forme de la solution des
problèmes tridimensionnels. Notre but est de justifier certains de ces modèles
en se débarrassant de ces hypothèses. Pour cela, nous utilisons la méthode
mise au point par Ciarlet et Destuynder [3], [4] pour les modèles de plaques
en élasticité linéaire (petits déplacements) ou non linéaire (grands déplace-
ments). Il s'agit d'une méthode de développement asymptotique (le paramètre
de développement étant l'épaisseur de la structure suivant la direction x3)
de la solution d'un problème tridimensionnel posé sous forme variationnelle
mixte (contraintes-vitesses). Le problème limite que nous obtenons est un
« problème bidimensionnel » dans le sens où, dans la plupart des cas, les
inconnues peuvent se calculer en résolvant un problème posé sur un ouvert
du plan (xl9 x2).

Dans la section 2, nous décrivons le modèle tridimensionnel de plaque
viscoplastique choisi en donnant les équations aux dérivées partielles décri-
vant l'équilibre de la structure sous l'action des forces extérieures et la loi de
comportement en tout point de la structure. Le cadre fonctionnel et la formu-
lation variationnelle du problème ainsi posé sont décrits à la section 3. Dans la
section 4, nous faisons apparaître explicitement le paramètre £ (l'épaisseur
de la plaque étant 2 e) dans les équations pour appliquer la méthode des
développements asymptotiques à la section 5 et obtenir ainsi le « problème
limite ». Ce problème â?°, étudié à la section 6, est en fait un modèle de « plaque
viscoplastique », les composantes yi3(u) du tenseur des vitesses de déforma-
tions étant nulles et celles, a;3, du tenseur des contraintes ne Tétant pas.
A la section 7, nous étudions le modèle ainsi obtenu lorsque le convexe des
contraintes C est la boule unité et à la section 8, grâce à certaines hypothèses
sur les forces appliquées, nous retrouvons un modèle bien connu de vitesses
de déformations planes pour lequel les inconnues ne dépendent pas de x3 et
la vitesse w3 est nulle. Dans les sections 9 et 10 nous montrons comment
obtenir un modèle de membrane et un modèle en flexion pour les plaques
viscoplastiques. Un résultat de convergence de la solution du problème tri-
dimensionnel vers la solution du problème limite est donné à la section îî
si certaines hypothèses de régularité et de monotonie du pseudo-potentiel
sont vérifiées. Enfin dans la section 12, nous montrons comment, à partir du
problème limite 0>° posé sur l'ouvert de référence, on peut retrouver la signi-
fication physique de la solution de ce problème sur l'ouvert donné à la sec-
tion 2.

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



MODÈLES DE PLAQUES VISCOPLASTIQUES 379

2. POSITION DU PROBLÈME D'ÉCOULEMENT VISCOPLASTIQUE

Soit co un ouvert régulier de M2 dont la frontière y est partitionnée en deux
sous-ensembles y0 et y l s y0 étant de mesure non nulle.

Pour e > 0, on définit alors (voir fig. 1) :

Q e = CÛ x ] — e, + E[ ,

rE
+ = co x { -f s } , r i

r £ = y x ] - e , + e[,

ri = Yi x ] - e, + e [ ,

= Œ > x { - e } ,

et n — {nu n2, n3) note la normale extérieure à la frontière <9Qe de l'ouvert
QE.

L'ouvert Q£ est occupé par un matériau viscoplastique de Norton-Hoff
généralisé. On cherche les équilibres quasi statiques de ce corps lorsqu'il est
soumis aux forces suivantes :

— des forces volumiqùes, de densité (/£
E) (*) dans Q£,

— des forces surfaciques de densité (#•) sur P + u Fe_ et QQ sur T\.

En ce qui concerne les conditions aux limites sur les champs de vitesses
v = (i?;) admissibles, nous supposerons que :

v3 = 0 sur r ï ,

vt - 0 sur re
0 ,

va indépendant de x3 sur F\ .

Figure 1.

(*) Les indices latins varient de 1 à 3 tandis que les indices grecs varient de 1 à 2. Par ailleurs
on utilisera la convention d'Einstein sur la sommation des indices répétés.

vol. 18, n° 4, 1984



380 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Ces conditions aux limites ont été introduites par Ciarlet [2], pour l'obten-
tion des équations de Von Karman.

Notons Sn l'espace euclidien des tenseurs d'ordre 2 sur Un, n = 2 ou 3,
muni du produit scalaire a.x = <jtj T^ et de la norme associée | a | = (a.a)1/2.

A tout point xe G Q.£, on associe un sous-ensemble convexe fermé C(x£)
de S3 et on note g%xe, .) la fonction de jauge de ce convexe définie sur S3

par :

La loi de comportement de Norton-Hoff généralisée reliant en tout point
x£ e Qe le tenseur des vitesses de déformations y(v) (x£) au tenseur des contraintes
a(x£) est définie par :

y(v) (xe) G d$q{x\ a(x£)),

où d$q{x£, a(xe)) désigne le sous-différentiel au point a(x£) de l'application
convexe <&q(x

£, .) définie sur S3 par ;

q étant un réel fixé, q > 1, et X une constante, X > 0.
Le problème consiste alors à trouver un champ de contraintes a(xe) et un

champ de vitesses w(x8) définis sur Q£ et vérifiant :

+ /i£(x£) = 0 , dans Q \ (2.1)

A sur H. (2.2)

af3(x
£) = +#(*«) sur re

± , (2.3)

= 0 su r . r £ ,
wa(x

e) indépendant de x£ , ) \ (2.4)
sur i

y(u) (xE) e ôch(xE, a(xE)) dans QE. (2.5)>q

3. FORMULATION VARIATIONNELLE

Soit le réel p défini par —|— = 1.
P 1

On introduit les espaces :

F8 = { t=(t;,)6(VP'lp(QE))3,r=0surr£
o,L-3=0eti;0[indépendantedexE3Surr£

l },

DE = (L"(QE))S
9 ,

R.A.I.R.O. Analyse numériqüe/Numerical Analysis
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| d(xE) \p dxz \ et

| a(x£) \q dxe

Remarquons que les espaces Se et De sont mis en dualité par le crochet
<., . )e défini sur Sz x Dz par :

= f a(x£).

De plus, si u e Fe, on a :

et, grâce à l'inégalité de Korn généralisée, l'espace Ve est un espace de Banach
lorsqu'il est muni de la norme :

I « le = | VOO |D«

(puisque mes (Te
0) > 0, voir [8] et [9]).

En ce qui concerne les forces appliquées, on suppose que

0e(L*(P+urt))\ I (3.1)
/*e(L«(n))2. ]

Dans toute la suite, on suppose que pour tout xz e fi£ le convexe C(xe)
vérifie les hypothèses habituelles [8] :

f II existe r > 0, indépendant de xe et de 8 tel que

1
(H2)

f Pour tout a G S3, l'application xe H->- g(xe, a) est mesurable de Qe

[dans U+ .

En utilisant l'hypothèse (Hl) et une propriété de convexité il vient que

et S

vol 18, n° 45 1984
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3 8 2 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

La famille d'application a i—> g(x£, a), x8 e fl8, est donc en particulier équi-
continue et, avec l'hypothèse (H2), on en déduit que, pour tout a e S\ la
fonction x8 h-> #(x8, a(xe)) est mesurable (voir [7]). On définit alors la fonction
convexe Fq de S£ dans 1R+ par :

x\ (3.3)

et on note dFq(a) le sous-différentiel de l'application Fq au point a pour la
dualité < ., . > (voir [7]).

Une formulation variationnelle mixte du problème (2. l)-(2.5) est (voir
[8], [12]) :

Problème 0>z : Trouver (w, a) e Vz x Se tels que :

\ / v e V £ , < a , Y ( t > ) > 8 = f ft vt + f g \ v t + [ h \ ^ 9 (3 .4 )

y(u)edFq(a). (3.5)

Pour l'existence d'une solution au problème &\ on trouvera la démonstra-
tion du théorème suivant dans Friaâ [8] :

THÉORÈME 3 . 1 : Sous les hypothèses (Hl), (H2) et (3.1), et s'il existe R > 0
{dépendant éventuellement de z), tel que C(xe) a B(Q, R), pour presque tout
x£ G Q8, le problème 0>z admet au moins une solution.

4. LE PROBLÈME TRIDIMENSIONNEL SUR L'OUVERT DE RÉFÉRENCE Q

On définit l'ouvert Q. de M3 par Q = © x ] - 1, + 1[, et on note

T = y x ] - l , + 1[,

r , = Y l x ] - i, + i [ ,

r ± = © x { ± i } .

A tout point x = (x l5 x2, X 3 ) G Q nous associons le point

x£ = (x l5 x2, ex3) e Qe

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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et nous introduisons les espaces :

W, = { v e W1>P(Q), v = 0 sur r 0 , et v indépendant de x3 sur r \ } ,
W3 = { v e Wl-'(fl), v = 0 sur T } ,
V = W? x W3 ,

S =(L'(p))f.

Les espaces V, D et S sont respectivement munis de normes

V \\y =

\d(x)\'dx\",

Comme Se et De, les espaces S et D sont mis en dualité par le crochet < ., . >
défini par :

• 1 ).d(x)dx.

On associe à tout couple (x, v) e S£ x Fe, le couple (T€, u £ )eSx K défini
par les relations suivantes :

, (4.1)

(4.2)

En ce qui concerne les forces appliquées nous supposerons que les densités
de forces ff, g\ et h\ vérifient :

= U*), fï(x*)=zf3(x) (4.3)

= tgJLx), <f3(*
£) = s2 03(x), hl(x*) = K(x) (4.4)

où CQ e (L«(Q))3, (g)e{L«(r+Kjr_))\ (hJeiL^T,))2 sont indépendants
dee.

Pour des justifications sur les changements de fonctions (4. l)-(4.4) nous
renvoyons à Ciarlet [2] et Ciarlet-Destuynder [3], [4], Destuynder [6] et indi-
quons juste que pour tout (%,v)eSex Ve on a :

<T,Y(I;)>Ê = 8 < T £ , Y 0 ; £ ) > . (4.5)

vol 18, n° 4, 1984



384 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Les formules (4.1) nous conduisent à introduire pour tout e ^ 0 l'appli-
cation Q£ de S3 dans S3 définie par :

(4.6)

Les relations (4.1) s'écrivent donc pour £ > 0 :

Va e S, aCx8) = Qe a%x) . (4.7)

Au sujet de la dépendance en xe du convexe C(xe), nous supposerons, bien
que cette hypothèse ne soit certainement pas optimale, que le convexe C(xe)
est indépendant de la coordonnée x3. Pour tout e > 0 et tout point xzeQ\
nous supposerons donc que, en notant x° = (xu x2, 0) ;

C(x*) = C(x°). (4.8)

D'un point de vue mécanique, cette hypothèse signifie que les caractéristi-
ques mécaniques du matériau occupant le volume Çlz sont constantes dans
la direction x|, ce qui n'est pas très gênant, notre but étant d'obtenir un modèle
bidimensionnel.

Pour tout 8 ^ 0 et x e Q, on associe alors au convexe C(x°) de S3 le convexe
fermé C£(x) de S3, image réciproque de C(x£) par l'application Q£ :

C\x) =(6 £ ) 1 C(xz). (4.9)

Pour e ^ 0, la fonction de jauge g%x, .) du convexe C%x) définie sur S3

par :

g%x, a) = inf {ji > 0, a e uTe(x)},

qui d'après (4.8)-(4.9) vérifie bien sûr :

g\x, a) = g(A Qe a) = g(x?9 Q* a ) . (4.10)

Remarquons que g°(x, s) ne dépend pas des composantes si3 et s3i (1 < i ^ 3)
de s G S3. De plus, si nous définissons, pour x e Q le convexe C°(x) de S2 par

C°(x) = C°(x) n{seS3, si3 = s3i = 0, 1 < i < 3 } , (4.11)

et si nous notons g°(x, x) la fonction de jauge de C°(x), il est clair que :

g°(x,x)=g°(x,Qoz).

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Nous pouvons alors énoncer le

THÉORÈME 4 . 1 : Pour £ > 0, soit (a£, w8) e S x V auquel on fait corres-
pondre (a,u)eSz x Vz obtenu à F aide des formules (4. l)-(4.2). Alors (a, u)
est solution du problème 0>z si et seulement si (ae, ue) vérifie les équations :

V ü e F , [ o\y(v)dx= f ftvt+ f * . !> .+ f ö ^ , (4.

w /a fonction F* de S dans U+ est définie par :

12)

(4.13)

avec, /?öwr tout xeQ et pour se S :

Démonstration : L'obtention de (4.12) repose sur un calcul simple. Pour
(4.13) on écrit l'équation (3.5) sous la forme :

1 f £ l f
Q I Q I

Compte tenu de (4.10), nous obtenons que le second membre de cette
inéquation s'écrit :

l f [ ^ f e x X x ) ] ^ ^ f [g%x,<j%x)¥,
q Jn H Jn

tandis qu'avec (4.5) le premier membre s'écrit :

Par conséquent, il vient que :

Vx G S, ( t - a ^

Ja

ce qui est la définition de (4.3).

vol. 18, n° 4, 1984
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386 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

5. DÉVELOPPEMENT ASYMPTOHQUE FORMEL DE LA SOLUTION

Suivant la méthode des développements asymptotiques (dont l'idée est
développée dans Lions [11] et des applications dans Ciarlet-Destuynder [3],...)
nous considérons 8 comme un petit paramètre et nous cherchons à priori
(aE, uz) sous la forme d'un développement :

(o\ u*) = (a0, u°) + e(a\ u1) + s2(a2, u2) + - (5.1)

Remarque 5 . 1 : L'existence du développement (5.1) est justifiée par exemple
dans le cas de l'élasticité linéaire (voir Destuynder [6]) pour une plaque encastrée
et pour d'autres conditions aux limites (voir Blanchard [1]), ainsi que pour
les problèmes de valeur propre (voir Ciarlet-Kesavan [5]). Cependant dans
notre cas comme dans le cas de l'élasticité non linéaire (voir Ciarlet [2] ainsi
que Paumier [13]) le problème reste ouvert.

Nous définissons le « problème limite » 0>o de la façon suivante :

Problème 0>° : Trouver (a0, u°)eS x V tel que :

f a°.y(ü)= [ ftvt+ [ *„!>.+ f gtvi9 We F, (5.2)
Ja Ja JTI Jr+ ur~

) , (5.3)

où la fonction F° de S dans U+ est définie par :

=~ [ [<7°(
q Jn

(5.4)
* Jn

et vérifie :

Remarque 5.2 : Le problème ^ ° n'est autre que le problème 0>z lorsque
l'on remplace formellement e par 0 dans (4.12)-(4.13). Cependant cette
démarche peut être justifiée car, si on est en droit de s'attendre à une conver-
gence de (ae, uz) vers (a0, u°) (lorsque s -> 0), même dans un espace plus
grand que S x V (voir Destuynder [6] dans le cas de l'élasticité), alors néces-
sairement (a0, u°) est solution du problème îT0 défini ci-dessus.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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6. ÉTUDE DU PROBLÈME ^ °

On va d'abord exploiter la relation (5.3) que l'on pourrait qualifier de
« loi de comportement limite ». Puisque la fonction 11—• g°(x, x) ne dépend
pas des composantes ta3, T3(X et T33 de T G S3, il est clair que (5.3) implique :

y i 3 ( u ° ) = 0 , l < i < 3 . (6.1)

On retrouve ici une relation classique en élasticité pour les déplacements
dans les modèles de plaques. Remarquons, comme c'est le cas en élasticité
(voir Ciarlet [2] et Ciarlet-Destuynder [3]), que cette relation est ici une consé-
quence de la méthode des développements asymptotiques. En élasticité,
les déplacements qui vérifient (6.1) sont appelés « déplacements de Kirchhoff-
Love », et par similitude nous dirons que (6.1) implique que u° est une « vitesse
de Kirchhoff-Love ».

Si nous définissons les espaces :

Vt = {veW^itùl v = 0 s u r y o } ,

VKL = { V = (»« - X3 d&> Vl) ï (ï«) G Vh V3 G V3 } »

la relation (6.1) montre que :

u°eVKL, (6.2)

et on notera

«„0 = « : - x 3 ^ 3 . K o < 2 , (6.3)

Introduisons aussi les espaces :

DKL = {deD;di3 = 0, 1 < i < 3 } ,

SKL = { 5 e S ; j i 3 = 0 , 1 < i < 3 } .

Il est clair que si v e VKL alors y(v) e DKL et que SKL et DKL sont en dualité
par <., • > entre S et D.

Le problème ^ ° est donc équivalent à trouver (a0, u°)e S x VKL tel que

V P € F , <a°,y(i;)>= f ƒ. vt + f hava+ f ^-^ (6.4)
Ja Jr! J r -u r +

; a ° ) . (6 .5)

vol. 18, n°4, 1984



388 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

Dans la relation (6.5), Q° a0 note par extension l'élément de SKL de compo-
santes (aa(J(x), 0, 0) et on a remplacé, dans l'équation (5.3), a0 par Q° a0

puisque F®(s) ne dépend pas de sa3 et s33. Le sous-différentiel dans (6.5)
est donc pris au sens de la dualité entre SKL et DKL.

THÉORÈME 6.1 : Sous les hypothèses du théorème 3.1, il existe un élément
(Q0o°,u°)eSKLx VKL tel que

[ [ [ (6.6)

(6.7)

Si 6 ° cr° G {W2'\ÇÎ)fs le problème 0>° admet la solution (a0, u°) e S x VKL où
les composantes a?3 de a 0 sont données par les formules :

(6.8)

(6.9)

, <Q°o°,y(v)y= [ ft vt + [ h, va + [ gtvit
Jn Jr, Jr+ur-

= ~ V
où on a posé g{ = g^y^ G Lq((o).

Démonstration : On procède en deux étapes :

Étape 1 (détermination du Q° a0 et uQ).
En restreignant l'équation (5.2) à des champs de vitesses dans VKU nous

voyons que si (a0, u°)e S x VKL est solution du problème ^ ° :

(Q°o°,u°)eSKL x VKL

vérifie les relations (6.6)-(6.7). Pour montrer que ce problème a une solution,
on rappelle que VKL est un espace de Banach pour la norme de l'espace V
et que

F°(Q° o°)=^[ \tf(x, Q° o°(x))]« dx,

où g°(x, ^) est la fonction de jauge du convexe C°(x) défini par (4.11). Le
convexe C°(x) vérifie de plus les propriétés

, r) n 52 <= C°(x) c B(0, R) n S2 .

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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Enfin l'application

Jn jTi Jr_ur+

est une forme linéaire et continue sur VKL. On peut donc, comme pour le
théorème 3.1 appliquer à nouveau le résultat de Friaa [8] et affirmer que le
problème (6.6)-(6.7) admet au moins une solution dans l'espace SKL x VKL.
On explicite maintenant l'équation (6.6) car ce sera utile pour la suite :

ïweH-i.(j»^-L(r>+«-"+fc+)«-+

JY1VJ-i /

r /r+ 1 \ r /r+ 1 _\
VBJ e V3, - ^3 < p 3^»3 = - xjtt+ 6fa

+ - ga dttv3 +
Jeo VJ-1 / J(o \ J - 1 /

En appliquant la fonnule de Green on voit (<T°P) e SKL vérifie, au moins
formellement, les équations suivantes :

- f W = [ Â + 9â+9: dans œ, (6.10)

[ Aa sur Yl ï (6.11)

(6.12)

2 (calcul de CT?3, 1 < Ï ^ 3).
On calcule maintenant a?3, 1 < i < 3, à partir de 0° cr° = (a^, 0s 0)

déterminé à l'étape 1, de façon à vérifier l'équation (6.4). On découple d'abord

vol. 18, n° 4, 1984



390 D. BLANCHARD, J. C. PAUMIER

cette équation sous la forme :

VivJeWf, f a%dfv.+ f Oa3d3va= f ƒ„ o. + f </„ «,„ +
Jn Jn Jn Jr_ ur+

+!(£'*•)"••
V«3 e W 3 , f <y°3 0„»3 + f ci°3 33Ü3 = f / 3 »3 + f 03 «3 •

Jn Jn Jn Jr+ ur_

< 6 i 3 )

(6-14)

Si la solution (CT£P) de (6.6)-(6.7) vérifie :

Ö o a o =(a2p) e («*•«(«)£, (6.15)

en utilisant la formule de Green et l'équation (6.11) on voit que (6.13) équivaut
aux problèmes aux limites :

Ô3<& = " W " Â dans Q, (6.16)

o«3 =9a sur r + > (6.17)

aa°3 = - f f . sur r _ . (6.18)

Puisque (6.15) montre que 33a°3 e L-(Q) on peut définir la trace de cr£3

dans Lq(F+ u F_) (équations (6.17)-(6.18)). Il suffit alors de vérifier que
l'unique solution de (6.16)-(6.18) est

fl,

puisque la relation de compatibilité

-
(ôacA + fç) — ga = g* dans

est donnée par (6.10). Remarquons que a£3 e W1 •*(&). En procédant de même
nous voyons que (6.14) est équivalent aux problèmes aux limites :

33aS3 = - 0 ^ 3 - / 3 dans Q, (6.19)

a°33 =g3 sur r + î (6.20)

a° 3 = -03 sur T_. (6.21)
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La seule solution de (6.19)-(6.21) est

^33 = ~ (d*câ + fù ~ 9l dans Q ,

puisque la condition de compatibilité

est vérifiée d'après (6.12) et (6.10).

7. MODÈLE OBTENU DANS UN CAS DIFFÉRENTIABLE

Dans cette section nous supposerons que la fonction Fq(a) définie en (3.3)
est Gâteau-différentiable. Pour fixer les idées, nous supposerons que C(x£)
est donné par :

{ J G S 3 ; | J | < 1 } , Vx«eQe, (7.1)

mais le contenu de la section s'étend au cas où Fq(à) est différentiable sauf
le résultat d'unicité (Théorème 7.1), qui provient de la forme particulière du
convexe C(x£) donnée en (7.1). La fonction de jauge de ce convexe est tout
simplement :

g(Aa) = | a | , Vx£eQ£, V a e S 3 .

Les hypothèses du théorème 3.1 sont donc vérifiées.
Le problème tridimensionnel sur Q€ s'écrit :
Trouver (a, u) e Se x Ve tel que

V T G S V f y(ii).T= f - | a r 2 a . x , (7.2)

VöeP, f o-y(v)= [ f*vi+ f g\v^ f hlva. (7.3)

On sait, d'après le théorème 3.1, que ce problème admet au moins une
solution. En fait on peut démontrer, par un argument de stricte convexité,
qu'elle est unique.

Le problème ̂ \ équivalent à (7.2)-(7.3), posé sur l'ouvert Q s'écrit ici ;
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Trouver (a£, uz) e S x V tel que :

(7.4)f f *
VxeS, Y(M€)-T = - I 6eCTe|«"2 ö £ < j e -6 e t ,

Jn Jn4
V f e F , CTE-Y(Ü) = ƒ , » , + flf,»,+ *„««• (7.5)

Jn Jn Jr+ u r . Jn

Le problème limite s'écrit donc :

Problème 0>° : Trouver (a0, w°) e S x VKL tel que

VxeS, [ ï ( « o h = f ^ | Ô o a o r 2 a , V , ( ! (7.6)
Jn Jn ̂

VueF, f a°-Y(») =("ƒ,!»,+ f M , + f * .» • • (7-7)
Jn Jn Jr+ ur_ Jri

D'après le théorème 6.1, le problème ^ ° admet au moins une solution
(a0, w°)eS x VKL (si Q° a0 e(1^2'«(Q))s

4). Nous pouvons donner ici une
démonstration directe de l'existence et de l'unicité d'une solution au problème
^ ° .

THÉORÈME 7.1 : Le problème (0*°\ (7.6)-(7.7), admet une solution unique
(toujours si Q° o0e(W2>q(Q))*).

Démonstration : Les équations (6.6)-(6.7) s'écrivent dans ce cas :

V T € S K L , f Y«p(«°) T.P = f 11 0 ° <T° l«-2 cr°p xB|, (7.8)
Jn Jn ̂

VveKKL, f o^ya,(v)= f » , + f g t v , + f A.pB. (7.9)
Jn Jn Jr+ ur- Jn

La relation (7.8) montre que :

qui peut être inversée en :

avec k = ( - )
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En reportant a£p donnée en (7.11) dans l'équation (7.9) on voit que u°
apparaît comme l'unique point où la fonctionnelle

= \ \ l Y Ö O l ' - [ f t * - [ g t v t - [ huv.9
F Ja Jfi Jr+ ur- J - n

(strictement convexe continue et coercive) est minimum sur l'espace de Banach
VKL. Il suffît, pour terminer la démonstration, de calculer a°p par (7.11), puis
a?3 (1 ^ i < 3) avec les formules (6.8) et (6.9) si a% e W2>%Çl\

8. MODÈLE OBTENU EN DÉFORMATIONS PLANES

On donne ici un cas particulier important puisqu'il conduit à un modèle
de plaque viscoplastique en (vitesses de) déformations planes (équations (8.5)-
(8.6)).

On note 7ro(x°, • ) la fonction d'appui du convexe C°(x°) (voir (4.8) et (4.11))
définie sur S2 par :

7co(x°, x) - sup { < a, i >, a e C°(x°) } (8.1)

et F* la fonction (duale de F̂ °) définie sur DKL par

U f [TÏO(XO, d{x))Ydx . (8.2)f
JnJn

Enfin, on note <pg la fonction définie sur (L9(co))̂  par

, s(x°)Y dx° , (8.3)

et par cp* sa fonction duale égale sur (Lp(œ))^ à :

q)*(«0 = i X1 "" f [no(x°, d(x°))Y dx° . (8.4)

Problème # ° : Trouver (m0, M0) e (L«(©))* x F,2 tel que

+ V . + g: + g
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y(u°)eÔ9(m°). (8.6)

Dans (8.6) le sous-différentiel est pris au sens de la dualité entre les espaces
(Z/(co))4 et (L«(œ))4 définie par l'intégrale

f d(x°) -s(x°) dx\de (I/(œ))s
4 et s e (L«(G>))4 .

THÉORÈME 8.1 : // existe au moins un élément (m0, w°) solution du problème $°.
Si m0 G (W2>q((o))* et si lesforces appliquées sont telles que :

f+1 f+1

h dx3 + 9Z + a3 + ^35a/a ^ 3 + ^(ó'a ~ â ) = ° daI1S © »
J - l J - l

-°, M0) est solution du problème {0>°) où on a posé

fa,

D2

(8.7)

Démonstration : Pour démontrer que le problème # ° admet au moins une
solution (m0, M0) e (L9(œ))* x Vf on procède comme à la démonstration du
théorème 6.1.

On sait aussi (d'après [7]), que (m0, «°) vérifie :

<P,(m0) + <P,*(y(«°)) = f < yaP("°)

Mais ceci peut encore s'écrire

f > ° ) + -F:(j(u0)) = f mîpyap(«°
Jn

c'est-à-dire que m0 G dF*(y(u0)) ou encore que y(w°) e dF°(m°). Comme avec
(8.7) on a g ° a0 = m0 la relation (6.7) est bien vérifiée tandis que la relation
(6.6) l'est trivialement grâce aux hypothèses sur les forces. Quant aux formules
(6.8) et (6.9) elles découlent directement des formules (8.7).

Remarque 8.1 : Si la solution du problème ^ ° est unique il en va de même
pour la solution du problème 0°. Pour résoudre, dans ce cas, le problème ^ °
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il suffit de résoudre le problème ^ ° posé sur l'ouvert co de M2. Par contre, si la
solution du problème # ° est unique il est moins évident que la solution du
problème ^ ° le soit aussi.

9. MODÈLE DE MEMBRANE POUR LES PLAQUES VISCOPLASTIQUES

Pour simplifier l'écriture on supposera dans cette section que le convexe
C0(x°) ne dépend pas de x° ; on le notera Co.

On a la proposition suivante :

PROPOSITION 9.1 : On suppose que les forces appliquées vérifient :

h d*3 + 9t + Qi + *3
 dJ« dx3 + d«(9« ~ 0,+) = 0, dans œ .

(9.1)

Soit (Q° a0, M0) une solution du problème (6.6)-(6.7). Notons n = (rcap) avec

f
= I

Alors (n, u°)e (Lq((o))* x Vf est solution du problème :

Ho) e Vf , f «ap davp = f | f fadx3 + g; + <C 1 va +

K ( 9 2 )
(9.3)

où, pour T e (L«(co))s
4, G,°(T) = ^—- \ go(i) \".

Jco

Démonstration : Posons map = x3 a°p dx3.

Avec l'hypothèse (9.1) l'équation (6.6) montre que

V(»«) e ̂ 2 , ƒ «aP ô.»p = f | j ƒ. rfx3 + g- +
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Jtö

(9.5)

D'autre part, la relation (6.7) s'écrit en particulier, si % = - x avec
2 ~

T e (L«(o)))s
4,

f Y(«°)-Ï - f y(u°)'n + f V ° map < ̂ Ç ! [ | So(xJ \' -
J<o Jœ Ja» Jœ

Or ^0 : iSj -• M est une fonction convexe (et positivement homogène) ;
avec le lemme de Jensen, on a donc :

f | Soi») \q = f £0(2 f crap(2 0 dt) q = 2< f gf0C f aap(2 ï)
Ju J<a \ J-l/2 / Ja VJ-1/2

2«
Ju)

1/2

CÙ i J- l /2 i
On obtient alors :

VT6(L«(<D))f,

f Y(«°
J œ

I $0^/ I
J(Ù VOO

ce qui achève la démonstration. •
Sous l'hypothèse sur les forces (9.1) nous trouvons donc un modèle pour les

efforts normaux (rca(i) dans la plaque. Cette hypothèse signifie que la résultante
des forces suivant x3 (c'est-à-dire perpendiculaire à la plaque) est nulle. Dans
le cas où le problème (6.6)-(6.7) a une solution unique nous savons alors que
u% = 0 et que naP = 2 a£p (voir section précédente).

Le pseudo potentiel Gq°(x) peut s'écrire

9 " * J<o

où gn est la fonction de jauge du convexe Cn =̂ 21/p ̂ o-
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On peut donc considérer que la loi de comportement (9.3) est une loi de
Norton H off généralisée associée au convexe Cn.

10. MODÈLE DE FLEXION POUR LES PLAQUES VISCOPLASTIQUES

On suppose dans cette section que la fonction de jauge g0 du convexe Co

vérifie

VxeS2) go(-x) = go(x). (10.1)

Remarquons que cette hypothèse est vérifiée si Co est symétrique par rapport
à l'origine.

On suppose de plus que les forces appliquées vérifient :

fa dx3 + 9* + 9a = O dans œ,
- i

r ha = 0 sur
(10.2)

wap = a£p dx3 et maP =On rappelle les notations wap = a£p dx3 et maP = x3 a°p dx
p 3 a p dx3

et on note d2u3 = (ôapw3).

PROPOSITION 10.1 : Soit (Q° a0, w°) une solution du problème (6.6)-(6.7).
Alors m = (map) e/ u\ sont solutions du problème :

V»3 £ F 3 , f m-Ô2v3 = - ! I f x3 ƒ, rfx3 + 3a
+ - g: \ 8av3 +

^ 3 + 03+ + 93 ! 3̂ . 00.3)

j (10.4)

où pour x € (L«(a)))s
4, /ff°(x) = -p (r-J^j l { I 0o(l) I4-

Démonstration : L'hypothèse (10.2) sur les forces appliquées montre que

V(va)eVf, f /^ô«2p = 0. (10.5)
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3 ƒ. + 9: ~

• (10.6)

La relation (6.7) s'écrit :

VxeS, f Y(M°)-T - [ x3d
2u°3-z - f y(u°)-n + [

Ja Jn Je» Jo>

En prenant T = ^ -=— | x3 |p~2 x3 x avec t e (L9(a)))^, et en utilisant (10.5)

on obtient :

T ° ) | 9 , ( 1 0 . 7 )

puisque l'hypothèse (10.1) entraîne que la fonction g0 vérifie go(Xs) = \ X \ go(s),
VA, e iR, V5 G S3. De plus comme cette fonction est convexe avec le lemme de
Jensen, on a

gj f x3 a% = 4

On peut donc écrire :

f I 9o(m) \q = f f [ f I [ dx3
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La relation (10.7) montre donc que

VT e (L«(©)£, f Ô2ul(x - m) < /Ç(x) - / /

ce qui est la définition de (10.4). •
Le pseudo-potentiel H®{x) peut s'écrire

399

où gm est la fonction de jauge du convexe C,

La relation (10.4) peut donc s'interpréter comme une loi de comportement
de Norton Hoff associée au convexe Cm.

Remarque 10.1 : On peut, toujours sous les mêmes hypothèses sur Co et sur
les forces appliquées, construire une solution (2° a0, u°) de (6.6)-(6.7) à partir
d'une solution (m, u%) de (10.3)-(10,%). En effet, il suffit de poser u° = (0, 0, u%)

et a£p = ^—^— | x3 \p~2 x3 map et de procéder de façon analogue au para-
graphe 8. Nous connaissons donc la dépendance en x3 pour une solution a0

comme cela est le cas en élasticité où a£p est linéaire en x3. Moyennant un
résultat de régularité sur m, nous pouvons bien sûr calculer les composantes
<*«3 et a^3 par les formules (6.8)-(6.9).

11. UN RÉSULTAT DE CONVERGENCE DE («% Qz <r€) VERS («°, Q° a0)

On rappelle que l'on fait l'hypothèse (4.8) et on note :

X

Jn

le pseudo-potentiel associé à C(x°) et défini sur S. On a la relation suivante :

Vt e S, F*(x) = O9(2e x)

et on rappelle que

~\X) — lT
apvXA £Xa3\Xh e T 3 3 W / *

On supposera que $>q vérifie les propriétés suivantes :

(i) O€ : S - • 1R est de classe CK
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(ii) Pour tout R > 0, il existe des constantes C > 0 et a > 0 telles que :

V(7j, O"2 S S , Ij O"-. || < xv, |[ O"2 || < /?

O || <J ̂  — O"2 |jc ^ ^ ÖO (c^i) — ^1*0(^2)' ^1 — ^2 / '

On a alors le théorème suivant :

THÉORÈME 11.1 : On suppose que les hypothèses (i) et (ii) sont vérifiées ainsi que
les hypothèses du théorème 3.1 avec R ne dépendant pas de s. Alors le problème
(6.6)-(6.7) admet une solution unique (Q° a0, u°) dans l'espace SKL x VKL et
pour tout s > 0, le problème (4.12)-(4.13) admet une solution (a8, we) dans
V espace Sx V. De plus lorsque s tend vers zéro nous avons Qz a£ qui tend vers
Q ° a 0 dans S et we qui tend vers u° dans F.

Démonstration : Posons Uv) = ƒ. 0. + I ha va -h gi vt.
Jn JTÎ Jr+ ur=

L'hypothèse (i) entraîne que F£
q est de classe C 1 sur S. Si (a\, u\) et (a2, w2)

éléments de S x Fvérifîent(4.12)-(4.13)ona

dFfal) = Q1/£ Y(«J) et f a^ y(^) = L(i<), pour v et n = 1 et 2 .
Jn

L'hypothèse (ii) entraîne alors que o\ = a 2 et donc que u\ = u\.
On démontrerait de la même façon l'unicité de la solution (Q° a0, w°) au

problème (6.6)-(6.7) dans l'espace SKL x VKV

Nous décomposons la démonstration de la convergence en trois étapes.

1 eTÉtape : convergence faible d'une sous-suite.
On sait que z/ réalise sur V le minimum de l'énergie

^ JnJn

où 7c£(x°, •) : S3 -> R est la fonction d'appui du convexe C%x0). On a ainsi

où 7i(x°, •) est la fonction d'appui du convexe C(x°). En prenant un élément v
dans l'espace VKU C = JE(v) ne dépend pas de s et nous avons pour tout 8 > 0 :

J\uz) < C.
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Or l'hypothèse (HJ implique que

V X ° G C O , W e S 3 , n(x°, d) > r\d\,

et donc que
C.

Avec l'inégalité de Korn sur WlfP(ÇÏ) et pour e assez petit on obtient :

et donc que

l!well£< c

En écrivant l'équation (4.13) sous la forme

Vx G S, < y(u*\ T - a e > ^ ®q(Q* x) - ®q(Q* ae) (11.2)

et en prenant T = 0 et v = uB dans (4.12) on a

%(Qevc)^ C\\u*\\v.

De plus l'hypothèse C(x°) a B(0, R) (théorème 3.1) implique :

V T G S 3 g(x°,x)^~\x\

et donc que

C|| WNIK > I Ôecr£|g.

Par suite, pour e assez petit, on obtient

I 6 £ a £ | s < C.

Les espaces V et S étant réflexifs, on en déduit qu'il existe des sous-suites,
encore notées u£ et Qz ae, et un élément (â, u) G S x V tels que uz tend vers û
dans V faiblement et Qe ae tend vers â dans S faiblement.

2e Étape : passage à la limite faible dans les équations.
Tout d'abord le passage à la limite faible dans (11.1) montre que yf3(w) = 0

c'est-à-dire M G VKL. De plus, en multipliant (4.12) par e2 on obtient par passage
à la limite :

Vu G V3, â3 3 d3vz = 0,
Jn
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ce qui montre que Ö33 = 0 . Enfin en multipliant (4.12) par e on montre de
même que aa3 = 0. On peut donc dire que Qe a£ tend vers Q° a dans S faible-
ment.

En restreignant (4.12) à v G VKL et en passant à la limite faible on obtient :

VveVKL, <â5y(u)> =Uv)> (H.3)

En prenant v = uz dans (4.12) et en remplaçant dans (11.2), il vient

VT e S , < y(u% X > - L(w£) ^ <D/Qe x) - O/<2£ a£) ,

et par passage à la limite faible :

VTG S, < y(5), T > - Kû) ̂  O€(6° T) - Um Qq(Q* o*).

En prenant z; = w dans (11.3) et comme <bq est faiblement semi-continue
inférieurement on obtient :

VxeS, <Y©,T-a><Og(Ö0T)-Og(Ö0^).

Le couple (g 0 ô, w) 6 iSKL x KXL est donc solution du problème (6.6)-(6.7)
qui admet une solution unique. Donc

5 = u\

Q°G = Ô°a°.

3e ^a/7£ : convergence forte.

D'après (i) et (4.13) nous pouvons écrire :

VTG S, < Y ( ^ ) 5 T > = < ^ ( Ô £ a £ X Ô £ x > (H.4)

et avec (6.7)

VTG S, <Y(W°XT> = < ^ ( Ö o a o ) , Ö o T > . (11.5)

D'après (ii) et puisque | Q£ ae |s est bornée il existe une constante C > 0 telle que
C I Ô6 <rE - 6 ° a0 g < < 3$4(Ô

6 aE) - â&,(g° a°), 6 e a£ - Ô° CT° > .

En utilisant (11.4), (11.5), (4.12) et (6.6), on obtient

), a0 > - < aD,(Q° a0), QE aE > -

), ô° a0 > ^ Utf) + Uu°)-( 7("e), ô° a0
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Quand s tend vers zéro on obtient :

Clim | Ôe ae - Ô° a0 |« < Uu°) + Uu°) - Uu°) - Uu°),

d'où l'on en déduit que Q£ a£ tend vers Q° a0 dans 5.
Pour la convergence des vitesses, on écrit tout d'abord, d'après l'inégalité

de Korn :

C\\v\\v<\ 7(17) I* < sup <Y,(f;T> (11.6)
T € S - { 0 } | T Ij

(pour la dernière inégalité prendre par exemple x = | y(i;) \p~2 y(v)).
Par différence entre (11.4) et (11.5) on obtient :

Vx e S , < y(W
£ - u°), x > = < Öd>/ee cje) - Ô©fl(Q° a0), Q£ x > -

- < ^ ( e ° a 0 X ( Ö e - Ô ° ) x > ^

< I ̂ >,(Ô£ ae) - » € ( Q ° a0) Iz) I Ô£ x | s + C | ( 6 e - Ô°) T | s .

Pour e assez petit, on en déduit,

Vx 6 S , < y(W* - «°X x > < | Öd)€(Ö
£ ae) - &bq(Q° a0) ^ | x |5 + Ce | x | s .

Avec (11.6) on obtient :

| u£ - u° \v ^ | d®q(Q* ae) - d®q(Q° a0) \D + Ce.

Or d'après l'hypothèse (i) :

I ^ Q ' a 8 ) - 5O, (Ô°a° ) | D ^0

et donc lorsque 8 tend vers zéro, tf converge vers u° dans l'espace V.

Remarque 11.1: Les hypothèses (i) et (ii) sont vérifiées dans le cas de
l'exemple C = { x e S3, | x | < 1 } du paragraphe 7.

En effet, la propriété (i) est évidente puisque

Pour démontrer (ii), on utilise le résultat suivant (démontré dans [10] pour
N = 2 et facilement étendu à la dimension AT).

— si 1 < p ^ 25 3a > 0, Vx, y e UN

(I x | + | y \)2~* ( \ x r 2 x - \ y r 2 y , x - y)RN ^ a i \ x - y \ 2
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— sip ^ 25 3a > 0, Vx, y e UN

(| x \p~2 x - | y \p~2 y, x - y)RN ^ a | x -

K V/2
o ù I x I = '

12. RETOUR A L'OUVERT He POUR LE TERME (<y°, w°)

Nous avons montré à la section précédente que le terme (w6, a8) approche le
terme (w°, a0) lorsque s devient petit. Afin de rendre au couple (u°, a0) sa
signification physique, il convient de faire la transformation définie à la sec-
tion 4.

A partir de (w°, a0) solution du problème limite ^ ° nous définissons
([/°, S0) € VE X S£ par les formules suivantes :

où xe = (xv x2, EX3) pour x = (xl5 x2, x3) e fi.
D'après la relation (6.1) nous avons :

y i 3 ( U ° ) = 09 1 ^ i < 3 . (12.1)

et donc
C/°eFe

KL (12.2)

où r espace VZ
KL est déjini comme V espace VKL, par :

* « . = { » = (2 . " 4 ö«i73, i>3); I x i | < 8, (£o) e Vf et i;3 e F3 } .

D'après le théorème 6.1, le couple (U°, E°) vérifie donc les relations :

VveV°KL, [ I a ° p Y ^ ) = f >?»,+ f Kva+ ! glv,. (12.3)

° 6 5^°(ô° 2°) (12.4)

avec, pour x = (TB P) € (L*(Qe))s
4,
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MODÈLES DE PLAQUES VISCOPLASTIQUES

Les composantes E?3 sont données par les formules :

405

(12.5)

(12.6)

* En ce qui concerne le modèle de membrane (voir section 9), les hypothèses
rur les forces appliquées s'écrivent dans oo :

ti al+ + 9Y + \ dJl dx\ + e = 0 .

ï r „
Remarquons alors que d'après la proposition 9.1, on a wap = - Z°p dx\

J — e
et l'équation d'équilibre (9.2) s'écrit donc :

, s \n^d^ =

La loi de comportement (9.3) s'écrit :

y(U°) e 3G°(n).

* Enfin pour le modèle en flexion (voir section 10) les hypothèses sur les
forces appliquées s'écrivent :

f h\

dx\ + <fc + g? = 0 , dans ©,

\ dx\ = 0 sur

Remarquons que d'après la proposition 10 on a :

et
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donc l'équation d'équilibre (10.3) s'écrit •

.3 e
r r f r i

F3, e2 m*ô2v3 = - M x\Jldx\ + e(^+ - ^ ) V a^^ +
JcO J© L J — € J

+ j | J A ^E3 + 9Ï + <fï J H •

La loi de comportement (10.4) s'écrit :
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