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UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTE
POUR LES EQUATIONS DE VON KARMAN (*)

par S. Kesavan ().

Communiqué par P.-A. RAVIART

ABSTRACT. — The aim of this paper is to adapt Kikuchi’s method to a mixed finite element
formulation used to approximate non trivial solutions bifurcating from the trivial solution of the
von Kdrmdn equations. The convergence of the method is proved and error estimates are obtained.

RESUME. — Le but de ce travail est d’adapter la méthode de Kikuchi a une formulation mixte utilisée
pour approcher par éléments finis les solutions non triviales qui bifurquent a partir de la solution triviale
des équations de von Karman. On démontre la convergence de la méthode et on obtient des estimations
d’erreur.

1. INTRODUCTION

Dans cet article on s’intéresse au calcul des branches de bifurcation (a partir de
la solution triviale u=0) des équations de von Karman. Ces équations, qui sont
un modé¢le pour le flambage d’une plaque mince soumise & des forces latérales,

s’écrivent :
A= —[u, u] 1.1
A2 u=A[f, u]+ [V, u] } dans €, { (1.2)
5 F
u=a—:=¢=%=0 sur T, (1.3)

ou Q< R?est un ouvert borné (la surface moyenne de la plaque) et I' sa frontiére.
Par ailleurs,

"0%u 82v+62u 2%v 0%u %o
0x? ox%  0x% 0x? T0x,0x, 0x,0x,

[u, v]= (1.4)

(*) Regu janvier 1979.

() T.I.F.R., Centre Indian Institute of Science, Bangalore, Inde.
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150 S. KESAVAN

Dans un article précédent (cf. [9]), nous avons donné un algorithme de calcul
de la branche bifurquée autour d’une valeur propre simple du probiéme
linéarisé, par une méthode d’éléments finis conforme. Nous allons considérer ici
I'application d’une méthode d’éléments finis mixte pour ce méme probléme.
Nous démontrons la convergence de la méthode et nous obtenons des
estimations d’erreur.

Le n° 2 est consacré a la formulation mixte due a [14], et & un bref rappel des
résultats préliminaires utilisés par la suite.

Le n° 3 traite le probléme linéaire de valeurs propres dont les résultats
sont utilisés par la suite. A cause de la forme inhabituelle du membre de droite de
cette équation (A% u=2A[f, u]), on ne peut pas appliquer les résultats de [13], ni
ceux de [4]. On est donc d’abord amené a donner un traitement adapté & ce pro-
bléme. On donne également dans ce numéro des résultats sur I’approximation
du probléme de I’alternative de Fredh6lm, qui jouent un réle important dans
les estimations d’erreur.

Le n° 4 donne quelques nouveaux résultats concernant la formulation mixte
pour I’équation biharmonique, qui nous permettront plus loin de démontrer la
convergence de la méthode et d’obtenir les estimations d’erreur.

Le n°® 5 traite bri¢vement le probléme non linéaire continu et I’algorithme pour
le probléme discret est décrit dansle n® 6. Le n® 7 donne les estimations d’erreur
et le n° 8 est réservé aux conclusions et aux remarques diverses.

NortaTtions : On utilise les espaces de Lebesgue LP(Q), 1Sp=< + oo et les
espaces de Sobolev H™ (). La norme dans L? () est désignée par |.|o, ,, o saufsi
p=2 quand nous écrivons |.|, o . La norme et la semi-norme habituelles dans
H™(Q) sont respectivement désignées par |||, o €t |.|, o - Tout espace produit
est muni de la norme produit correspondante mais on continuera a la désigner
comme dans le cas scalaire. Exemple : La norme dans (L?(Q))* sera désignée

par |.Jo.q-

2. UNE FORMULATION MIXTE POUR L’EQUATION BIHARMONIQUE
Soit f € L?(Q) une fonction donnée. On considére le probléme suivant :
A%?u=f dans Q, . 2.1
ou
u=—=0 surl. 2.2
ov

La formulation faible dans H3(Q) de (2.1)<(2.2) est équivalente 4 la
formulation mixte suivante :

R.A.LLR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTE 151

(P) Trouver (o, u)eX x V tel que
VieZ, a(o,1)+b(t, u)=0, 2.3)

VoeV, —b(o, v)=J fodx, 2.4)
ou
Z={o=(0,)e(L2(Q)*|0c12,=0,; } =(L*(Q)? et V=H3(Q),

et (avec la convention de sommation sur les indices répétés) :

Vo,teX, a(o, T)=J o Tidx, (2.5)
Q
VoeE, veV, b - 00 i 2.6)
ceX, vel, (o,v)= QGU 3x10%, . .
Ce probléme admet une solution_unique (cf. [3]) et pour feL?(Q) on a

ueH*( Q) nHi(Qeto;=0>u/dx;0x ;e H' (Q) (cf. [12]), Q étant un domaine &
frontiére lipschiztienne. Gréce a ce résultat de régularité, la solution unique du
probléme (P) est aussi solution du probléme suivant :

(P) Trouver (o, u)eE x ¥ tel que

VieE, a(o, 1)+b(t, u)=0, 2.7
YveV, —E(G,D)=J‘ fv dx, (2.8)
Q
ou
t E=(H' Q)  V=H}(Q)
e

. _ a
Voes, vel, a" Yd

2.9

Notons que la forme bilinéaire b(., .) vérifie la condition de [2], i.e. il existe
une constante f>0 telle que

Voe?, sup II)I(IH LGP (2.10)

1€l
Donc (P) admet une solution unique, & savoir, celle de (P).

Pour I'approximation de la solution de (P) on se donne des espaces T, < et
V,cV de dimension finie, qui vérifient les propriétés d’approximation
habituelles, ainsi que la condition (V)2 =X,. Cette deuxi¢me condition nous
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152 S. KESAVAN

permet de conclure que b(.,.) vérifie la condition de Brezzi discréte
uniformément par rapport a h, 1. e. il existe une constante , >0indépendante de h
telle que, pour tout h :

E v
Vv,eV, sup —”(Ti:“—lb:?)g[31||v,,“1,9. (2.11)

v,EZ,

Le probléme approché suivant admet toujours une solution (6, u,)€ X, x ¥V,
tel que

Vi,eZp al(oy T4)+b(Th uy)=0, (2.12)
VYo,eV, —b(op v,,)=Jv fopdx. (2.13)
o

Puisque V), est de dimension finie il existe S(h)>0 tel que
Yo,eV,, Hu,,||1.Q§S(h)(u,,{0,n (2.14)
et on a l’estimation d’erreur abstraite due a [3],
‘G_Gh'O.n'*“l”_uhll,n

<C{inf ||o—hllLo+A+S(h) inf [|u—vi]a}, 2.15)

T,EZ, v, €V,
C >0 étant une constante indépendante de A.

On utilisera par la suite les espaces X, et ¥, décrits ci-aprés. Pour simplifier
I’exposé, supposons que Q est un polygone convexe. On se donne une famille
réguli¢re de triangulations { 7, }, de Q et on définit :

Wﬁ:{vheco(ﬁ)]VKeyw vh!kepk(K)}, (2.16)

I’espace associé aux polyndmes de degré <k, par ¢lément fini de Lagrange de
type (k) (¢f. [SD).
On pose

T,=(W9%  V,=WEAHMQ), k2. 2.17)

Si, de plus, la triangulation est uniformément réguliére, i.e. il existe C,>0
indépendante de h telle que

min ik SCy- maxhg=Cyh, (2.18)

Ke7, Ke7,
ou hy est le diamétre du triangle K, on a (¢f. [5]) :

S(M<Ch1. (2.19)

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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C >0 étant indépendante de h. Dans ces conditions siue H*(Q) n H3(Q), on a,
d’aprés (2.13) :
|o—0uloat+|u—us| 1, SChllul|sq. (2.20)

Récemment [16] a amélioré cette estimation. On a en effet si
ueH*(Q)NnH3(Q) :

lo—0ulo.a=Chljull;q. (2.21)

[u—ts], o SCH?|lul; (2.22)
Par conséquent

|u—un| 0.0 SCh?||ull; q. (2.23)

| u=ttnfo, .0 = Chl[ul0. (2.24)

3. LE PROBLEME LINEARISE

Considérons le probléme de valeurs propres suivant :
(PV) Trouver (o, u, L)eZ x ¥ xR tel que

VteE, a(o, \)+b(r, u)=0, 3.1
YveV, —b(o, v)=7»j[f, olvdx, (3.2)

ou avec la notation f;;=82 f/0x,0x;, on définit
VieE, [f, 6]=/11022+ /226112 f1201>. (3.3)

Par les raisonnements habituels (régularité de solution et densité de ¥ dans V),

(o, u, L) est solution de (3\7) si et seulement si (u, A) est solution faible dans
H3(Q) xR du probléme de von Karmdn linéarisé

A?u=\[f, u] dans Q; uzg—\ulz() sur T. (3.9

Ce dernier est décrit dans [9]; il s’agit d’un probléme de valeurs propres d’un

opérateur L qui est compact et symétrique de H3(Q) dans lui-méme. Donc il

existe une suite de valeurs propres réelles et une suite de vecteurs propres

normalisés. Sous 'hypothése supplémentaire (faite uniquement pour fixer les
idées) que L est défini positif, les valeurs propres sont positives.

vol. 14, n°2, 1980



154 S KESAVAN

Considérons le probléme discret

(PV,) Trouver (6, U, A,)eX, xV,xR tel que

V‘t,,ez;,, a(O'h, 7\.h)+g(‘t;,, uh)=0, (3 5)
Yo,eVh, _E(Gh: vh)=}"hjv [f, op]vndx (3 6)
Q

Afin que le probléme (PV,) soit bien ’analogue discret du probléme continu
(13\\7) on souhaiterait que les valeurs propres A, soient toutes réelles Mais cela
n’est pas évident a priori Avec le raisonnement qui suit on aboutit 4 une
condition [¢f (3 10)-(3 11)] quu est suffisante pour que cela soit vrar On verra
plus tard que cette condition suffisante est nécessaire pour obtenir la condition
de compatibilité que doit vérifier le second membre du probléme de alternative
de Fredholm discret [¢f (3 36)] qui est analogue au cas continu [¢f (3 32)] Cette
analogie est essentielle dans le traitement du probléme non linéaire

Posons d’abord ce probléme sous forme d’un probléme de valeurs propres
d’un opérateur linéaire L, S’inspirant du cas continu, on définit un produit
scalaire sur ¥, qui imite le produit scalaire en H3(Q) Pour u, € V), donné, grace
a la dimension finie de X, 1l existe o, umque tel que (3 5) est vénfiée On pose
M,u,=0c, [on voit que M ,u, est ’analogue discret du tenseur de dérivées
secondes, pour ue H}(Q) donne 1l existe o€ tel que (3 1) est verifiée s et
seulement s1 ue H*>(Q) N H3(Q) et o,,=6>u/dx,0x,] On defimt le produit
scalaire ( , ), sur V, par

v

Vuy, vieVy, (up vp)y=a(Myuy, M,v,) 37

Alors pour w,e V), donne, L,w,=u, ou (c,, u,)€X, x V, vérfie

Vt,eX,, a(on t,)+b(th, u,)=0 39
Vo,eVy, _E(Gh: Uh)=j[f' Mywy]v,dx (39
Q

11 est maintenant facile de voir que le probléme (PV ) n’est rien d’autre que le
probléme de valeurs propres de I'opérateur L, Pour que le probleme (PV,)
n’admette que des valeurs propres réelles 1l est suffisant que L, soit symétrique
par rapport & ( , ), Cela est vrai s1 et seulement s1 la propriété suivante est
vérifiée

(2) Si(oh, up)eX,xV, 1=1, 2 vénfient

Vt,€Z,, a(oh t,)+b(t, ui)=0, (3 10)

R AIR O Analyse numerique/Numerical Analysis



UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTE 155

alors :

J‘[f, cs,f]ufdx=J~[f, o?]uj dx. (3.11)
o N

L’analogue de cette propriété dans le cas continu est toujours vérifié grace a la
formule de Green donnant ainsi la symétrie de I’opérateur L. Dans le cas discret
ce n’est pas toujours évident. On donne ci-dessous un cas particulier ou cette
propriété est vérifiée.

LemME 3.1 : Si Phypothése (H) ci-dessous a lieu, alors la propriété (P) est
veérifiée :

(H) Les fonctions f; sont des constantes, i.e. f est un polynéme de degré <2.

Démonstration : On définit t,eX,, i=1, 2 par
(th)11=Saz (Th)ii=fi1 Ui (th)12=(th)21= = fiauj. (3.12)

Alors-on-a—
|| 17 ottt ax=a(ot, b= ~Feck. ui)=—B(cF. ub),
utilisant (H) :
—a(o}, ﬁ):j U, otuddx,
,

d’ou le lemme. W

Un exemple important dans la pratique ou cette hypothése est vérifiée est celui
ou f=—1/2(x?+y?). Cette situation correspond 4 une plaque soumise a une
pression horizontale appliquée au bord et constitue le modéle le plus étudié
(¢f. [1], [15], etc.). Les équations (3.1) correspondantes sont

A’u=—AAu dans Q, u=g%=0 sur T. (3.13)

Pour une dérivation de ce modéle, voir [6].

Avec cette hypotheése (H), L, est symétrique et on a N (h) valeurs propres
toutes réelles, N (h) étant la dimension de V.. Pour fixer les idées supposons que
L, est défini positif de sorte que ses valeurs propres soient positives. On peut
traiter I’étude de la convergence dans le cas général comme indiqué, dans 8], sur
un exemple de ’homogénéisation d’un probléme non nécessairement elliptique.
La démonstration de la convergence de la méthode se fait a peu prés de la méme
maniére qu’en théorie de I’homogénéisation des valeurs propres. On se

vol. 14, n°2, 1980



156 S. KESAVAN

contentera d’indiquer ici les étapes essentielles. Soit A, 1 £i <1, les | premiéres
valeurs propres du probléme (f’\\//). Pour h assez petit, de sorte que N (h)=1,
soit A}, 1<i=ZI les | premiéres valeurs propres du probléme (PV,). On
définit (@}, wi)eX, x V, par

V1,2, a(eh t,)+b(t, wi)=0. (3.14)

Yo,eV, —b(ol, v,,)=)\,iJ‘ [f. clv,dx, (3.15)
o

ou (c’,u’)eEx¥ est une fonction propre normalisée (i.e.|c’|,o=1)
correspondant & A‘. On sait que wj — u' dans Hi(Q) fort et ¢} — o' dans
(L?*(Q))? fort lorsque h — 0 d’aprés les résultats sur le probléme stationnaire et
on a les estimations d’erreur du type (2.15). On a maintenant le :

LemmMe 3.2 : Les fonctions { w, } i, sont linéairement indépendantes dans V ,
et la suite {\L} des l-iémes valeurs propres est bornée indépendamment de h.

Démonstration : La premiére partie de I’énoncé est facile a vérifier, €tant donné
que les fonctions {ui}, 1<i<! sont linéairement indépendantes. Supposons la
deuxiéme propriété fausse. Alors, pour une sous-suite, que ’on notera encore k,
on a grace au principe de mini-max (cf. [18]) :

min max{R,(v))} - +0, (3.16)
WweVys v,eW,
dim W=/

lorsque £ — 0, ou R,(.) est le quotient de Rayleigh défini par

a(Mvy, thﬁ_

Yo,eV,, v,#0, Ry(vy)=
J[f M (v,)]v,dx
o

(3.17)

On utilise ’espace engendré par {wi}, 1<i<] pour W,. Supposons que le
maximum soit atteint pour w, =X ¢}, w}, ou (grace a I'’homogénéité du quotient de
Rayleigh) :

¥ (=1,
1

Alors pour une sous-suite, ¢, - ¢;, Y. ¢}=1 et on vérifie facilement que
i=1

Ry(wy) - (i Cf) (21: Ciz(w)q)éw,

ce qui contredit (3.16). W

R.ALR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



UNE METHODE D’ELEMENTS FINIS MIXTE 157

THEOREME 3.1 : Pour chaque entier 1> 1, la suite des l-iémes valeurs propres
{A}} converge vers M, la l-iéme valeur propre du probléme ®V).

Démonstration : Etape 1 : Grice au lemme 3.2, on sait déja que {1} } est
bornée. Si |6} oo =1, alors grace & la condition de Brezzi discréte, uniforme
en h, {u},} estbornée dans H§ (Q), (o}, u}) étant vecteur propre normalisé de Aj, .
On peut donc trouver une sous-suite (encore indicée par h) telle que pour tout I,
ok — o™ dans (L% (Q))# faible, u} — u” dans H} (Q) faible et A}, —» A®.

Etape 2 : On démontre qu'en effet les convergences ont lieu dans les
topologies fortes respectives et que (c®, u®, A®) vérifie le probléme (PV).
On définit (8%, z9)eE x ¥ solution du probléme (P) avec second membre
LY [f, oP)e L2 (Q), et soit (8%, zL)e =, x V, son approximation, i. €. solution
de (P,) avec le méme second membre. Alors 8} — 0' dans (L?(Q))# fort et
zh — z' dans HY(Q) fort. On voit maintenant que (ot —80%, ul—z,)eZ, xV,
est solution de (P,) avec second membre g} donné par

gh=nilfr o= e} (3.18)

et on sait que g} — 0 dans L?(Q) faible. Mais

| =0} (20 =a(oh—6L, cz—ez,){ gh(ub—zb)dx — 0,
Q

puisque ul—zh —» u®—z® dans L?(Q) fort. Alors on déduit que o} converge
dans (L2 (Q))* fort et la limite est, a fortiori, c ¥ =0®. De méme u}, — u'=z'dans
H(Q) fort. Or, par définition de (0%, u'), (c®, u®, A®) vérifie (PV).

Etape 3 : Procédant maintenant exactement comme dans le théoréme 2.1

de [8] on démontre que toutes les valeurs propres de (PV) sont contenues
dans la suite {A®}, et ceci quelle que soit la sous-suite. Donc, d’une part, A¢
est la l-iéme valeur propre de (l;\/’) et, d’autre part, la convergence
A, — A0 a lieu pour toute la suite. W

Cette convergence des valeurs propres suffit pour obtenir ’estimation d’erreur
pour les vecteurs propres. La méthode est standard (¢f., par exemple, [4]). On
obtient donc le théoréme suivant :

TueorEME 3.2 : Etant donné (o), ul)eZ, xV, vecteur propre normalisé
correspondant a A%, alors on peut trouver (c'(h), u' (W)€ x V vecteur propre
normalisé correspondant a A' tel que

‘Cl(h)_cﬂo,n"'l“l(h)_uHLQ
=C, { ” ul(h)_wilnl,ﬂ +“ c! (h)_(pHIl,Q } (3.19)
ou (@b, wh) est défini par (3.13)-(3.14) a partir de (c'(h), u'(h), ). M
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158 S. KESAVAN

En ce qui concerne l’estimation de l’erreur pour les valeurs propres,
I’estimation est moins bonne que dans le cas ou le membre de droite de
I’équation (3.4) est de la forme Au (¢f. [4], [13]). Mais on va montrer que
I’estimation de I’erreur est meilleure que pour les vecteurs propres.

Soit AL — Alet soit (o}, ub) et (o', u') des vecteurs propres normalisés choisis
tels que les estimations du type (3. 19) soient valables. On a, grace 4 la symétrie de
la forme bilinéaire a (., .),

M.j [ Gi]wi.dX=7t'j [f. o'luidx(=a (@i, o). (3.20)
Q [o]

Puisque
'[ [f, oilwidx —>J [f. o'lu'dx=(A") "7,
Q Q

il en résulte que pour h assez petit

j If, ohlwhdx=2r")~? (par exemple). (3.21)
Q

On a maintenant le lemme technique suivant :

LEMME 3.3 : Il existe 0, €%, tel que

J If. G‘]uﬁ,dx=f If, cllwldx+a(ct, 8Y), (3.22)
Q Q
avec
|8%]0.0 SC i {h|u'=wh| o +|u' —whloq}- (3.23)
Démonstration : On définit
(TL)11=f22“£§ (TL)22=f11 ui; (Tﬁ.)12=(‘5£)21=—f12 “;n
T111=f2§ul§ lez=f11“l§ TI1z=17121=—f12“l;

(‘l/;n)12=fzzwi; (\l’;x)22=f11 wh; (‘l’fn)12=(\|/;)21=—f12w51-
Alors :

L[f» o'lupdx=a(c’, tj)= —b(th, u)=—b (', u}),

grace a ’hypothése (H). On résoud maintenant le probléme suivant :
Trouver zhe ¥V, tel que

Vo,eVy, J VzhVu,dx=b(t'—V}, v,), (3.24)
o

R.A.L.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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et on pose
(04)i=248;. (3.25)
Alors :
Yo,eVy,, b, v,)=b(L+0}, v,). (3.26)
Donc on a

j U o' ubdx= —B(yh+0%, ul)—a(oh, ¥'+0)
Q

=J [f, ohlwidx+a(ch, 64). (3.27)

d’ou la premiére partie de I’énoncé. Pour la deuxiéme partie, il suffit d’évaluer
|zhlo.a. ce que T'on fait par dualité. Si z,e H§(Q) est la solution faible du
probléme de Dirichlet pour le laplacien, on a z,e H*(Q) nH L) et

||zg||2,Q =ZC|g|0vQ. Or, pour tout v, e¥V,, on a

f zﬁ,gdx———J V(z,—v,)Vzhdx+b(t' =V, v,—2,)+b(x' =k, z,).
Q Q

Mais puisque t', YL e(HL(Q)# on peut écrire :

E(Tl_\l"iu Zg)=b(rl_‘l’£1' Zg)
et on a

éc{h(‘zill.n+|Tl_\l/£||1,9)+‘71_\|’no.n}’

~[z},gdx

d’ou le lemme. W

Avec ce lemme, en combinant (3.20) et (3.22), on obtient :
04-31 | U, oblubdx=2la(eh, o),
Q

d’ou, en utilisant (3.21) et (3.23) on déduit le :
TueoREME 3.3 : Il existe une constante C,>0 indépendante de h telle que
MM SC{h|u' —wh| g+ |u' —whlpo}. W (3.28)
CoroLLAIRE 3.1 : Siu'e H*(Q)n H}(Q), alors :
h(| o' = 0Llg o +|ul— ki) H A ML S Ch2 |ulle W (3.29)
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160 S. KESAVAN

Considérons finalement le probléme de I’alternative de Fredholm. Soit A une

valeur propre simple du probléme (ﬁ/‘) correspondant a un vecteur propre
normalisé (o, u). Le probléme

(PF) Trouver (8, z)e S x ¥ tel que
Vtel, a0, 1)+b(t, 2)=0, (3.30)

voel. B, u)—xj

Q

. ledx=jgvdx, (3.31)

ol ge L?(Q), admet une solution si et seulement si

L[f, c]zdx=0. (3.32)

Le probléme discret correspondant s’écrit :
(PF,) Trouver (8,, z,)eX, x V, tel que

VThezh, a(eh,‘ch)‘i’g(‘ch,zh):O, (3.34)

VUhGVh, _E(ehyvh)_)\‘hJ‘

Q

lf ch]vhdxzj gv, dx, (3.35)

Q

ou (o}, uy, Ay) est solution de (PV,) approchant (o, u, A).
Ce probléme admet une solution si et seulement si

J gu,dx=0, (3.36)
o

grace a la propriété () qui est vérifiée sous 'hypothése (H). Il existe une solution
unique telle que

f [/, o] 2,dx=0. (3.37)
Q

Observons que pour g € L (Q) quelconque, le probléme (157}3 ) posé avec Py g,
ou

Pog=g—M\(g, w)[f ol (3.38)

admet une solution unique (0, z) vérifiant (3.33). De méme, le probleme (PF,)
posé avec Py,g, ou

Pong=g—2rp(g, up)lf. o4l (3.39)
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admet une solution unique (0, z,) e X, x ¥V, vérifiant (3.37), et on a le théoréme
suivant :

THEOREME 3.4 : Il existe une constante C >0 indépendante de h et de g telle que,
pour h assez petit

leh|0.n+|2h|1,néclglo,gy (3.40)
10 —0uloq+|2— 24l o <C{ inf || 0—14|| 0+ inf ||o—Tu||10
ThEZy €,
+1+S (M) (inf ||z—v4||,o+ inf fu=villia)}. (3.31)

veV, vEV,

Démonstration : On ne donne pas les détails ici. La démonstration s’effectue
exactement comme dans le théoréme 5.1 de [9]. W

Grace aux résultats de [16] [¢f. (2.21)-(2.24)] on a
|0—04l0.0+|z—zhiaSCh(||ulls0+]z]s0) (3.42)

4. QUELQUES NOUVELLES ESTIMATIONS

Dans ce numéro, nous allons donner quelques nouvelles estimations
concernant les problémes (P) et (P,) du n° 2, qui vont étre utilisées dans la
démonstration de la convergence de la méthode que I’on va proposer pour
résoudre le probléme non linéaire. Signalons que ces résultats reposent

notamment sur linjection continue de H?2(Q) dans C°(Q) (valable parce que
Q<= R?). On a d’abord le :

THEOREME 4.1. — Soit (o, uye £ x ¥ solution du probléme (P) [cf. (2.7)-(2.8)]
avec second membre f € L*(Q). Alors il existe une constante C >0 indépendante
de f telle que

|6 oo+ Ul aSC|flore- @.1)

Démonstration : Grace a la condition de Brezzi, il suffit de démontrer que
| 6 |o.q est bornée par | f |, o. On a déja remarqué que ue H*(Q)nHj(Q) et o
est le tenseur des dérivées secondes de u. Donc on a

|Gl02.0=a(0" 0')=J fudxélflo,l,ﬂlulo,oo,ﬂ
o

§C|f|0,1.9“““2,néclflo.l.n‘clo,o,
d’ou le théoréme. W
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Soit (8, z)e £ x V la solution du probléme (1;1? ) du n° 3 vérifiant (3.33), le
second membre étant P,g, ge L*(Q). Alors on peut également démontrer le
résultat suivant :

TuEOREME 4.2 : Il existe une constante C > Q indépendant de g € L* (Q) telle que

|6|0,9+i2|1.n§c|glo,1,n- 4.2)

Démonstration : On omet les détails. La démonstration s’effectue en
raisonnant par ’absurde. W

Ce qui est plus important, ce sont les analogues discrets des résultats
précédents. Dans le cas discret on peut démontrer les résultats suivants :

THEOREME 4.3 : Soit =2 un entier quelconque. Il existe une constante
C=C()>0, indépendante de h, telle que

Yg,e Wi, I0';;(91-)’0,9"‘1“}:(9}.)'1,9§C|9h|0,1,n~ 4.3)

ou (6,(gs), uy(gn)eX, xV, est la solution du probléme (P,) avec second
membre g,.

Démonstration : Grace a la condition de Brezzi, uniforme en #, il suffit de
démontrer que

|0h(gh)|o,géclghlo,1,n- 4.4

Supposons le contraire. Alors on peut trouver une sous-suite { h,, } et une suite
{9y, } telles que :
@) h,—0

(i) g». €W . |9h lora >0 } lorsque n — oo;

(iii) | o4, (Gn,)o.0=1-

Pour alléger I’écriture on supprimera 'indice n et on écrit 5, au lieu de o, (g, )
et u, au lieu de u, (g, ). On va montrer maintenant que o, — 0 fortement dans
(L2(Q))#, ce qui sera une contradiction en vue de la condition (iii) ci-dessus.

Etape 1 : Pour f € L?(Q), on définit z(f) e H } (Q), solution faible du probléme
de Dirichlet pour le Laplacien, i. e.

veH}(Q), IVz(f).Vvdx=vadx. 4.5)
o o

On pose

2"=z(gs). (4.6)
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On a, d’une part :
12" |10 <C|ghlo.aSCh ™| gulo 10 4.7)

d’aprés les « inégalités inverses » (¢f. [S]) provenant de la régularité
uniforme (2.16) de la triangulation. D’autre part, on évalue ]z"|0,Q par
dualité. On a

J z"fdx=J Vz(f) Vz”dx=Jg,,z(f)dx,
Q Q -9

d’ou I’on déduit, grace a la régularité du probléme (4.5) :

|Zh\o,sz§c\ghlo,1.n - 0. (4.8)
Si I'on définit "€ £ par
C?j: _Zhsije(H(l)(Q))?: 4.9)

on a les propriétés suivantes :

”ch”m éCh—1|gh‘0,1.Q: 4.10)
[6"6.0SC|gulora  [donc o* - 0 dans (L?(@)?], @.11)
Vo,eVy, b, v)=b(c4. v). 4.12)

Etape 2 : D’aprés un lemme de [3], puisque o"e(H§(Q))s, on peut trouver
G,eX, tel que

|o"—Gu,oSCh* 7|6, 7=0.1, (4.13)
Vo,eVy, by, vy)=b(c", vy)=b(cs, vy). (4.14)
Etape 3°: On a d’une part
a(c"—ao,, ") -0, (4.15)
et d’autre part, on a
a(c"—o,, 6,)=a(c" -Gy, 0,)+a(G,—04, Oy)
=a(c"—6y, 6,)—b(64—0y, uy)=a(c"—0,, o) d’apres (4.14)
§|Gh_6‘hlo.n §C|9h|0,1,9-
Donc on a a (c"—o,, ;) — 0 et par conséquent

|o"—o4lia=a(c"—o4, 6"—04) =0,
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et puisque " — 0 dans (L2 (Q))# fort, on a également G, — 0 dans (L2 (Q))? fort,
d’ou la contradiction M

THEOREME 4 4 Supposons que (o, u, A) solution de (f’\\//) vérifie

ue H*(Q) nHE(Q)

.

Alors 1l existe une constante C,;>0 independante de h telle que
Ygne Wi, ‘eh(gh)lon+|zh(gh)‘1 néclghio 197 (4 16)

ou (0,(g1), z,(gs)) est la solution du probléme de Fredholm discret (PF,) avec
second membre Py, g,

Démonstration Le principe de la demonstration est le méme qu’au
théoréme 4 3 mais les détails varient légérement L’hypothése ue H>(Q) est
utilisée pour montrer que u,, le vecteur propre approché reste borné dans L* (Q)
[¢f (2 22)] et donc Py,g,— 0 dans L1 (Q)avecg, M

Remarque 4 1 Naturellement, s1 I’on se restreint aux fonctions g, W4 qui
vérifient de plus la condition f gnupdx=0desorte que Py, g,=g,, onn’a plus

o
besoin de ’hypothése ue H*(Q) Néanmoms d’apres les résultats de [12], pour
un polygone convexe cette hypothése est toujours vérifice M

Dans I’étude de la convergence de la méthode proposée pour le probleme non
linéaire, nous aurons ’occasion d’utiliser les théorémes 4 3 et 4 4 avec =2k,
par exemple avec /=4 pour les éléments quadratiques

5. LE PROBLEME NON LINEAIRE CONTINU

On peut écrire le probléme (1 1)-(1 3) dans la formulation mixte de Miyosh:
comme ci-dessous

(PN) Trouver (f, y)eE x 7, (o, u)e & x 7 et LeR tels que

Viel, aW, 1)+b(x, y)=0, Gy

YoeV, —b(, v)=—j[c, clvdx, (5 2)
vVieE, a(o, T)+;;(:, u)=0, (53

voe?, —b(o, u):xL[f, c]udx+L[\p, olvdx (5 4)

On a déja vu dans [9] que toute solution faible dans H 3(Q) du probléme (1 1)-
(1 3) est en effet dans H*(Q) Donc par les méthodes habituelles, on peut
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démontrer que si le triplet {(\I!, y), (o, u), k} est solution du probléme non
linéaire (I;N), alors (y, u, \) est solution faible dans H3 (Q) du probléme (1.3), et
réciproquement. Etant donné cette équivalence avec la formulation faible, on
peut traduire les résultats du probléme continu donnés dans [9] dans le langage
de la formulation mixte, et on a l’algorithme du type [11] pour le probléme
continu. Puisque I'on va voir le cas discret plus en détail on indiquera
simplement le résultat sans démonstration dans le cas continu.

Soit (G, Ug, Ao)eZ x ¥ xR une solution du probléme de valeurs propres
(ﬁ/), avec A, valeur propre simple et i c ’OJEQ =1. Soit £ > 0 un parameétre. Alors

pour & assez petit il existe une solution unique du probléme (PN) de la forme
suivante :

c=g0,+0, (5.5)

u=guy+z, (5.6)

)»=7»0<1-—8'1J[c, \I;]uodx>. 5.7
Q

ou (Y, y) est calculé a partir de (o, u) par {(5.1)-(5.2) et ou (9, z) est la solution
orthogonale a (o, uy) [au sens de (3.32)] du probléme de D’alternative de

Fredhdlm (PF), avec second membre (A—Xo) [f, 6]+[o, V]; cette solution
vérifie de plus, |8, o <e.
La solution (5.5)-(5.7) du probléme (1?1(1) peut étre décrite comme un point
fixe d’un certain opérateur, et I’algorithme suivant converge vers cette solution :
Etape 1 : On choisit (89, z(®) orthogonal a (c,, 1) [au sens de (3.32)]
avec |0@|, o <e. Par exemple on peut choisir 8 =0, z*=0.

Etape 2 : Supposons que (8?, z®) soit connu On pose c®=gc5,+0?,
uY=guy+z", et on résoud le probléme biharmoniquc (P) avec second membre
—[o", o] pour obtenir (Y, y®).

Etape 3 : On calcule

x““)=xo<1—s—1f W, o uodx>- (5.8)
Q

Etape 4 : On résoud le probléme de Fredholm (I"T*‘) avec second membre
A —00) [f, 69+ [cD, Y @] pour obtenir (8¢, z¢* V) et on retourne a
I'tape 2. A
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6. LE PROBLEME NON LINEAIRE DISCRET

L’analogue discret du probléme (I;ﬁ) s’écrit :
(PN,) Trouver (Y, y)€Z; x V4, (Gh, up)€Z, X Vi, ApeR tel que

Vt,eZy, a(y, 1)+b(1), y)=0, 6.1)

Vvhe Vh’ —b~(\llh, Uh)=_J[ch, Gh] v;,dx, (62)
o)

V1,eZ,, a(oh, 1h)+b(t,, u)=0, (6.3)

VUhE Vhy —E(Gh,vh)=xhj [_f, 0';,] Uth‘f‘J
Q

Q

W, o4l Uhdx-} (6.4)

Soit (G oy, Uon, Aon) solution du probléme linéaire de valeurs propres (PV,),
approchant (G, #g, A o) avec Ao, valeur propre simple et | Gon io, o=1.Pourg>0
donné on s’intéresse aux solutions de la forme

CR=8€0gy+6;; Up=EUgp+ 2} 6.5
et en substituant (6.5) dans (6. 3)-(6.4) on déduit que (8,, z,) vérifie (PF,) avec
second membre (A, —Agp) [ £, 64)+ [0, V). Donc Dexistence de (8,, z,) exige
que [c¢f. (3.36)] :

An—2on) j [f ocd uo;.dx'*'J [y, o4l ondx=0, (6.6)
Q Q

ce qui nous permet de calculer A, en fonction de (5, u;). Notons que

L {f. oWl uon dx:J [f, conl updx=¢ f [f, oo uondx=elgy #0,
Q Q
ol on a utilisé d’abord la propriété (2) [¢f. (3.10)] et ensuite I’orthogonalité de

(04, z4) & (O op, tgy) au sens de (3.36) et finalement la condition de normalisation
de (o op, Uon)- Alors (6.6) nous donne A, explicitement, & savoir :

)"h=7"0h(1"’8_1 j [O'h’\’/h]“orydx) (6.7)
Q
Pour v, € V, donné on calcule d’abord M , v, (cf. n° 3) et on résoud le probleme

biharmonique discret (P,) avec second membre —[M,v,, M,v,] pour obtenir
Wy (vy), yu(v)€Z, x V,. Maintenant on peut définir

Ay, vh=7\'0h(1 —&7! j [M vy, Yy (v4)] “0hdx> (6.8)
o
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et
Sk va=(Avy—Aop) [ f. Myvp]+[M 05, Vi (v,)]. (6.9)

Finalement pour g € L2 (Q) données définissons Q, g lacomposante dans V), de
la solution du probléme de Fredholm discret (PF,) vérifiant (3.37). Pour z,e V),
donné, définissons

T z,=Q4(Sh(euon+2z4). (6.10)

Avec ces définitions-il-est évident que toute-selution du probléme-(PN,) de la
forme (6. 5) provient d’un point fixe de 7. On montre que, pour ¢ assez petit, T,
est une contraction de la boule de centre 0 et de rayon &. Pour cela on a d’abord
les estimations suivantes :

LeMME 6.1. — Supposons que uoe H®> (Q)nH3 (Q). On suppose que z,,
z,eB(h; 0,¢), i=1, 2, ou

B0, 8)={vre V| floullr=|Myvpoose}- (6.11)
On pose
9h=MhZhr 9;,=M;,Z§,, 1:1, 2
et
i i i i
uh=8u0h+zh, 0-h=80-0h+eh' uh=8u0h+zh, Gh=800h+eh'
i= 1,2,

Alors il existe une constante C>0 indépendante de h et de € telle que

| Afu,—Ron| SCe?, 6.12)
|Asuh—Asui|SCe|loi—ohla, (6.13)
|Siunlo, 1.0 <Ce?, 6.14)
|Siur—Siutly  aSCe?|oi—0oa, (6.15)
|| Tizu|lnsCe?, (6.16)

| 7524 — T5 22 ||s £ Ce? | oh =i o, o (6.17)

Démonstration : (i) Puisque uge H> (Q), on a {u,,} bornée dans L*(Q)
[¢f. (2.22)]. Alors :

|Af.u;.—7»0h|=s_1|7»0,,| L[O'h, Vil uondx —<_—C8_l|0h|o,n|‘l’h|o,n‘“Ohlo,w,n-
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Mais | o, ], o S&¢ Par ailleurs puisque [6,, 6,]e WZ*, on peut appliquer le
théoréme 4 3 pour obtenir
H’hlo Qécl[oh: Gh]'o 1 9§C82,
d’ou on déduit (6 12)
(1) On dédut (6 13) de la méme fagon que (6 12) Les estimations (6 14) et
(6 15) sont directes et ne posent aucune difficulté

(m) On a T5z,=0Q,(S% (ug,+2,) et on sait que S§ (uq,+2z,)€ Wik Alors
on applique cette fois le théoréme 4 4 pour obtenir

| T5 24| [s = C| Si (€ uon+ 2o 1 o

d’ouon déduit (6 16) gracea(6 14) Dela méme fagonona(6 17) gracea (6 15)
par une seconde application du theoréme 4 4 Le lemme est donc complétement
demontré¢ M

S1 € est suffisamment petit, de telle sorte que Ce?<1, alors T, est une
application de B(h, 0, €) dans elle-méme et d’autre part cette application est une
contraction Donc 1l existe un point fixe unique, qui peut étre calcule par la suite
1térative

2y V=Tyzp,

d’ou I'algorithme suivant pour résoudre (PN,)

Etape 1 On choisit (85, z{”) orthogonal [au sens de (3 36)] 4 (G o5, Uqy) avec
|09, o <€ (exemple, 82 =0, z{¥ =0)

Etape 2 On suppose (0, z{) connu Alors on pose o’ =£0,+0%,
u =gug,+z§ et on résoud le probléme biharmonique discret (P,) avec second
membre —[c{, ¢{] pour obtenir ({{?, y{¥)

Etape 3 On calcule
At =Non (1"8_1 j (o}, Wi] uohdx) (6 18)
Q

Etape 4 On résoud le probléme de Fredholm (PF,) avec second membre
ALV =Now [f, o1+ (o, V] pour obtenir (0F* D, z#*Y) et on retourne &
Petape2 B

Cet algorithme converge vers la solution ((,, yi). (G4, uy), A, du
probléme (PN,)

7. ESTIMATIONS D’ERREUR

Dans ce numéro nous allons obtenir des estimations de ’erreur commise en
passant au probleme discret Comme dans le numéro précédent nous aurons
souvent I’occasion d’utiliser les estimations du n°® 4
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Soit (o, ug, Ap) solution du probléme (I?\//) avec A, valeur propre simple et
| Golo' o=1.So0it (6 ¢, Ugn, Aon) SON approximation, et solution de (PV,). Pour h
assez petit, Ao, est également valeur propre simple. Soit {(V, y), (o, u), A}
solution du probléme (I;N) obtenue a partir de (o, ug, Ag) comme dans le n® 5.
Soit {(\I/,,, ¥u), (04, uy), Ay} solution de (PN,), son analogue discret.

LemME 7.1 : Il existe une constante C >0 indépendante de h et de € telle que

l\|’—\|/h|o,n+|y_J’h|1.n§C{rh+8|0'—5h|0,9+82h}» (7.1)
ou v, — 0 lorsque h — 0.

Démonstration : Soit 6, € 2, tel que || 6 — 64|, o = 0lorsque 2 — 0. On définit
Wy, yH)eZ, x V, solution du probléme biharmonique discret (P,) avec second
membre —[o, o] et (Y2, y2)eZ, x V, solution de (P,) avec second membre
—[o4, 04]. Alors on a d’aprés les estimations (2.21) et (2.22) :

H"‘I’“o,n+|y_y;|0,n§Ch”\|’“1,Q~ (7.2)
On peut majorer les quantités |y — Vi |y o €t | ¥i —Vi | o Par la norme en
L?(Q) de [o, o] —[0c4, G,). Ainsi on a
“I/;"\l’ﬂo,n*‘ly;—)’ﬂo,n
=C(loll atlloulli o) lo=Gullo=Cllolha l[o—0Ohlla- (7-3)

Finalement, puisque [G,, 6, —[c,, o,€ W2, on peut appliquer le théo-
réme 4.3 pour obtenir :

|\|’§_‘I’h|o,n+|}’l%‘“J’hl1,Q
éc(|8h|0,n+|0hlo,n) |8h—ch|o Q
§C(|8h|o,n+|ch|o,n) (lc_ah~0,n+|0_0h|0,9)' (7.4)
Observons que | 6|, o <€, |04y, o <&. De plus, puisque (o, u) est solution du

probléme continu, on a ue H>(Q)~ H3(Q) et I'estimation ||ul; o C||u||, o
grace au théoréme de régularité démontré dans [9]. Donc

[oll,a=ClullsasCe (7.5)
et

“‘I‘lll,nécl[c: G]IO,Q§C|IGI|EQ§CSZ: (7.6)
d’ou on tire (7.1) avec r,=¢||c =G| 0. W

LemME 7.2 : Supposons que uoe H*(Q)n HE(Q). Alors il existe C>0
indépendante de h et de ¢ telle que

[A=Au|SC(2+e2h+r,+e|c—04)o q)- (7.7
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Démonstration : On a

A—A=Mon—Ao)+e ™ (ho—Aon) ‘[ [o, V] ugdx
o
+Aope t J [o—0,, V] ugdx
o
+Xone L[O'h» V] (uo—uop) dx

+Aone ! J (o, ¥ =] uondx.
o

Sous 'hypothése uge H* (Q), ona|ug—uoy|; o =0(h?).|ho—2on|=0(h*)et
{uos } est bornée dans L= (Q). Par ailleurs, | o |, , < Ce et grace au théoréme 4. 1,
| ¥]o.o S Ce?. Alors on obtient :

|2 —A4|SCh*+Ch2e?+Ce|o—04lo o+ Ch* &>+ C{¥ =Vl o,
d’ou on déduit (7.7). M

Maintenant on a tous les éléments nécessaires pour les estimations finales.

THEOREME 7.1 : On suppose que uge H*(Q)n H3(Q). Alors il existe une
constante C>0 indépendante de h et de € telle que, pour € assez petit,

|6 —6hloa+|u—usl, o SCh+Ch?e+s,, (7.8)
|X—lh|§Ch2+Cha+Crh+Cesh, (7.9
ou ry, est la quantité apparaissant dans l'inéqualité (7.1) et s, — 0 lorsque h — 0.
Démonstration : On a d’abord
Stu=(0—Xo) [/, o]+ [V, o],
aun=Rn—2row) [f, ol +[n, o4l

Choisissons G, §,€Z, tels que ||6—0, ||, o =0, || W=Vl o — 0 lorsque
h — 0. On définit

Stup=n—Aon) [f, ol + W4, G4l (7.10)

On définit (01, z1), (02, z2) dans T, x ¥, solutions de problémes de Fredholm
(PF,) avec second membres P, (S®u) et P, (8% u,) respectivement, de sorte que
I'on a

2=Q(S*w),  z=Qu(Siw),  zh=0,(S°W,  zi=Qw(Siuy). (7.11)
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Tout d’abord, grace au théoréme 3.4, on a
|0—00|o.a+|z—2h |, o SCh(||z|s 0+ 4o |5 0)SChe*+Ch,
puisque
HZlIaaéCHGHKx:éCh (7.12)
Ensuite, grace au méme théoréme, on a également
19;{—0;21|0,Q+|Zi1z“z§l1,9§clsu—§iuhlo,n
<Ce’|o—04lpo+€Eh*e+Che?+Cer,
+Ce?|lo—0oulatCe||¥—Vn|lia (7.13)
Finalement, grace au théoréme 4.4, on a (puisque S§u, —SZu,e W) :
|02 —04l0.0 4|22 — 24| o SC|S5un—Siunlo 1.0
éc{|\|/h|o,glﬁh—8h|0,9+|8hlo,n|‘l’h"Tfh|o,n)
se{e*lo—orlgate*to—0oila
+5|‘l’_q’hlo,n+82I\V—‘T/hlo,n}- (7.14)

On pose _
Sh=8(”G_Gh||l,n+||"|’_$h|ll,n)' (7.15)

expression qui tend vers zéro lorsque h — 0. Alors on obtient :
[0—064lpa+|z—zu|, o SC{snte?|c—04lp o} +Ch+Ch?e (7.16)
et donc
|o—0uloat+|t—tnloaSChe+Ch+Ch?e+s5,+Ce*|6—04)pq. (7.17)

Si ¢ est suffisamment petit pour que Ce2 <1/2 (par exemple) on obtient (7. 8).
L’estimation (7.9) est une conséquence directe de (7.7) et de (7.8). W

Remarque 7.1 : Siuge H*(Q) n H3(Q), alors on a de méme pour z et donc o,
Ve(H?(Q)?. Par conséquent on a

lo—oulla=Ch(||ull.a+[uoll o)
et de méme pour ||y —V, ||, o. Dans ces conditions on obtient
|r|SCeh, |su|SCeh
et donc on a

|O'—Ghlo,ﬂ+|u_uh|l,Q§Ch+Ch28’} (7.18)

|A=A4y|SCh*+Che. B
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Remarque 7 2 Pour des domaines qui ne sont pas des polygones, on peut
utiliser des éléments finis 1soparamétriques ainsit quun procedé d'intégration
numérique Pour les estimations d’erreur dans ce cas on peut suivre les
démarches de [10] W

8. CONCLUSIONS

La méthode de Miyoshi est bien adaptée pour les équations de von Karman
parce que I’on obtient I’approximation du déplacement, de la fonction d’Airy et
du tenseur de contraintes (dérivées secondes de la fonction d’Airy) Maison a vu
qu’il y a une difficulté sérieuse, méme dans le cas linéaire, qui nous a conduit a
supposer que f est un polynome de degré 2 Donc, bien qu’une méthode mixte
soit en principe plus facile a mettre en cuvre qu'une méthode conforme la
méthode conforme décrite dans [9] reste préférable s1 f est une fonction
quelconque On a démontré la convergence de la méthode avec I’hypothése
minimale de régularité, a savorr, la solution appartient a ’espace H?(Q), mais
pour obtenir 'ordre de convergence 1l faut plus de régulanté, ce qui n’était pas
nécessaire pour la méthode conforme

En ce qui concerne le cas d’une plaque soumise a une pression uniforme
(f=—1/2(x*+y?) s1 ’on ne s’ intéresse pas au tenseur de contraintes 1l existe
une meilleure méthode mixte, a savorr, celle de [7] Cette méthode a comme
mconnues u et — Au et donc est plus facile a programmer (la méthode de Miyoshi
a comme 1Nconnues U, G,,, 61, =0,;, O,,) Les résultats de Scholz [17] sur
I’¢équation biharmonique montrent que ’on peut utiliser cette méthode méme
avec des ¢léments de Lagrange du type 1
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