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RÉSULTATS NUMÉRIQUES DE RÉGULARITÉ
DU PROBLÈME DE STOKES ET DU LAPLACIEN ITÉRÉ

DANS UN POLYGONE (*)

par René Lozi (x)

Communiqué par J CEA

Résumé — On étudie les solutions de Véquation z2 sm2 cp — sin2 (z cp) z e C, cp est un paramètre réel
On peut donner toutes les solutions de partie réelle bornée Ces solutions interviennent explicitement
dans le développement des solutions du problème de Stokes dans un polygone de R2, au voisinage des
sommets

J. E. Osborn a montré [6] que la solution du problème de Stokes dans un coin
d'angle cp admet un développement qui se décompose en une partie régulière et
une partie singulière dont les puissances sont liées aux solutions de l'équation

z2sm2 cp = sm2 (z (p), z = x + iyeC. (•)

II existe des résultats semblables pour le laplacien itéré [2, 4].

Il est démontré en particulier [6], th. 4, pour le problème de Stokes :

>=ƒ dans Q,

ï=0 dans Q,

u = 0 sur ÔQ,

Q étant le secteur muni déterminé par Ox et le demi-axe qui fait un angle cp
avec Ox, le :

THÉORÈME : Supposons cp^Tt, ƒ e{Wm{Q))2 et

r*\Dmfl\
2dxdy< + oo pour tout a < 0 ,

alors pour r petit, nous avons les développements suivants .

u=û+ Y Ycu
}l(Q)r \nkr-\- Y ri+23V(6),

0<x,<2 Jc = O 1 = 0

= P+ Z I cf S
0<x,<2 k = 0 1 = 0

(*) Reçu mai 1977
(M Institut de Mathématiques et Sciences physiques, Université de Nice
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268 R. Lozi

ouü e[W% + 2(Q)]2, peW%+1{ÇÎ) et cu
Jtk; c

p
J}k; l

u
x\à\ sont des fonctions C30 de 9;

O < 6 < 9,les Zj sont les solutions de (•) de multiplicité m}tx3 = Re z} ; W% (Q) est la
classe de fonctions pour lesquelles la norme suivante est finie

lu; il2 = Y r
2 ° " m )

I Q

D'autres théorèmes sur les espaces de Sobolev avec poids sont également
démontrés.

Il est intéressant de connaître exactement tous les z} de partie réelle bornée
pour pouvoir résoudre numériquement le problème de Stokes par une méthode
d'éléments finis singuliers ou pour connaître l'ordre maximal qu'il faut prendre
pour des éléments réguliers [8], chap. 8 et [1].

Nous étudions les solutions de l'équation (•) et nous pouvons donner
(Mxt cp)e(R+)2 étant fixé, toutes les solutions de (•) telles que | x | ^ M x ,
Vj ;eR+ ainsi que leur ordre de multiplicité.

Pour cela, nous définissons des ensembles sé\ik hors desquels on connaît
toutes les solutions de (•) et dans lesquels on peut compter, soit directement, soit
grâce à un algorithme le nombre de ces solutions.

On retrouve en particulier les résultats de J. B. Seif [7] qui étudie les solutions
de (*) pour 0<cp<7r par des techniques différentes.

1. ÉTUDE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION (•)

Les solutions de cette équation sont aussi celles de l'une ou l'autre des
équations

zsincp = sin(cpz) (1)

z sin cp = — sin (cp z), (2)

z e C , z = x-\-iy ce qui donne

x sin <p = sin x <p ch y <p, (V )

y sin (p = cos x cp sh y <p, (1")

x sin cp = — sin x cp ch y cp, (2')
j/sincp— — cosxcpshycp. {2")

Les solutions de (1) [resp. (2)] sont celles qui vérifient (1') et (1") [resp. (2') et (2")].

R.A I R.O. Analyse numénque/Numencal Analysis



REGULARITE DU PROBLFME DF STOKES 269

Ces solutions étant symétriques par rapport à x, y et q>, on se contente d'étudier
ces équations pour x, j ; et cp dans R + .

On va définir des ensembles sé\>k <= (R+)3 dans lesquels on saura compter
exactement le nombre de solutions des équations (1) et (2), et hors desquels on
connaît toutes les solutions de façon explicite.

DÉFINITION 1 : On définit les ensembles jé\tk suivants : k e N , l eN ,
ie{0, 1 ,2} :

ak (p = Arccos

L
(-l)*sînq)"l

.
<P Jvol. 12, n" 3. 1978



270 R. LOZI

La figure représente la projection sur le plan (xO cp) de quelques-uns de ces
ensembles.

On vérifie aisément que ces ensembles sont bien définis et disjoints.
On note 2

et

j^Sife|(p = j^ / î f c n((R + ) 2 x{cp}) pour i = 0, 1, 2.

1.1. Les solutions hors des .<?/,, k

1 .1 .1 . cp = O alors V(x, y)e(R+)2 (x, y) est solution de (1) et de (2). Il n'y a pas
d'autre point de bifurcation de (1) dans (R+)2 à partir de cette solution, que les
points x = y = 0, x=l, y = 0, car la partie principale de (1') et (1") après division
par cp2 ne s'annule que pour ces points.

1.1.2. PROPOSITION 1 : Les seules solutions de (1) et de (2) pour cp = /cn, /ceN*
sont les solutions (x, y) telles que xkeN, y = Q.

Démonstration : cp = k K (on prend k G N* vu 1.1.1). Les solutions de (1') sont
xk e N, y e R+ et en reportant dans (1 ") on trouve que y = 0. On démontrerait de
même pour (2).

1 .1 .3 . PROPOSITION 2 : La seule solution de (1) et de {2) pour x = Q,V <peR + * est
la solution triviale x = y = 0,de plus, il n'existe pas de point de bifurcation à partir
de cette solution.

Démonstration : Si x = 0 (1') est vérifiée V y e R * et (1") devient y sin cp = sh y cp.
Si y = 0 cette égalité est vraie, si y>0 elle est fausse car cp>0 et
sh y cp > y cp ̂  y sin cp.

Le jacobien de
> — sin x cp ch y cp \

-cosxcpshycp/

n'est pas inversible quand cp = sin cp sur la solution triviale et on peut toujours
appliquer le théorème des fonctions implicites. On démontrerait de même
pour (2).

Ceci termine l'étude des solutions hors des jélt k.

1 .2. Les solutions dans les séXi k

1 .2 .1 . Notons qu'il existe une solution évidente de (1) qui est x = l , j> = 0,
VcpeR + *, et en raisonnant comme à la proposition 2, les seuls points de
bifurcation possibles de cette solution, sont les points où cp = tgcp.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
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RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 271

1.2.2. PROPOSITION 3 : Si (k + /) est impair (resp. pair), il n'existe pas de solution
de (1) [resp. de (2)] dans les séu k correspondants.

Démonstration : Soit par exemple k pair, l impair, alors dans séx> konaq>e]kn,
(k+ï)n[ et xe[/7i/cp, (/+l)7t/cp[ donc sincp>0 et sinxcp^O, soit
x sin (p > 0 ̂  sin x cp ch y <p : (1') ne peut pas avoir de solution, (1) non plus. On fait
de même pour les trois autres cas (en notant que si / = 0 xe]0,

1.2.3. Les solutions réelles

PROPOSITION 4 : s0lk\^ étant fixé, soit

sincp
t = ( _iycr^ l et

(i) / ^ 0 (& + /) étant pair (resp. impair); sif(t)<0, il existe une solution réelle
unique de (1) [resp. (2)] dans sf?^, ainsi que dans <s$}'k\<ç> sif(t) = Oil existe une
unique solution réelle de (1) [resp. (2)] dans s&lk\y Qui vaut

_ k(Arcco$ t +In)
x — ( 1) - - - -

9

et aucune dans J^f/kf9 sif{t)>0, il n'existe pas de solution réelle de (1) [resp. (2)]
dans sélk^;

(ii) / — 0; k étant pair et (p^.n/2 (resp. k impair) il existe une unique solution
réelle de (1) [resp. (2)] dam sé\k^ et aucune dans ^0]£j

1
(p (quand <pe[n/2, n[ la

solution de (1) est x = 1);
(iii) / = 0tk = 0 et cp < n/2 il existe une unique solution réelle de (1) qui vaut x = l

dans stf^Q^et aucune dans sé^^.

Démonstration : (i) Z^O prenons k et / pairs, si y =0 (1") est toujours vérifiée,
(1') se met sous la forme

xsincp = sinx(p. (l 'a)

Dans stflk^xq>€[ln, (l+l)n[, comme I est pair, la courbe sinxcp est
strictement concave et ne peut être coupée qu'en deux points au plus par une
droite, de plus elle est en-dessous de chacune de ses tangentes. Soit x0 l'abscisse
du point où la tangente à sin x cp a la même pente que la droite x sin cp :

1 T / sin © \ T "I
Xf) = — Arc cos H- / n .

<P|_ V <P / J
vol. 12, n° 3, 1978
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Posons a = x 0sin9 et p = sinxo9, il y a trois cas possibles

a < p la droite x sin 9 est sous la tangente à sin x 9, on a deux intersections
dont les abscisses sont séparées parx0 il existe une seule solution de (l'a) dans
sé®k\y et une seule autre dans sé}^

a = p la droite est confondue avec la tangente on a une seule solution x = x0

dans stffk\<p

a > p la droite est au-dessus de la tangente donc au-dessus de la courbe, (l 'a)
n'a pas de solution dans s&x k\^

En posant

sincp
t= —, 0<t< l ,

a=£(Arccos t + ln),
si

f(t)— = Arc cos t—— \-ln,
t t

l'étude du signe de ƒ, donne les trois possibilités On démontre de même les trois
autres cas (k ou /, pair ou impair), ce qui conduit à poser

<P

(11) et (111) / = 0, soit k pair, x<pe]0,n[, sinx9 est strictement concave et a au
plus deux intersections avec x sin 9, x = 0 étant l'une d'elles et n'appartenant pas
à ^o,fe|(p, il y a au plus une intersection qui existe toujours car la pente de x sin 9
est inférieure à celle de la tangente à l'origine à sin x 9 (qui vaut 9) On a donc une
unique solution de (l'a) dans jtf0 ̂  Pour voir dans quelle partie de jtf0 k^ elle
se trouve, on cherche quand (l'a) est vérifiée avec x = n/2 9 Cela donne 9 = n/2

On distingue les cas suivants •

9 ^ n/2 on a sin 9 ̂  2 9/71 soit (n/2 9) sin 9 ̂  1 et l'intersection de x sin 9 avec
sinx9 appartient à s^\k^, donc il n'y en a pas dans s^l'^ (en particulier si
9 G[TC/2, TI[X= 1 solution de (1; a) est dans sé§ 0^ et c'est la seule solution dans ce
cas), le (11) est démontré

9<TC/2 alors (n/2 9) sin 9 > 1 et l'intersection de xsin9 avec sinx9
appartient à «s/?ou» m a i s c e t t e intersection est séparée de l'origine par
(I/9) [Arc cos (sm 9/9)] donc elle appartient à «fl/J0|<p e t ^ n'y en a pas dans
^ 0 01 (p Comme x = 1 est dans sé\ 01 v c'est la seule solution et le (111) est démontre
On procède de même pour k impair

La proposition 4, réglant complètement le sort des solutions réelles, on passe
à l'étude des solutions complexes

R A I R O Analyse numenque/Numencal Analysis



RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 273

1.2.4. Les solutions complexes

y étant différent de 0, on montre le :

LEMME 1 : (k + /) étant pair (resp. impair) (1") [resp. (2")] est équivalente à (3) :

1 T /(-lfj/sincpN , "I
x=-\ Arccos ^ - +/7C

et x (y) solution de (3) vérifie :
l \ \ /(-l)fcsincp\ 7 "1 , ^ / 1\ 7i
— Arccos ) + ln \<x(y)<\l+- —,

de plus x(y) est strictement croissante d'une borne à Vautre.

La vérification de ce lemme est évidente, et vu la proposition 3, on n'a pas à
s'occuper des autres cas. On en déduit la :

PROPOSITION 5 : Si (k + l) est pair (resp. impair) il n'existe que des solutions
réelles de (1) [resp. (2)] dans sé%k et jrfffk.

Démonstration : Vu le lemme 1, x(y) solution de (1") appartient à sé\^ k donc
afortiori les solutions de (1).

COROLLAIRE s#t k\y étant fixé :

(i) / ^ 0 (k + l) étant pair (resp. impair) si

il n'existe pas de solution strictement complexe de (1) [resp. (2)] dans sélk^;

(ii) 1 = 0, k étant pair et cp^7i/2 (resp. k impair) il n'existe pas de solution
strictement complexe de Véquation (1) [resp. (2)] dans s/Owk^.

Démonstration : (i) /^=0, k et / pairs, si (/ + (l/2)) (rc/cp) sin cp^ 1 vu le (i) de la
démonstration de la proposition 4, les solutions x± et x2 de (l 'a) vérifient :

1 T / sin q> \ , ~|
xx<— Arccos + /7i et x2

9 L V <P / J
Pour tout y et cp, ch y cp ̂  1, la pente de x sin cp/ch y cp est inférieure ou égale à celle
de x sin cp, donc les 2 solutions xx (y) et x2 (y) de (1') vérifient :

— Arccosf ^-^- ) + ln \S
9L V <P / J

vol 12, n° 3, 1978



274 R. Lozi

x (y) étant solution de (1"). On ne peut pas vérifier simultanément (1') et (1"). On
démontrerait de même les trois autres cas, ce qui conduit à poser

(ii) Z = 0, k pair et (p>7t/2, d'après la proposition 4,x solution de (l 'a) vérifie
x ̂  7i/2 9 et x (y) solution de (1 ') qui est unique vérifie : x (y) ̂  x ̂  n/2 cp, mais x (y)
solution de (1") vérifie x(y)<n/2<p vu le lemme 1. D'où le corollaire. On
démontre de même pour k impair.

On va alors obtenir des renseignements sur les solutions des équations (1') et
(2') qui avec l'algorithme développé ensuite, permettront de connaître toutes les
solutions réelles ou complexes des équations (1) et (2).

PROPOSITION 6 : stitk\^ étant fixé, t etf(t) définis comme à la proposition 4,
(fc + Z) étant pair (resp. impair) Z=£0 (sauf si <p<rc/2) et

Soit x(y) la solution de (V) [resp. (2')] dans s#iik\v supérieure à x* avec :

x* ; solution de (Va) [resp. (2'a)] dans sffik\v sif(t)^O;
x* : solution de x* <p = tgx* y dans s/fify si f (t)>0 [si k = l = 0 et <p<n/2tx{y)

est la solution de (V) et x* = 1] alors :

et x est strictement croissante d'une borne à Vautre, en particulier de x* à
(1+ (l/2))7i/(p pour y croissant de yg à yd; de plus

y (3c)=-Argch
cp

yg = y(x*) et

Argch . „
cp \ sinxcp J

avec

Démonstration : Soient par exemple h et / pairs, l ^ O o n pose

- J -sincpj .

r exemple h et / pairs, l ^

[ / sin cp \ , 1 sin cp
Arccos — ) + irc -

P = sin L

et i_ \ <P / J T

Arc cos f —— ) L
V <P / J

on distingue deux cas : oc^ p, il existe une solution x* de (l 'a) dans ,
comme (Z + (l/2)) (71/9)sin9>1; elle ne peut pas être; dans jtftk\9 car

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 2 7 5

xsincp>sinxcp. (1') est équivalente à xsincp/chj/cp = sinxcp, la pente de
x sin cp/ch y cp est inférieure à celle de x sin <p et décroît quand j ; croît. Comme
sin x cp est concave dans sélk\^, x (y) solution de (1') est strictement croissante de
x* à (J+1) (rc/cp) pour y allant de 0 à T00. On a

(1') o j=~Argch
q> \cp \ s m x cp J

d'où l'on tire

a > P on n'a pas de solution de (l'a), on cherche x* pour lequel x* sin <p/ch y cp
est tangent à sin x 9; de l'égalité des pentes de x sin cp/ch y cp et sin x cp et de (1 ') on
tire

x*cp = tgx*cp avec x*cpe —

On démontre que x(y) croît strictement de x* à (1+ (l/2))(7i/cp) et en parti-
culier de x* à (l + (l/2))(n/(p) pour y allant de yg = y(x*) à yd défini comme
précédemment.

On démontre les autres cas de la même façon, ce qui conduit à la
proposition 6.

Remarque : Pour 0,622 ̂  cp < n/2 il n'y a pas de solution strictement complexe
dans j$Ot o.

Démonstration : Dans le cas où cp < n/2t x* = 1 si on montre que x (yd) < 1, il ne
peut pas y avoir de solution commune à (1') et (1"). Soit en posant

sincp , ( %t
^ ^ i; = Argch —cp ° \ 2

il suffit que

F(cp)= — Arc cos
<P

mais F (cp) est décroissante pour cp e ]0, TC/2[ et en particulier F (0.622) = 0.999875.

PROPOSITION 7 : Sous les hypothèses de la proposition 6 et dans le cas
oùf(t)>0, soit x2(y) la solution de (1') [resp. (2')] dans ^i>k\^ inférieure à x*,
vérifie 17i/cp < x2 (y) S x* et x2{y) est strictement décroissante de x* à ln/<p pour
ys[yg, oo[. De plus, si x(yg)^x* il existe une unique solution complexe de (1)
[resp. (2)] de partie réelle x telle que

vol. 12, n° 3, 1978



276 R. Lozi

Démonstration : Le cas où k = l = 0 et <p <%/2 n'étant pas considéré car x2 (y)
est la solution nulle quel que soit y, on fait le même raisonnement qu'à la
proposition 6, pour démontrer l'existence et la décroissance dex2(j;). Si
x (yg) S x*; comme x (y) solution de (1") [resp. (2")] est croissante et x2 (y) solution
de (1') [resp. (2')] est décroissante à partir de x*, il ne peut exister qu'une et une
seule solution dont la partie réelle soit comprise entre I ti/cp et x* et en particulier
entre x(yg) et x*.

1.2.5. Dans le cadre de la proposition 6 si

y(x) = Argch Y *
sm x (p

les solutions de (1) si (k +1) est pair [(2) si (k +1) impair] strictement complexes ont
pour partie réelle les solutions de #r(x) = x(I) auxquelles il faut ajouter la
solution prévue par la proposition 7 si #"(x*)^x*, cette solution ayant une
partie réelle x comprise entre J^ (x*) et x*; de plus $F est continue et strictement
croissante pour x 6 [x*, (I + (1/2)) (îc/cp)] car vu la proposition 6 et le lemme 1, elle
est composée de fonctions strictement croissantes.

Vu le principe des solutions isolées des fonctions analytiques pour les
équations (1) et (2), les solutions de(l) sont isolées.

On va développer un algorithme donnant tous les zéros de (ƒ) pour x G [a, h]
qui s'applique dans ce cas.

1.3. L'algorithme

L'algorithme se démontre en deux parties :

HYPOTHÈSE (H) : Soient [a, i ) ] cRun intervalle de longueur finie et ƒ une
application de [a, h] -• R continue strictement monotone croissante, telle
que ƒ {a)J=a, f (b)£h et que les solutions de l'équation (/) : /(x) = x soient
toutes isolées sur [a, b].

DÉFINITION : On définit la suite (x„)„eN de points de [a, b] de la façon suivante :
(i) sif(a)<a : xo=a :

si Xii^b, avec k( le plus petit entier positif ou nul tel que

£ si xt = b;

R.A.I.R.O- Analyse numérique/Numerical Analysis



RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 2 7 7

(ii) si ƒ (a) > a, xo = a :

Dans les deux cas, on démontre que la suite (xn) est bien définie, croissante et
qu'on a le théorème suivant :

1.3 .1 . THÉORÈME 1:1° s'il existe i0 tel que xio~bf alors il n'y a pas de solution
de (ƒ) sur [a, b];

2° si lim xn = x^=box est la plus petite solution de(I) sur [a, b].
n -*• o o

Démonstration : (i)x0 est défini, montrons que xx Test aussi :

ƒ est continue :V<?>0 ,3a>0 tg ,Vx vérifiant

| x - x 0 | < o t => | / (x)

si ê <5 (ici x>x 0 ) , il suffit de prendre (xA — x o )<a pour que xx existe, soit
[{b — ao)/2

kl] < a. On démontre de même pour xt et la suite (xn) est croissante par
construction;

(ii) on montre par récurrence que VieN, ƒ {xt)>xi+1 et Xj + i^x,- :
1° on appelle i0 le plus petit i tel que xio = b, comme (xn) est croissante [a, b] est

« partitionné » en intervalles

[x0, x 1 ] u [ x l l x 2 ] u . . . u[jc,.o_lf x j , Vxe[a, b],

tel que xe[x i ( xi+l\ mais ƒ est croissante et Ton a

soit ƒ (x) < x dans le cas (i) et

dans l'autre cas;
2° (i) on a

b— x-

et

vol. 12, n° 3, 1978
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278 R. Lozi

et ƒ (y)^xt par construction

et en passant à la limite

f(x) = x (x = lim Xi),
i -»• o o

x est la plus petite solution de (ƒ) : en faisant le même raisonnement qu'au 1° on
montre que Vx', a^x<x' on a/(x')<xf;

2° (ii) on est dans le cas où x,- < b car

x = lim Xĵ fe,

donc

VieN, x

et
V<f>0, 3N>0tq,

donc

et
lim /(x„) = x=/(x),

de la même façon qu'au (i) : Vx', a ^ x < x ' on a/(x')>x'.

Réciproquement : Vu le 1° si x est la plus petite solution de (I) sur [a, b]
on a lim xn = y^b avec y = x d'après ce qu'on a démontré.

On note G (f(x); a, 6)= lim x„ où les xn sont définis comme au théorème 1,

cette limite existe toujours car (xn) est croissante et majorée.

1.3.2. THÉORÈME 2 : Sous Vhypothèse (H), il existe un nombre N < + oo et une
suite finie yo = a, yx, . . . , yN_v yN = b définie par

ui = G(f(x);yi.l9b)

si u; = & alors yt — b et N = i si u^b soit kt le plus petit /ceN pour lequel

); yit z

avec
b-u,

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numérical Analysis



RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 279

et à condition que f{zhk)^zîki alors yi = zlki, telle que

[a,b]= \J\yi9yi+1]
i = 0

et que Vi, Ï ^ I V — 2 il existe une unique solution de (I) dans [j^, yi+1] et aucune
dans [yN_i, b], de plus les solutions sont les ult u2, . . ., ut, . . ., uN_v

Démonstration : Vu le théorème 1,

V X G [ J , Z] <= [a, b], - G ( - / ( - x + y + z); y, z) + y + z

est la plus grande solution de (/) sur [y, z], y0 étant défini» si (ƒ) n'a pas de
solution sur [a, b] alors u1=b=y1 et N = l.

Si (/) a plusieurs solutions totalement isolées : soit x la plus petite sur [a, b], on
a ut =xj=b, de plus il existe lo>0 tel que

X 6 [x — /<) o]

on a ƒ ( x ) ^ x , il suffit de prendre [(b — ut)/2
kl]<l0 pour que

b — ux

donc que ƒ (z2 ik)i=zl ki et que la plus grande solution de (/) dans J soit aussi

x = Mi, donc que

et que dans [a, zlki] = [y0, JJJ il n'existe qu'une seule solution de (/) qui vaut ux.
On est ramené au même problème pour définir y2 dans [yx, b] et le nombre de
solutions étant fini, la suite (yt) sera finie.

Pour tout (Mx, Mcp)e(R+)2 fixé, on est en mesure de calculer toutes les
solutions de (1) et de (2) dans l'ensemble

{(x, y, <p)e(R+)3| . | x |<Àfx , |<p|<Mq>}

comme le résume le tableau I.
Dans chacun des $£\% k donnés, on détermine le nombre de solutions que Ton

calcule par l'algorithme dans les deux cas du tableau ci-après, et dans les autres
cas, soit par la méthode de Newton, soit par la méthode de [3] (où on prend q>
comme paramètre de bifurcation).

1.4. Multiplicité des solutions

Les solutions de (1) et (2) étant disjointes dans les séh k, il suffit de connaître la
multiplicité des solutions de (1) ou de (2).
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TABLFAU I

Équation (1) j

A = / = / = 0, k pair + /) pair, / ^ 0 k + l
impair

Os r

cp < n/2
1 s r x = 1

p /
Os r

(p < 7C/2
Os r

cp ̂  n/2
1 s r

O s r

/(0<o
1 s r

1 s r

O s r

1 s r

1 s r

/(0>o
Os r

O s r

O s r

O s c

q> < O 622
voir

prop 6,7
et alg

O s c

O s c O s c O s c

cp > O 622
O s c

voir
prop 6, 7

et
alg

O s c

Équation (2) / = O, k impair ik + /) impair

s r , solution réelle, s c solution strictement complexe (partie imaginaire =£ 0)

t=-

= Arc cos t — \-ln,
t

0(cp)=l-(-l)fc / + - -sincp
2/

O s c

(k + /) pair

PROPOSITION 8 : Toutes les solutions de (1) et de (2) dans les séu k sont simples,
sauf les solutions de la forme (xcp = tgxcp, y — 0) qui sont doubles.

Démonstration Soit pour (1) d(z sin (p — sin (pz)/dz — O équivalent à

sin cp — cp cos x <p ch y cp = 0, (4)
O, ' (5)

de (5) on a x<p = ln ou y = 0. On peut montrer [équation (l'a) plus
proposition (5)] qu'il n'existe pas de solution de (1) dans les séuk ayant In pour
partie réelle. y = 0 donne en combinant (4) et (1') xcp = tgxq>.

R A I R O Analyse numénque/Numencal Analysis



RÉGULARITÉ DU PROBLÈME DE STOKES 281

Si on différencie une fois de plus, il vient (p2 sin cp z = 0 équivalent à x cp = / n ce
qui est impossible pour une solution de (1). De même pour (2).

2. EXEMPLE

On donne un tableau avec la solution de plus petite partie réelle pour cp
variant régulièrement de n/S à 15rc/8 (n excepté).

TABLEAU II

7X/8
TC/4

3 71/8
7T/2

5 7C/8
3 TU/4

7 71/8

9 7C/8
5 n/4

11 Tl/8
3 7T/2

13 TT/8
7TC/4

15 TC/8

x(cp)

10,740
5,390
3,617
2,739
2,221
1,885
1,338

0 801
0 674
U,393
0,544
0,518
0,505
0,501

y (<P)

5,660
2,720
1,686
1,119
0,722
0,361
0

0
0
0
0
0
0
0

II est à noter que la complexe conjuguée de cette solution est aussi solution
quand elle est strictement complexe, c'est-à-dire pour (p^ 2,553 rad. Dans le
problème de Stokes, si ƒ e[Ws

p(Q(p)]2 alors Ue[Wf[s+2x{*)+2/p-e]]2.

3. ANNEXE

Dans [2], on montre que pour œo = 7c/2, il existe une solution de
(a -h i (3) sin ca0 = sin [(a + i p) oo0] dans 1 < a < 2 en définissant

1

car

alors

r

Ha) =

qu'il

(ot)-<

an
= cos —

. an
sm Y -

F'(l) =

faut définir

an
c o s 2 ^

/a2 —sin
J

8 / 2

+ 00

2

~a7i
— sinz —

et

; T * ^ a + yja2 — sin2 (an/2)

°E\ sin(a7c/2)

lim F(a)= - G O ,

^a-hVa2-sin2(a7i/2)\ 1 .
I l sin

sin(ajt/2) ; T"J

y

an
[ 2

et F (a) est décroissante de 0 à —2 pour l ^
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