
RAIRO. ANALYSE NUMÉRIQUE

M. N. LE ROUX
Méthode d’éléments finis pour la résolution
numérique de problèmes extérieurs en dimension 2

RAIRO. Analyse numérique, tome 11, no 1 (1977), p. 27-60
<http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1977__11_1_27_0>

© AFCET, 1977, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « RAIRO. Analyse numérique » implique
l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique est
constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=M2AN_1977__11_1_27_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis
(vol. 11, n° Î, 1977, p. 27 à 60)

MÉTHODE D'ÉLÉMENTS FINIS
POUR LA RÉSOLUTION NUMÉRIQUE

DE PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION 2 (*)

par M. N. LE ROUX (*)

Communiqué par P. G. QARLET

Résumé. — Le calcul du potentiel électrique dans le plan, en présence d9un conducteur £2,
ouvert borné de R*> de frontière r , peut être résolu par une méthode variationnelle d'éléments
finis. Ce problème se ramène au calcul de la charge électrique q du conducteur, qui est solu-
tion d'une équation intégrale singulière sur F. Vanalyse de Verreur montre qu'en choisissant
une approximation de la frontière F par des éléments finis courbes d'ordre k, la précision
optimale est obtenue en approchant q par des polynômes de degré k—l. Ce résultat est confirmé
par quelques expèriences^numériques.

INTRODUCTION

Cette étude a pour objet le calcul du potentiel électrique dans le plan en
présence d'un conducteur Q, ouvert borné de R2, dont la frontière est F.
Le potentiel u est alors solution de

Au = 0 dans Q,
Au = 0 dans Oc,

La première partie rappelle les résultats théoriques; le calcul de u se ramène
au calcul de la charge électrique q sur F définie par

du
int r dn

(où n est la normale extérieure à F)
extr

et le calcul de q est un problème variationnel coercif ([10]).
Dans la deuxième partie, on définit une méthode variationnelle d'éléments

finis pour la résolution numérique du problème. La frontière F est approchée
par des arcs de courbe polynômiaux Ài_1 At (1 ^ / ^ n) de degré p, soit FA

(*) Reçu septembre 1975, et sous forme révisée ie 13 février 1976.
C) Faculté des Sciences, Département de Mathématiques et Informatique, B P 2 5 A ,

35031 Rennes Cedex.
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28 M. N. LE ROUX

cette approximation de la frontière. On détermine alors une solution appro-
chée qh dans un espace de dimension finie Vh (par la résolution numérique
d'un système linéaire). L'espace Vh sera l'espace des fonctions constantes
sur Ai^1 Ah dont l'intégrale sur Fh est nulle ou l'espace des fonctions conti-
nues sur Thy dont l'intégrale sur Th est nulle et dont les projections sur les seg-
ments Af-i At sont des polynômes d'ordre k. Le paragraphe III est consacré
à l'étude de Terreur qui provient de l'introduction des espaces Vh et de l'appro-
ximation de la frontière. On montre alors qu'on obtient une précision optimale
en prenant une approximation de la frontière T par des éléments courbes
d'ordre k et pour l'espace Vh des polynômes d'ordre A:— 1. Ceci semble confirmé
par les résultats numériques obtenus au paragraphe IV. Hsiao et Wendland [9]
ont indépendamment montré la convergence d'une méthode de Galerkin
pour le calcul du potentiel.

I. RAPPELS THÉORIQUES

Nous rappelons ici des résultats obtenus par l'auteur [10, 11].
Si Cl est un ouvert borné de R2, de frontière F régulière, les équations

du potentiel électrique u engendré par ce conducteur sont alors :

Au = 0 dans Q;
Au = 0 dans Qc;

«Ir = U,
(1.1)

|r - "o-
L'adhérence de 2 (R2) pour la norme du gradient n'étant pas un espace

de distributions [5], on introduit l'espace

" 'ueL^R 2 ) ;

gradWe(L2(R2))2},

où r représente la distance à Torigine. W1 (R2) est muni de la norme

= (

8u du 2 \l/2

En utilisant alors une inégalité de Hardy généralisée [1], on montre que
l'expression

\ J R 2 \ dxt dx2 J }

est une norme sur l'espace W1 (R2) quotienté par les constantes soit
Wx (R2)/P0 ; cette norme étant équivalente à la norme habituelle. De plus,
l'espace 0 (R 2 ) est dense dans W1 (R2).

R.A.LR.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 2 9

On en déduit la proposition suivante :

PROPOSITION 1.1 : Le problème (1.1) admet une solution unique u si la fonc-
tion u0 est donnée dans Vespace H112 (F); la fonction u ainsi définie est dans
le sous-espace vectoriel fermé K de W1 (R2) défini par

), supp(Au)eF}.

Le problème (1.1) définit un isomorphisme de H1/2 (F) sur K.

D'autre part, si n désigne la normale extérieure à F, la charge électrique q
du conducteur est définie par

ÔU " - (1.3)
int r dn «UT

Les dérivées normales ôu/dn | l n t r et du/dn | e x t r étant définies par les for-
mules [11] :

/du

\dn

/du

\dn

» »|r ) = (gradu, gradv)da>; VveH^n),
int r / J n

ext r
>v\r)=\ (gradu, gradJJ)dû); Vue W1^').

La charge électrique q vérifie alors la relation

(gradu, gradü)dco = <qr, D| r>H-, / 2 ( r )xH1/1 ( r ); VoeW'fR2) (1.4)l
et donc appartient à l'espace

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 1.2 : Le problème (1.3) admet une solution unique u dans
l'espace W1 (R2)/P0 si q est dans l'espace H~1/2 (F). En outre, si q est dans
l'espace HQ 1/2 (F) n S) (F), cette solution est donnée par l'expression

U(x) = — | q(y)Log—±—dy(y) + c; VxeR2; ceR. (1.5)
2 J | |

De ces deux propositions, on peut déduire que la charge électrique q du
conducteur est solution d'une équation intégrale sur F; et le calcul de cette

vol. 11, n° 1, 1977



3 0 M. N. LE ROUX

charge permettra d'obtenir le potentiel dans tout l'espace; c'est ce qu'exprime
le théorème suivant :

THÉORÈME 1.1 : L'application de 9 (F) n H'111 (F) dans W1 (R2)/Po

définie par Vexpression (1-5) est continue de H ~1/2 (F) dans K/Po [et dans
H1/2 (T)/Po] et se prolonge de manière unique en un isomorphisme de
HQ1I2{T) sur K/Po (et sur Hl/2(F)/P0). D'autre part, cet isomorphisme
correspond au problème variationnel coercif défini comme suit :

Trouver q dans Vespace HQ1/2(T) tel que

Injrjr
q(x)q'(y)Log—L--dy(x)dy(y)

\ \
< ( V«'eHö1/2(n. (1.6)

La forme bilinéaire du premier membre est définie pour q et q1 dans Vespace
2) (F) n H o 1/2 (F), est continue sur l'espace H~i/2 (T)xH~1/2 (F) et donc
se prolonge de manière unique en une forme bilinéaire continue sur l'espace

Enfin l'expression

f f l ) 1 ' 2 (1.7)11*11 - f T-f f
est une norme sur Vespace HQX/2(T) équivalente à la norme habituelle.

D'autre part, des hypothèses supplémentaires de régularité sur la fonction uQ

entraînent également davantage de régularité sur u et q.
Le théorème 1.2 est un théorème de régularité sur la frontière F.

THÉORÈME 1.2 : La solution u dans W1{R2)IP0 du problème (1.8)

f. (gradtt, gradt;)J(o = <«, ü|r>H-i/2 ( r ) x Hi/2 ( r ); Vue W1(R2)

admet une trace sur la frontière F, soit u | r qui est dans l'espace Hs (F) si
la distribution q est dans l'espace Hs~x (F) n HQI/2 (F) 0 ^ 1 / 2 ) .

L'application q j_> u | r &yf w« isomorphisme de l'espace H*'1 (F) swr Vespace
Hs (F)/Po pour /owf 5 réel, auto-adjoint par rapport au produit scalaire de
l'espace L2 (F) si H* (F) est l'espace suivant :

Hs
0(F) = {qeHs(F)\ <#, 1 >ff.(nxH-.(r) ~ 0}-

Le théorème (1.3) est un résultat de régularité dans R2 et de comportement
à l'infini. On définit pour cela les espaces Wm (Clc) :

Wm (Qc) = {ue$' (Qc) ; (1 + r2)"1 / 2 (1 + Log V ^ T Ï ) " l u e L2 (Qe)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 31

THÉORÈME 1.3 : Le problème (1.1) admet une solution unique u telle que :
u\ae Hm (Q); u |ftc e Wm (Qc); m entier positif si la fonction u0 est dans
l9espace Hm-lf2(T).

U application 4 - > w | n est continue de Hm'x/2 (T) n /T"- 1 / 2 (T) dans
Vespace Hm+1 (Ù)/Po.

U application q->u\nc est continue de Hm~1/2 (T) n H~1/2 (T) dans
Vespace Wm+l (Qc)/P0.

IL DÉFINITION DU PROBLÈME APPROCHÉ

La formulation variationnelle du problème (1.6) va nous permettre d'en
déduire une méthode variationnelle d'éléments finis courbes pour la résolution
numérique. Le problème (1.6) s'écrit :

Déterminer q dans l'espace H~1/2 (Y) tel que

où u0 est donné dans l'espace H1/2 (r) et a (q, q') est la forme bilinéaire symé-
trique et coercive dans l'espace H~i/2 (F) qui vaut

2njrjr
^[ \ q(x)q'(y)Log—!—dy(x)dy(y).
2njj \ \

La frontière T est approchée par des arcs de courbe polynômiaux que
l'on note Th et on définit des sous-espaces de dimension finie de l'espace
de Hubert H~1/2 (Tk) qui sont notés Vh. Le problème approché s'écrit alors :
trouver un élément qh de l'espace Vh tel que

uOh(y)qf
h{y)dyh(y); V ^ € Vh, (2.1)

où la quantité uoh est une approximation de la donnée u0 et ah (qh, qj) est la
forme bilinéaire symétrique définie sur Vh par

0 „[znJrhJrh
qh (x) qh (y) Log dyh (x) dyh (y).

L'erreur commise en remplaçant qh par q proviendra donc, d'une part
de l'approximation de q par une fonction qh de Vh, d'autre part de l'appro-
ximation de la frontière T par TA.

a) Choix de F approximation Fh.
La courbe T étant régulière, elle admet des représentations paramétriques

régulières. Son équation peut donc s'écrire :

se[0, L],

vol. 11, n° 1, 1977



32 M. N. LE ROUX

F application de R dans R2, telle que dFjds soit un vecteur non nul en tout
point.

On peut par exemple choisir pour s l'abscisse curviligne; [L = L(T) est
la longueur de la courbe]. Si la courbe F est de classe Cp, F sera un Cp-difféo-
morphisme de [0, L (F)] sur F.

On choisit alors n points At (1 ^ i ^ n) sur la frontière F tels que
A% = F(st) (1 g i ^ n)9 et st—s^t = A. [On pose J0 = 0, j n — L (F), c'est-à-
dire Ao = An car la courbe est fermée.]

Notons

La fonction F étant régulière, il existe un point ^ tel que

La dérivée première F' est bornée; donc

^ = 0(70 ( l ^ j g n ) .

Considérons alors le système d'axes orthonormés (uhv() d'origine Ax-X

et de vecteur unitaire ut colinéaire à Ai.iAi. L'équation paramétrique de
l'arc de courbe A^ t At (noté F,-) par rapport à ce système d'axes peut s'écrire :

ti = tft, (0 ^ t < 1), )
(2 = 2)

)

où s est défini en fonction de t par la relation

tf,.ÂiI7F(s) = *V (2.3)

La fonction F étant régulière, pour h suffisamment petit, s est défini de façon
unique en fonction de t; donc

*e[O,l], (2.4)

où g; est une bijection de [0, 1] sur [s^u s^.

LEMME 2.1 : Pour tout i (1 ^ i g n), on a les majorations

— g , ( l ) ^Chm ( l ^ m ^ p ) , V f e [ 0 , l ] ; (2.5)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 33

fit)
dt

V*e[O,l].

Démonstration : La relation (2.3) s'écrit :

tht~ut.7H^F(git)); V te [0,1],

(2.6)

donc

On a

| K,.^ («,(0) 1 ^ C | U,

pour h assez petit car F' est non nul et l'angle de ut avec F'(s) n'est pas
proche de JI/2 pour /Î assez petit; d'où

La majoration (2.5) est donc obtenue pour m — 1; supposons le résultat
démontré jusqu'à l'ordre (m—1); (m > 1). La dérivée d'ordre m de la quan-
tité ui.At-1 F(gi(t)) est nulle; d'autre part, elle peut s'écrire :

1=1

OÙ

et
1(1, m) = {i =

On obtient donc :

\ ij, U+

h+2h+

c'est-à-dire

vol. 11, n° 1, 1977



34 M. N. LE ROUX

D'autre part, le segment Ai-1Ai représente le polynôme d'interpolation
de degré un de la courbe T entre les points d'abscisse curviligne s,.i et st;
donc d'après la théorie de l'interpolation,

et

»,^--iF(s) = 0{h2);

vt.F'(s)=O(h);

où s =

^ , , s,].

*e[0,l],

fi(t)=O(h2); Vf e [0,1]

Or

donc

et

d'après l'inégalité (2.5).
Pour les dérivées d'ordre supérieur ou égal à 2, on utilise la majoration [14] ;

OÙ

d*où, en utilisant les majorations (2.5) :

Les dérivées successives de Fêtant bornées, on en déduit la majoration (2.6).

LEMME 2.2 : Pour tout i ( l ^ i ^ ri), pour tout w ( l ^ m ^ />), o« a /û
majoration

Vs6[s,_!, s,]. (2.7)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numericaî Analysis



PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 3 5

Démonstration : Par définition de gt(2A) :

ds
d'où

car la fonction F a, des dérivées bornées.
Soit Pt le polynôme d'interpolation de degré p de / f aux points

j/p (0 ^ j ^ /? -f1). L'approximation F a de Ff sera alors la courbe dont
—• —•

l'équation paramétrique dans le système d'axes local (ub vt) peut s'écrire :

Si on note Ai-j/p(0 ^j%p) les points de coordonnées (jhjp, ft(j/p))
~ * - * •

dans le système d'axes (ui9 v^ la courbe Tih est l'interpolée d'ordre p de Tt

aux points At.J/p (O^j ^ p).
On notera : x « Ff (t) l'équation de r ( et x — Fih (t ) l'équation de F t t

dans le système d'axes (ui9 vt). L'approximation Th de F sera l'arc polynômial
constitué par les arcs de courbe F^.

b) Choix des espaces Vh.

Premier cas : L'espace Vh est Tespace des fonctions constantes sur chaque
arc de courbe Tih (1 ^ / ^ ri) et dont l'intégrale sur Th est nulle. Sa dimension
est donc «™1 et l'espace Vh est inclus dans l'espace I? (Fh).

Deuxième cas : L'espace Vh est l'espace des fonctions continues sur F h ,
d'intégrale nulle sur Fh et dont la restriction à chacun des arcs Tih (1 ^ / ^ ri)
est dans l'espace P*k que l'on va définir.

Notons Pk l'espace des polynômes en t(te [0, 1]) de degré inférieur ou
égal à fe. A une fonction qh définie sur Tih9 on peut associer la fonction qh

définie sur [0, 1] par : qh = qh° Fih et, inversement, à une fonction ^définie
sur [0, 1], on associe la fonction qh définie sur Tih par qh = qho Fgl.

L'espace Pl
k est alors défini par

L'espace Pl
k étant de dimension k +1, Vh est de dimension n k— 1 et de plus,

Vh est inclus dans l'espace H1 ÇTh).

vol. 11» n° h 1977



36 M. N. LE ROUX

m . ÉTUDE DE L'ERREUR

L'erreur proviendra d'une part de l'approximation de q par une fonction
de Vh9 d'autre part de l'approximation de la frontière F par FA. La fron-
tière F sera supposée au moins de classe O>+i.

La solution q du problème exact (1.6) est définie sur la frontière F, tandis
que la solution qh du problème approché est définie sur Fh. Pour pouvoir
les comparer, il faudra donc définir une approximation de qh sur F.

A une fonction q définie sur Fis on peut associer la fonction q définie
sur [0, 1] par q = q <> Ft; et inversement à une fonction q définie sur [0, 1],
on associe la fonction q définie sur F( par : q = q © F/"1.

De même, si qh est définie sur Fih, on a déjà défini qh sur [0, 1] par :
9h — %h° Fih e t inversement qh = qh° Fj£l*

Soit alors rh l'opérateur de Vh dans H ~1/2(F) défini par

rhqk = qh; V&6 Vh (1 £ i £ n), (3.1)
c'est-à-dire

La fonction rhqh ainsi définie n'est pas dans l'espace H'1*2 (T)\ c'est
pourquoi, on définit l'opérateur/?* de Vh dans H'WÇT) par

dFi

dt
dFih

dt >tqheVh ( l g i g n ) . (3.2)
at at

Dans ce cas,

phqh(x)dy(x) = qh(x)dyh(x) « O car qhe ¥h).
Jr Jrh )

Pour obtenir des majorations de || q—rh qh ||H-i/2 <r), on utilisera des résul-
tats de la théorie de l'interpolation rappelés dans la proposition suivante [2] :

PROPOSITION 3.1 : Soient des espaces de Hubert X, Y, S, T avec Y c X,
T ci S et soient des espaces intermédiaires définis par une méthode d'interpo-
lation du type 9. Alors nous avons

h\\tx,Yl0^
c\\u\\x~B\\u\\\l Vue F. (3.3)

Uespace [X, T]Q est par définition Vinterpolé de paramètre 8 (0 ^ 9 ^ 1)
entre les espaces X et F. {On a [X, Y]o = X [X, 7 ^ « 7.) D'autre part
soit un opérateur linéaire A continu de Vespace X dans Vespace S de norme a
et linéaire continu de Vespace Y dans Vespace T de norme P, nous avons :

r, Y]e. (3.4)

Ces résultats seront utilisés pour les espaces Hs (F), avec s réel.

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLÈMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 3 7

LEMME 3.1 : Soit qh un élément de Vespace Vh, on a les inégalités

Ci\rhqh\L2ir) ^\qh\L2{rh) S c2 \ rhqh\L2(r}; cu c2 > 0. (3.5)

Démonstration : Elle résulte immédiatement de la définition de l'opérateur rh,
en utilisant le fait que Ft et Fih étant régulières, il existe deux constantes cx

et c2 telles que :

dF{

dt

VII

dFth

dt

dFt

dt

LEMME 3.2 : Inégalités inverses; pour tout qh de Vespace Vh, on a les majo-
rations

\\rhqh\\Hs(r)^—t\\rhqh\\H'(r)l (3-6)

- 1 ^ t ^ s ^ 0 dans le premier cas (Vh c L2 (T));

- 1 ^ t £ 0; t ^ s S 1 dans le deuxième cas (Vh cz H1 (T)).

De plus, dans le second cas, on a aussi les majorations

l/2 Q( Z J | | | < , ) J è t \ \ \
VqkeVh9 -l^t^Q; 1 g s ^ k,

Démonstration : Dans le premier cas, la démonstration est analogue à
celle faite par Nedelec et Planchard en dimension 3 [13].

Dans le second cas, on démontre d'abord le résultat pour t = 0 et s = 1.
Alors pour tout i (1 ^ i ^ n), les inégalités suivantes résultent de la défini-

tion de qh et rh :

où Ci et c2 sont deux constantes positives.
De plus, par définition de l'espace Vh, la fonction qh est dans l'espace Pfc,

qui est de dimension finie; sur cet espace, il y a donc équivalence entre les
normes H1 et L2; d'où

On a également

Or
f
Jo

dt gî(0
dt.

«J(O
vol. 11, n° 1, 1977



38

donc

et

M. N- LE ROUX

«J(O

II rhqh\\2
HHTt) g ||r»«4||î,(ri)+ -\qh\bio.iy

n
D'où pour tout i (1 S i ^ «) :

La majoration (3.6) pour / = 0, s = 1 est obtenue en sommant sur tous
les indices i.

Pour 1 g m g &, on utilise la majoration suivante [14] :

ds"1'
m

~~ 1 = 1

C
, j M ft V* /

dtl Ci,.,
d g r l (

ds

où

et

J(Z, m) = {j = 0 \ , .. ^y jGN" 1 / ;^ . . . +jm = /, A+2j 2 + . . . +mjm = m}.

En utilisant le ïemme (2.2), on obtient donc :

d'où

et

En sommant sur tous les indices i, on obtient le résultat pour r = 0, s = m.
Les autres résultats s'en déduisent par dualité et interpolation.

LEMME 3.3 : Soit qh un élément de Vespace Vh; on a les inégalités

(3.8)

(3.9)

R.A.I.R.O. Analyse numérique/Numerical Analysis



PROBLEMES EXTÉRIEURS EN DIMENSION DEUX 39

Démonstration : Soit qh un élément de l'espace Vh; alors, d'après les défi-
nitions de ph et rh :

dt.

Or

dt
et

dt
(0

La fonction Pt étant le polynôme d'interpolation d'ordre p de fit on a
l'égalité

où
P P

p

U],

et ƒ | [ 0 , 1/p, . . . . 1, t ] représente une différence divisée.
Donc

= « W i k -,. . . , ^, .... 1, tl +TC(0/|O, -, .

et comme la fonction ƒ ^ est régulière, il existe deux points %x et Ç2

vaUe [0, 1] tels que

. . . 1, t,

l'inter-

En utilisant les inégalités (2.6), on en déduit :

De plus,

, 1].

f!(t) = O(h2); Pi(O = 0(h2); , 1],
donc

et

(0l 0 +1

HOl
vol. 11, n» 1, 1977



4 0 M. N. LE ROUX

On obtient donc :

|L2(ry

L'inégalité (3.9) s'en déduit en appliquant les inégalités inverses à la fonc-
tion rh qh.

PROPOSITION 3.2 : On suppose que la frontière T est de classe Cp+2 si qh

et q'h sont deux éléments de l'espace Vh> on a la majoration

| a (pk qh, ph q'h) - ah (qh, q'h) | g Chp+ * \ qh \L2 (Fh) | q'h \L2 (Ffc). (3.10)

Démonstration : Soient qh et q'h dans l'espace Vh. On a alors :

*,P*$i)-a*tefc» qd
1 n ri ci

o Jo l * - y | dt | | ds
dtds,

où dans les systèmes de coordonnées locales :

x - Ft(t); xh - Fih(t); y = Fj(s); yh = FJk(s).

D faudra donc majorer la quantité

v yeTji xheTih; yheTjh.

1) Cas où i = j .
Dans ce cas x = Ft(t); y = ^ ( J ) .
Donc la quantité |*—j>| ssannule si t est égal à s.
De plus,

I^ICO-FIWI2 = hf(t-s)2+ \Mt)-Ms)\2;

| ̂ (O-^Cs) |2 = hf(t-s)2+ \Pt(t)-P,(s) |2

et

t(0/Jo, i, ..., l,..., 1, t\
l p p J

où

Notons
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La fonction ƒ f étant de classe C p + 2 sur l'intervalle [0, 1], G est de classe C1

sur cet intervalle; de plus en utilisant les inégalités (2.6), on a la majoration

\G'(t)\SChp+1; V te [0,1].

D'autre part, on a la relation

o, î],

c'est-à-dire

P , ( 0 -
donc

Or

On en déduit :

-G'(10);

ƒ,'© 2

2) Cas oùj = i+l (ou / - l ) .
Dans ce cas, la quantité | x—y | peut s'annuler en un point. Considérons

le système d'axes orthonormés (M,-, V,) d'origine ^4j_i, de vecteur unitaire M,

colinéaire à A^i At. Les points At^u A,, Ai+1 ont pour coordonnées dans
ce système

^»-i = (0,0); il,«=(fc„0); ^ + I

avec la relation

L'équation de la courbe F restreinte à Fj, F j + 1 s'écrit dans ce système

L'équation de la courbe constituée par r t t et F j + x h sera alors

u = t h t , O g f ;
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Pt est le polynôme d'interpolation de degré p de ƒ f entre 0 et 1 et entre 1
et « l+1/*i.

On a alors les relations

De plus, P,. étant le polynôme d'interpolation d'ordre p de fi9 on aies
égalités

fi(O -Pi(t) = f i 6 - -Vifo, -,..., t9 ..., 1, t l ;
J=°\ P/ L P P J

Considérons la fonction définie sur l'intervalle [0, uî+ Jh^ par

*e[0, 1];

te

La fonction G est continue sur l'intervalle [0, ui+1/hi']; elle est dérivable
sur cet intervalle, sauf au point 1 ; où elle admet cependant une dérivée à
droite et une dérivée à gauche bornées; donc elle est lipschitzienne et

£ | « - i ; | sup
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La fonction ƒ, étant de classe Cp + 2 , en utilisant les majorations (2.6),
on obtient :

\G(u)-G(v)\^Chp+1\u-v\; Vu, veïo,

De plus, il existe un point Ç dans l'intervalle [0, t/l+ Jh[\ tel que

On en déduit les majorations

Dans l'intervalle [0, «l+i/^i]> ^a dérivée / i est de l'ordre de h2; donc

3) Cas où j # i, i—1, i + l (on peut supposer i <j).
L'équation de la courbe F s'écrit

x = F(s); se[0,L(T)l

donc si x est sur l'arc de courbe, Ti9

de même

y = F(gj(s))l se[0, 1];
donc

En outre, pour tout point JC de Fi9 on a l'égalité

(Oj, vecteur unitaire directement perpendiculaire à i4,_, A^ et pour tout point y
de r ,̂ on a

(t;y vecteur unitaire directement perpendiculaire à A^x Aj).
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Or

M.

Pj(s)-fj(s)=i

N. LE

i

ROUX

Vse[0,
donc

js)-fJ(s)ivJ.Z^y+ O(h2p+2).

En développant F en série de Taylor, on obtient :

où

D'après la théorie de l'interpolation, on a la majoration

On en déduit donc :

On démontre de la même façon

On a également

|^fe>(s))-F(a(O)| ^ c|g;(s)-gj(0|2.
On peut alors en déduire

Donc

Finalement, pour tout /, j (1 ^ /, y ^ «), on a la majoration

Log'.**"3**
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où dans les systèmes de coordonnées locales

x = Fi(t)9 xh = Fih(t); fe[0, 1];

y = Fj(s), yh = Fjh(s); se [0,1].

On en déduit alors :

t.4£)|

dF

45

dt
î f rift(o|.|«;(*)|.

t,j=i Jo Jo

et d'après la définition de qh :
\a(Ph<lh> Ph9h)—ah(9h7 9*)| ^Chp+t\qh\L2iTh)

jh

ds
(s) dtds

(rh)-

LEMME 3.4 : Le problème approché (2.1) est coercif si h est suffisamment
petit. Il existe une constante P positive telle que

Vg.e 7ft. (3.11)

Démonstration : En utilisant la proposition (3.2), on obtient la minoration

<*h(qh, qh) ^a(phqh9 phqh)-Chp+1 \qh\l2irh); Vqhe Vh.

Or la fonction ph qh est dans l'espace HQ1/2 (F) et la forme bilinéaire a
est coercive sur cet espace; donc en utilisant le lemme (3.3), on obtient :

ah(qhi qh)>(*-

Le problème approché est donc coercif pour h assez petit.

THÉORÈME 3 . 1 : Soit q la solution du problème exact (1.6) et qh la solution
du problème approché (2.1); nous avons les estimations d'erreurs suivantes :

inf

Démonstration : Soit q^ dans l'espace Vh; on peut alors écrire :

(3.12)

-Ph<lh)~ah(q'h, qh-q'h).

vol. 11, n° 1, 1977



46 M. N. LE ROUX

La fonction q étant solution du problème exact et qh solution du problème
approché, en utilisant la proposition (3.2) et le lemme (3.4), on obtient la
majoration

+ M || q-ph q'h | |H- \a-m ( n

En utilisant alors les inégalités (3.5), (3.8), (3.9), il vient

+ \(U0h> <lh-^h

II faut donc majorer la différence | uOh, qZ)L2irh)-(w0,ph ftff)(L*n I P o u r

une fonction q£ de l'espace Vh. On a

— (uo>

dFih

dt
-(O

dt
dt

et d'après la définition de rA :

d'où

(n\ S C\\rhuoh~uo\\Hi/2ir)\\rhq'lt\\H~i/2(ry

On en déduit, pour tout élément q'h de Vk :

La majoration (3.2) s'obtient alors en utilisant une inégalité triangulaire.
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LEMME 3.5 : Soit sh l'opérateur de projection orthogonale de L2 (F) sur
Vespace rh Vh. On a les inégalités suivantes :

Dans le premier cas (Vh c L2 (F)) .*

| | | | g ! !„ .„ , (3.13)
si

- 1 ^ / ^ O g ^ l .

Dans le second cas (Vh c: H1 (F)) :

si
0 £ f g 1; 0

si
- 1 ^ / S 0; 0 ^ ^ ^ Jfc + 1.

Démonstration : Dans le premier cas, l'opérateur j f c est défini pour toute
fonction q de l'espace L2 (F) par

(shq)i = —— q(x)dy(x).

Cet opérateur laisse invariantes les constantes sur chaque arc de courbe F,,
on en déduit donc [13] :

\q-shq\L2ir)^C\q\LÏ{T)i VqeL2(F);

\q-shq\LHT)<Ch\\q\\H1{r); Vqe&ÇT).

En outre, sh étant un projecteur, l'opérateur l—sh est auto-adjoint dans
l'espace L2 (F), d'où :

« —S| ,g | | H - i { r ) - sup — -

l|

c'est-à-dire

Le résultat général s'en déduit immédiatement en utilisant la proposition (3.1).
Dans le deuxième cas, si q est une fonction définie sur l'intervalle [0, 1],

son iVinterpolé de Lagrange nh q est la fonction de l'espace Pk qui interpole p
aux points j/k (0 ^ j ^ k). Si q est une fonction définie sur F,, on définit
la fonction nl

h q par

c'est-à-dire nl
hq oFf = iih(q o jr^.
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Si la fonction q est définie sur T, on définit alors nh q comme la fonction dont
les restrictions à chacun des arcs Ft (1 ^ / ^ n) sont rc£ q.

On a alors :

où

et q% o Fih est dans l'espace Pk9 mais la fonction q£ n'est pas dans l'espace Vh;
car son intégrale sur Th n'est pas nulle; on pose alors :

<ih~ql-\ q%(x)dyh(x).

Jrh

La fonction qh est dans l'espace Vh et

rh(lh = Khq- qt (x) dy (x) = (nh ̂ )*.

En outre, on a

l
fZ J
?

W) dt
dt

Jr i-i Jo V Kd^/

En utilisant le lemme 3.3, on obtient :

rfr.

(3.14)

D'autre part, si la fonction q est dans l'espace Hk+l (T), on a alors les
majorations suivantes pour 0 ^ m :g k + 1 [14] :

f ^
o,i] dt

x

x

m r

1 '"""„Ci
- 1

r-W
ds

sup
k+1) tetO, 1]

1
'

J\ fc+1

rft(O

où
J(l, m) = {; = (jt . ..JJljt+ ... +jm = l, J!+2j2+ ... +mjm = m}.
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En utilisant alors les lemmes (2.1) et (2.2), il vient :

^Lfa — tfa) < C/ik+1™w | |fl | |
dsm L2

 (XÙ ~

en sommant alors sur tous les indices i et en utilisant (3.14), on obtient :

| L 2 ( r ) } ; (3.15)

( n l/2

Le résultat ne s'étend pas au cas où le paramètre m est négatif; c'est pour-
quoi, on utilise le projecteur sh de L2 (F) sur rh Vh. Par définition de sh,

VqeHk+1(T).

De plus, nous avons :

( n
l / 2

l / 2

d'où en utilisant les inégalités (3.7) et (3.15)

l / 2

Le résultat général s'en déduit pas dualité et interpolation en utilisant
Le fait que l'opérateur I-sh est auto-adjoint dans l'espace L2 (Y).

THÉORÈME 3.2 : Soit q la solution du problème exact (1.6), qh la solution
du problème approché (2.1); si la fonction q est dans Vespace Hs (F), on a
les majorations suivantes :

1

'r
i

2'

t ^ s ̂  1, dans le premier cas {Vha L2(F));

dans le second cas ( Vh c H1 (F)).

(3.16)
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Démonstration : D'après le théorème (3.1) pour f = -1/2, on a la
majoration

d'où avec la majoration (3.13) :

En outre,

— - ^ t ̂  0, dans le premier cas,
2

— - ^ t ̂  1, dans le second cas.
2

En utilisant alors les inégalités (3.13), on obtient le résultat :

THÉORÈME 3.3 : Soit la fonction u définie par l'expression (1.5) et la fonc-
tion uh suivante :

2n Jrh

Alors pour x tel que d (x9T) ^ ô > 0 et h assez petite on a

\u(x)-uh(x)\

0 ^ s ̂  1 dans Je premier cas,

dans /e second cas.

(3.18)
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Démonstration : On calcule d'abord l'erreur entre q et ph qh dans l'espace
"1

Soit alors la fonction g de l'espace L^ (F) :

eL2(r); f g

définie par

'lu Jr

D'après le théorème 1.2, on a la majoration

d'où

11 I! ^ r dt%
\ \ \ H - H r ) ^ c SUP \\g\\mr)

Soit shg la projection de g sur l'espace rft Fft; alors il existe gh dans
l'espace Vh telle que : shg = rh gh.

On calcule alors :

Le premier terme se majore par

et en utilisant les lemmes 3.5 et 3.3. :

Le deuxième terme s'écrit :

("o> Ph ghh* (D - («o* » gh)L2 (rh) + «/. (^A » gft) - « ( />/. ̂ A »

= («o - ''h "o/,, Ph gh)v (D + <*h (qh ,gh)-a(phqh, ph gh).

On majore alors en utilisant la proposition 3.2 par
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On en déduit donc :

W^-PhQhWn-Hr)

0 ^ s ^ 1 dans le premier cas,

0 < s ^ k+1 dans le second cas.

D'autre part, on a

1 " f1

uh(y) = — VhKy) 2n i=i Jo

) = — f
2TC Jr

1 "

+ ~ E
c'est-à-dire

«(y)-«»(3') = r - («W-
2TT Jr

1 i f1

2rt i=i Jo

)-y

dF»

dt
- ( 0

\Fih(t)-y\
dF:u

dt
dt.

On utilise alors le fait que la distance de x à F est plus grande que Ô fixé,
donc nous avons

Log
\F,(t)-y\

\Fa(t)-y\
< C

D'autre part, soit x0 un point de F tel que | y—x0 | = d[y, F), comme
la fonction q— ph qh est d'intégrale nulle sur F, on en déduit :

b
-L

\*-y\

(«(*)-fc«*(*))Log l^"*0 ,! dY(x)

et

Log-
\y-*\

\y-*\

* c

Hi ( r ) d(y,T)'
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donc

|«*G0-«G0|

0 S s ̂  1 dans le premier cas;

O g s ^ H l dans le second cas.

On a également :
y-x

graduG0 = — q(x)
2% Jr

graduA0) = — I qh(x)
2n

\y-*\
y-x

La différence se majore de la même façon que dans le cas de u; le résultat
sur les dérivées d'ordre supérieur est analogue.

Remarque 1 : On n'a pas obtenu d'estimation au voisinage de la surface T;
la difficulté provient du fait que le gradient u subit une discontinuité à la
traversée de la surface T, tandis que le gradient de uh a une discontinuité
à la traversée de Th; donc l'erreur est très mauvaise pour un point x entre T
et Th.

Par contre, si on pose

2 Jr Ph <lh (y) Log -: r dy (y),

on obtient une erreur en hp+1/2+hk+3t2 dans l'espace W1 (R2)/P0.

Remarque 2 : Si la fonction q est dans l'espace Hk+1 (F), on a donc la
majoration

\u(x)-uh(x)\

La précision maximale est donc obtenue quand p est égal à k +1 ; donc quand
la frontière est approchée par des éléments courbes d'ordre p, il faudrait
approcher q par des polynômes en t de degré p— 1 ; ceci est une généralisation
du résultat annoncé par Hess ([8]), dans le cas d'approximation d'ordre un
par différence riniç.
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IV. EXEMPLES NUMÉRIQUES

us ont été traités avec des éléments droits et des éléments courbes d'ordre
deux; l'espace Vk est constitué de fonctions constantes par morceaux ou
linéaires affines par morceaux.

Soient (wi)1 âJ Sn^i les fonctions de base de l'espace Vh; la méthode
variationnelle nous conduit alors à la résolution du système linéaire

où les coefficients atj et bj sont définis par

S5B^"
2n JrhJrH

Jrh

uOh(y)wj(y)dh(y);

Dans le cas où Vh est l'ensemble des fonctions constantes par morceaux,
d'intégrale nulle sur Thi le calcul des coefficients atj se ramène au calcul des
intégrales

o Jo

où

pour les éléments droits;

\x(o)-y(ï)\

~ A i - 1 / 9
pour les éléments courbes; At^lf2 est le • u

milieu du segment At^t At et ^ i - 1 / 2 le
point d'intersection de la perpendiculaire
en ^ i - i / i à Af-xAi avec la frontière T.

Dans le cas où Vh est l'ensemble des ^ "
fonctions affines par morceaux, d'intégrale A i - 1 i - 1/2 i
nulle sur Fh9 le calcul des coefficients ay se ramène au calcul des intégrales

1
Jo Jo

at Log- d<j dx;
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*1 1

Jo J<
(l-<T)xLog-

o J o I x (ci)

—a) (1 — x) Log r do dx,

où la fonction (<r, x) t-> \X (CT)—y (x) | est la même que dans le cas des fonc-
tions constantes par morceaux.

Si i est égal kj, ces intégrales sont des intégrales singulières calculées, exac-
tement dans le cas des éléments droits et avec une erreur en h2 dans le cas
des éléments courbes d'ordre 2. Sinon, on utilise une formule d'intégration
d'ordre deux sur le carré [0, 1] x [0, 1], (Pour le détail du calcul de ces coef-
ficients ctij, voir [11].)

1 e r exemple

L'ouvert £1 est l'ellipse d'équation (x2/R2)+y2 = 1. Le potentiel u0 sur la
frontière est donné par

Pour calculer le potentiel dans l'espace, on se ramène au cas du cercle
de centre 0 et de rayon 1, par une transformation de Joukowski. On obtient :

- ; si (x,

, J > ) = r
R-l

L 2 J >
si

La charge électrique q vaut alors, si (#, y) est un point de la frontière F :

2(Jx2IR*) + y2

On choisit comme points At sur la frontière les points de coordonnées

(
[ J
V

i( = [ JR cos —, sin — ) (1 ^ i ^ n).
n n J
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1

0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figure 1.

Éléments droits fonctions constantes .
Éléments droits fonctions affines .
Éléments courbes fonctions constantes ou affines — — , collocation •—•—•, solution

exacte .

Les essais numériques ont été faits avec n égal à 8 et 16. Le potentiel u
est calculé sur l'axe des x sur l'intervalle [0, 10] et :

w(x, 0) = — ; x^Rl
R

u(X) 0) =
R— 1

Dans le cas où R est égal à 4, on obtient les erreurs relatives :

Éléments droits

Éléments courbes

ho = min ht

h = max ht

Fonctions constantes
Fonctions affines

Fonctions constantes
Fonctions affines

/* = 8

1,368
2,844

0,15
0,10

0,05
0,05

n= 16

0,489
1,533

0,045
0,035

0,01
0,01

C'est sur la frontière T que l'erreur est maximale. La figure 1 représente
les résultats obtenus dans le cas où n est égal à 8. Les deux courbes sont prati-
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quement confondues dans le cas des éléments courbes. Cet exemple montre
l'importance de l'approximation de la frontière F; les éléments courbes
avec des fonctions constantes par morceaux donnant des résultats meilleurs
que les éléments droits, même avec des fonctions affines.

2e exemple

L'ouvert H est le cercle de centre 0, de rayon 1. Le potentiel u0 sur la fron-
tière est donné par

x4, si x ^ 0,

0, si x ^ 0.- {
Pour calculer le potentiel dans l'espace, on utilise les coordonnées polaires

x = p cos q>,

y = p sin q>.

Alors en développant u0 en série de Fourier, on obtient :

3

16 4 16 2TC

1 (2fe+l)
2 (2fc+5)(2fc-3)

2(2fc+l) |p2*+1jcos(2fe+l)9
(2Jt+3)(2fc-l) 2(2fc + l)

si p ^ 1.

Si p est supérieur à 1, il suffit de remplacer p par 1/p dans l'expression précé-
dente pour obtenir le potentiel à l'extérieur de l'ouvert. Les points At sont les
mêmes que précédemment avec n égal à 8 et 16. La méthode numérique calcule
alors :

S 00 = ̂ - f
271 Jr

dy(y)9
\*-y\

c'est une fonction qui tend vers 0 à l'infini et qui est égale à u0 à une
constante près. Dans le cas du cercle, en développant u en série de Fourier, on
voit immédiatement que cette constante est le terme constant de la série
de Fourier, c'est-à-dire :
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La méthode numérique nous donnera donc ici la valeur M —(3/16) en
tout point de l'espace. Le potentiel u est calculé sur les deux segments
suivants :

segment 1 : c'est le segment [0, 10] de l'axe des x;
segment 2 : c'est le segment [ — 2, +8] de la droite x = 1.

On obtient les erreurs relatives :

Éléments droits

Éléments courbes

h

Fonctions constantes
Fonctions affines

Fonctions constantes
Fonctions affines

Segment 1

n = &

0,765 4

0,4
0,25

0,25
0,01

n= 16

0,390 2

0,08
0,07

0,04
0,002

Segment 2

« = 8

0,765 4

0,4
0,3

0,25
0,03

« = 16

0,390 2

0,08
0,08

0,04
0,006

Les figures 2 et 3 représentent les fonctions u calculées sur chacun des deux
segments quand n est égal à 8.

2 3

Figure 2.

Potentiel u sur l'axe x.

Éléments droits, fonctions constantes .
Éléments droits, fonctions affines .
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1
0,9

0,8

0,7

0,6

0,5

0,4

0,3

0,2

0,1

- 2 - 1 0 1

Figure 3.

Potentiel sur la droite x = 1.

Éléments courbes, fonctions constantes .
Éléments courbes, fonctions affines , solution exacte

En comparant les différentes méthodes, on remarque donc que les éléments
courbes avec des fonctions affines par morceaux donnent de très bons résultats
avec n égal à 8, même si le'pas h est grand. Cette méthode est nettement meil-
leure que les trois autres qui, dans l'exemple 2 donnent le potentiel avec une
erreur du même ordre. Ceci correspond au résultat obtenu théoriquement.
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