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INTERPOLATION DES FONCTIONS
DE DEUX VARIABLES SUIVANT LE PRINCIPE

DE LA FLEXION DES PLAQUES MINCES

par Jean DUCHON (*)

Communiqué par P.-J. LAURENT

Résumé. — On montre comment interpoler une fonction connue en un nombre fini de points
quelconques du plan,, en minimisant (suivant le principe des fonctions-spline) une fonctionnelle
quadratique qui est en première approximation Vénergie de flexion d'une plaque mince.

La méthode est convergente dans Hz (il).

I. L'ESPACE D'mL2 DES FONCTIONS D'ÉNERGIE FINIE

Soit m un entier ^ 2. Appelons D~m L2 l'espace des, distributions sur R2

dont les dérivées d'ordre m sont dans L2 (R2). Munissops-le de la semi-norme

l/2/ 2 f \

M--( I \ D h . . . D i m v \ A
Vu im=ij*2 /

et du semi-produit scalaire

ii . . .»m=ljR2

Considérons le quotient D~m L2/Pm^t avec la norme v\->\v\m; c'est
un espace de Hubert ([6], p. 366, où cet espace serait noté BL'm (L2 (R2))).
La surjection canonique vh-^v de D~m L2 sur D~m L2jPm^.l sera notée 7im.

D'après le théorème de Krylov ([18], p. 181), les distributions appartenant
à D~m L2 sont en réalité des fonctions continues, et si Vj est une suite de
telles fonctions vérifiant | Vj |m—»0, alors il existe des polynômes piePm-l

tels que Vj+pj-^ 0 uniformément sur tout compact de R2. Il en résulte que
si |i est une mesure de Radon à support compact sur R2, vérifiant

p (t) d\i (t) = 0, Vp e Pm_u alors l'application v i-> \ v d\i de D~m L2\Pm- x

dans R est bien définie, et est continue. En particulier, si A est un ensemble
fini CL R2 et si des coefficients (Xa, a e A) sont tels que £ Xap(a) — 0,

aeA

VpePm-u alors l'application bv-* £ ^av{a) est une fonctionnelle linéaire
aeA

continue sur D m L2/Pm^i.

(l) Mathématiques appliquées, Université scientifique et médicale de Grenoble.
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6 J. DUCHON

Les distributions appartenant à D~m L2 sont tempérées. Plus généralement
d'ailleurs, toute distribution T dont les dérivées premières sont tempérées
est tempérée. En effet, d'après [12] (p. 239), il faut et il suffit que les régu-
larisées a^ç T, a>e@, qui sont des fonctions C00, soient à croissance lente,
c'est-à-dire majorées par des polynômes.

Or on a (<x*r)(O = (a * T)(0) + t.D (a * T) (0 t), 0 < 9 < 1, d'où

|*| sup

mais D (a jç T) = a ^ DT est à croissance lente : il existe un polynôme
K (1 4-1 t |2)fc qui majore | (a * DT) {t) |, alors

et a ^ I est à croissance lente.

IL INTERPOLATION D'ÉNERGIE MINIMALE : EXISTENCE ET UNICITÉ

PROPOSITION : Soit A un ensemble fini c R2, contenant un sous^ensemble
Pm^1-unisolvent^ et soit f une fonction définie sur A. & ensemble Im(f, A) des
fonctions de D~m L2 qui coïncident avec f sur A possède un élément unique f A

de semi-norme |. |m minimale.

Démonstration : Soit Ao un sous-ensemble JPm_1-unisolvent de A. Il lui
correspond une base { pa\ a e Ao } de P m _ u définie par : pa (a) « 1, pa (b) = 0
si b G Ao, b ¥= a.

Ensuite toute classe b de D~m L2/Pm_1 possède un représentant unique
nul sur A09 qui est i?— £ v(a)pa. Une classe v de D~m L2jPm„x appartient

aeAo

à nm Im ( ƒ, A) si et seulement si

y - Z v(a)pa=f- X /(a)A, sur A\X0-
a £ ylo as Ao

Autrement dit nm Im ( ƒ, A) est l'intersection des hyperplans

{veD~mL2lPm_^v(b)- X pa(fc)i?(fl) =ƒ(&)- I PAb)f(a)}
ae Ao as Ao

considérés pour b e A\A0. Chacun de ces hyperplans est fermé puisque
la fonctionnelle v\-*v(b)— £ pa(b)v(a) est continue sur D~m L2/Pm^1.

aeAo

Donc nm Im (ƒ, A) est un sous-espace affine fermé de D m LrjPm_u d'ailleurs
non vide (il existe une fonction de D~m L2 qui coïncide avec ƒ sur l'ensemble
fini A).

Il a donc un élément unique de norme minimale, soit à, dont l'intersection
avec Im (ƒ, A) se réduit à l'élément/'4 = a— £ v(à)pa+ ]T f(a)pa.

ae Ao ae Ao

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



INTERPOLATION « PLAQUE MINCE » 7

REMARQUE : La démonstration précédente reste valable si A est un ensemble
infini c R2, à condition que la fonction ƒ (définie sur A) possède un prolon-
gement ƒ s D~m L2. La proposition dit qu'alors, parmi les prolongements
possibles de ƒ à R2, il en existe un et un seul de semi-norme |. |m minimale,/ '4 .

III. CARACTÉRISATION

PROPOSITION 3 . 1 : AmfA est une mesure portée par A et orthogonale à Pm„ x

(c'est-à-dire de la forme £ Xa Sfl, où £ ka p (a) = 0, Vp e T ^ ) .
ae A

Démonstration : fA est la projection orthogonale de 0 sur nm Im (ƒ, A) et est
donc orthogonale au sous-espace vectoriel parallèle izm Im (0, A), autrement dit
(f\ v)m = 0 pour toute veD~m L2 nulle sur A.

Choisissons arbitrairement des fonctions Pa e D~m L2 (par exemple Pa e &)
telles que $a(a) = a, Pa (t) = 0 si t e A\{ a }. Pour toute ve D~m L2

la fonction v~ ^ v (a) pa est nulle sur A, donc (ƒ"*, r)m = ^ ( ƒ-<, Pfl)m i? (a).

Posons Xa = ( /^ , PJM. On a donc (ƒ>«, i?)M = £ Xa t? (a), V reZ)" m L2.
En particulier pour toute t p e ^ , ( fA, <p)m = ^ Xa (p (a).
Mais

( ƒ " . <P) = I f A , - - -OimfADu .. . Duq>

d'après la définition de la dérivation des distributions; et d'autre part
X^q>(û) = <I^8fl,<p>.

Mais V D J , , , /)2m = Àm, d 'où < ( - 1 ) mAmf\ <p > = < £ Xa Sa, cp >,
V cp G 0 , autrement dit AmfA = ( - l)m ̂  A,a 8fl.

PROPOSITION 3.2 : Si ge D~m L2 et Amg = AmfA alors g-fA e /•„-!•

Démonstration : Posons u = g—fA. On a w e / ) ~ m L 2 , donc w est une distri-
bution tempérée (§ I) et Am u = 0. Donc ([12], p. 283) u est un polynôme.
Donc aussi ses dérivées d'ordre m, qui sont dans L2 (R2). Un polynôme
ne peut appartenir à L2 (R2) sans être nul, donc u e /"„_!.

PROPOSITION 3 .3 : Posons Km (i) = \t \2m~2 Log\t\/2n (2m~l {m- l ) ! ) 2 .
Si u est une mesure à support compact orthogonale à P m _ l, on a u ̂  ^ m e D~m L2

et Am (n * A:m) = u.

Démonstration : Km est une « solution élémentaire de l'équation de Laplace
itérée » : A» Km = S ([12], p. 47). Donc À" (u * ATJ = u * A- * m = u.

Le point crucial est a ̂  Â m e D m L2.
On peut Je montrer directement, mais il est plus simple d'utiliser la trans-

formation de Fourier (notée "). Considérons une dérivée d'ordre m,

décembre 1976.



8 J. DUCHON

sôit D* (\x ̂ r ^m)» | a | = /w. Sa transformée de Fourier est le produit multi-
plicatif de la distribution Km par la fonction (indéfiniment dérivable)
x H-> (2 K ix)a fl (x). Comme *i est orthogonale à Pm-U |i a ses dérivées d'ordre
^ m—1 nulles à l'origine.

Or, parmi les dérivées de tous ordres de xŒ, seule Da xa est non nulle
à l'origine (car Z>P x* est identiquement nul si l'un des p£ est > a,-, et est propor-
tionnel à xa~P si P ^ a). Donc Z)P (x w xŒ \i (x)) (0) qui est de la forme

<ry i>
7 (xa) (0) D*~y u (0) se réduit à un terme en Z)P"a \i (0), lui-même nul

si | P | ^ 2 m— 1. Autrement dit la fonction xa \i (x) a ses dérivées d'ordre
^ 2 m — 1 nulles à l'origine.

£m est calculée dans [12] (p. 258). C'est une combinaison linéaire de A"1"1 8
et de la distribution Pf.r~2m définie dans la page 44 du même ouvrage.

Le produit de A"1"1 8 par la fonction xa fi (x) est nul,. En effet cette distri-
bution agit sur q> e <$ par q> »-• A"1"1 (x i-+ xa £ (x) <p (x)) (0). Mais la valeur en 0
d'une dérivée d'ordre 2 w —2 de cette fonction xa fi, (x) cp (x) est de la forme :

X P Y p ( où j p |
elle est donc nulle.

Étudions maintenant la distribution produit de Pf.r~2m par la fonction

xa £ (x). Elle agit sur < p e ^ par <p h+ Pf \ x |~2m xa ^ (x) (p (x) dx. Mais ici

le symbole P ƒ (« partie finie ») est inutile, l'intégrale est convergente parce que
| xa | ^ | x |m et | \x (x) | :g C | x |m au voisinage^ de l'origine : la fonction
intégrée est bornée et à support compact. La distribution en question est donc
en réalité une fonction : la (distribution définie par la) fonction
x i—> | x |~2m xa A (T). Mais \i est une fonction bornée (transformée de Fourier
d'une mesure bornée), donc la fonction | x \~2m xa £ (x), qui est déjà bornée
au voisinage de l'origine, est dominée par | x \~m, fonction qui est de carré
sommable sur le complémentaire d'un voisinage de 0.

En résuméy la transformée de Fourier de D* (\i je Km) appartient à L2 (R2),
donc aussi D* (\i iç Km) elle-même, autrement dit \i iç Km e D~m L2 .

REMARQUE : La fonction Km elle-même n'appartient pas à D~m L2.

THÉORÈME 3 : fA s'écrit d'une manière unique sous la forme :

f\t)= X Xflj<-a|2-2Log|t-a|+p(0
as A

avec pePm_t et J] kaq(a) = 0, VqePm_t.
ae A

Démonstration : AmfA s'écrit (d'une manière unique) sous la forme £ Vtt 8a,
avec ^ > ( f l ) = 0 v ^ e Pm_x (prop. 3.1). La fonction

g - (AmfA)*Km = (I>;Sj*Km = 5X* m ( . -a)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



INTERPOLATION « PLAQUE MINCE » 9

qui peut s'écrire (d'une manière unique) £ Xa | f — a |2m~2 Log 11 — a |,
ae A

appartient à D~m L2 et vérifie Amg=àmfA (prop. 3.3). Donc (prop. 3.2)
fA=g plus un polynôme de degré ^ m-l, autrement dit fA s'écrit d'une
manière unique sous la forme indiquée.

IV. CONVERGENCE DANS Hm («)

Soit ft un ouvert de R2, qu'on supposera pour simplifier borné et à frontière
lipschitzienne. Si Ak est une suite (non nécessairement croissante) de sous-
ensembles de Ù, qui « remplit » ft en un sens à préciser, et si ƒ est une fonction
définie et continue sur Cl, appartenant à l'espace de Sobolev Hm (Q),
la suite fAk des interpolés de semi-norme |. |m minimale converge vers ƒ
dans Hm(CÏ).

Le sens précis de l'expression « Ak remplit Q » est le suivant : posant
d(t, A) = inf | t — a |, on doit avoir d(t9 Ak) —• 0, V t e Q.

Ce résultat peut être montré en utilisant un théorème de convergence
de Joly [9] pour les fonctions-spline « abstraites » : soient X, Y des espaces
de Hubert et T une application linéaire, continue, surjective, de X sur F,
ayant un noyau de dimension finie. Soit Ak une suite de parties de X' ayant
la propriété suivante : pour chaque £ e X\ il existe une suite Çfc de combi-
naisons linéaires d'éléments de Ak, qui converge (fortement) vers % dans X\
Soit enfin ƒ e X, et, pour chaque k assez grand, ƒ* la fonction-spline d'inter-
polation de ƒ sur Ak, c'est-à-dire l'élément unique de X qui vérifie
? ( / k ) ^ ( A v Ç e A k J e t

|| Tfk \\Y - inf {|| Tv\\Y; veX, %(p) = £(ƒ), VÇeÀà}.

alors fk^f dans X.
On fait ici X = Hm (ft), muni de sa structure usuelle d'espace de Hubert

définie par la norme

n = ( X f i
muni de la norme || v \\Y = inf { | w |m; w e D~m L2, w | n = v } et T = la
surjection caninique de Hm (Q) sur Hm (Q)/Pm-V

La continuité de T vient du fait que Cl a la propriété de m-prolongement
([11], p. 80) : il existe un opérateur linéaire continu P de Hm (Q) dans Hm (R2)
tel que P u |n = t/, v u e Hm (Q). Ensuite

Ainsi toute fonction de Hm (Q) est la restriction à Q d'une fonction de
Hm (R2) c= D~m L2. Réciproquement, la restriction à Q d'une fonction de
D~m L2 appartient à Hm(Q) [une distribution dont les dérivées premières

décembre 1976.



10 J. DUCHON

sont dans L2 (Q), V Cl borné cz R2, est elle-même dans L2 (Cl) et même dans
Lp (Cl) pour tout p fini, [11], p. 181]. On voit alors que l'application u n i "
de Hm(CÏ)/Pm^l dans D"mL 2 / i>

m_ 1 qui, à des fonctions définies sur Cl,
associe leurs prolongements de semi-norme |. |m minimale, a pour image
exactement l'orthogonal de nm Im (0, Cl) dans l'espace de Hubert D~m L2/Pm„l9

et cette application est une isométrie. Ceci montre que Y est un espace de
Hubert, avec || Tv \\Y = inf { | w |m; w \Y = v }, V v e Hm (Cl).

Enfin on pose Ak = {ea; ae Ak], où ea est la fonctionnelle linéaire
continue définie sur H2 (Cl) (<^ C (Cl)) par i>i—•u(a). La condition de Joly
s'écrit ici : pour toute Ç e Hm (Q)', et pour tout r\ > 0, il existe un entier k0

tel que, V k ^ k0, il existe Çk e Hm (Cl)', de la forme Çk = £ >.a sfl, telle que

11 £*-£ | |H-(Q)' = t l ' c'est-à-dire \£>k(v)-Z>(v)\ ^ n, V ^ e l a boule unité B
de / / " (Q).

Montrons que cette condition est vérifiée si d(t, Ak) —• 0, V t e Cl. D'abord,
l'ensemble { efl; a e Cl } est total dans Hm (Q)', donc toute {• e Hm (Cl)' peut
être approchée à T|/2 près par £ Xfl efl, où A est fini e Cl. Pour chaque

point a e A, il existe une suite a'k s Ak vérifiant a'k —> a. La boule unité B
de Hm(CÏ) étant un ensemble équicontinu de fonctions sur Cl [l'injection
# m ( Q ) ĉ  C(CÏ) est compacte, [11], p. 107], on a sup | v (a'k)-v (a) \ -^ 0,

veB

c'est-à-dire eOk —• ea dans Hm (Cl)' (fort). Alors £ Xa za'k —• £ ^ ea dans

Hm (Cl)\ et, posant ^ = £ Xa 8fl̂ , il existe A:o tel que

donc I I ^ - É H ^ H , V * ^ * 0 .
On a donc le :

THÉORÈME : Soit Cl un ouvert borné <= R2 à frontière lipschitzienne, soit Ak

une suite de sous-ensembles de Q, telle que lim inf \t — Ö | = 0 , y / e Q .

Soit enfin ƒ e T/"1 (Q). Alors la suite f'Ak des (restrictions à Cl des) fonctions
de D~m L2 vérifiant fA* = ƒ sur Ak et

\f4h\m = inï{\v\m; ve D~m L2, v =f sur Ak}

converge vers f dans Hm (Cl) fort.

V. EXTENSIONS

On a considéré seulement, pour simplifier, Y interpolation de fonctions
de deux variables dont on connaît des valeurs ponctuelles. Mais :

1° Si, au lieu de minimiser | v |m sous les contraintes d'interpolation
*> (à) ~ /(<0> on choisit de minimiser e | v \?n+ ^ | v (a)—f (a) | 2 , e > 0,

ae A

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



INTERPOLATION « PLAQUE MINCE » 1 1

on obtient une « fonction-spline d'ajustement » qui est encore de la forme

X Xa\t-a\2m-2Log\t-a
aeA

où p e Pm-i et £ Xa q (a) ~ 0 V g G Pm-X. Les coefficients Xa et le polynôme p
sont alors donnés par le système

f(a\ VaeA,

teA

2 m - 1 ( / « l ) ! ) 2où Cm = ( - l ) '»27c(2 m - 1 ( /« - l ) ! ) 2 .

2° En dimension quelconque n, on peut encore minimiser la semi-norme

à condition que m > n/2. Les fonctions | t |2m 2 Log | 11 doivent alors être
remplacées par | t \2m~n si n est impair, par | t |2m~n Log \t\ si « est pair.

3° Les données à interpoler peuvent être non seulement des valeurs ponc-
tuelles ƒ (a), mais plus généralement les valeurs \it ( ƒ) de certaines distributions
à support compact, d'ordre ^m — 2 [les \it sont alors des fonctionnelles
linéaires continues sur Cm~ 2(R 2)] . On obtient dans ce cas des fonctions-
spline de la forme :

où pePm^x et V >
iel

4° Enfin, les espaces D~m L2 peuvent être remplacés par D~m Hs, où H est
(pour s < n/2) l'espace de Hubert des distributions tempérées v sur Rn dont
la transformée de Fourier v est une fonction vérifiant

\
J R

On obtient alors (supposant s > — m + n/2) des fonctions-spline de la forme

où pePm^l et £K<ï(à) = 0, VqePm-i (sauf si n — 2s est entier pair,
auquel cas | t-a ^ 2 s ' n est remplacé par | t-a |2m + 2s~n Log | t-a \ ).
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étçjidue à tout l'espace, au lieu d'un domaine borné, ce qui simplifie consi-
dérablement la caractérisation et le calcul.

La méthode étudiée ici (avec m = 2) a été utilisée par des ingénieurs [8],
sous le nom de « surface spline ».
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en utilisant la théorie des noyaux reproduisants de L. Schwartz [13].
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