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RESOLUTION NUMERIQUE
D’'UN PROBLEME D’ECOULEMENT SUBSONIQUE
DE FLUIDES COMPRESSIBLES

par J. Roux (1)

Communiqué par P.-G. CIARLET

Résumé. — Le probléme de I'écoulement subsonique de fluides compressibles autour de
profils symétriques est ramené a la résolution d’une inéquation variationnelle a coefficients
dégénérés sur le bord du domaine. Des éléments finis particuliers sont utilisés pour la résolu-
tion numérique.

I. PRELIMINAIRES

On présente, dans cet article, une méthode de résolution numérique
d’un probléme de dynamique de fluides. La recherche de la solution est
ramenée a la résolution d’une inéquation variationnelle par H. Brézis et
G. Stampacchia [1].

On rappellera donc briévement ici I’énoncé du probléme.

On s’intéresse a 1’écoulement plan, stationnaire et irrotationnel d’un fluide
parfait compressible autour d’un profil convexe symétrique. Dans le plan
physique de [’écoulement rapporté aux coordonnées (x, y) on utilisera
les notations suivantes :

- .

g = vecteur vitesse de composantes u et v;
g,, = vecteur vitesse a I’infini;

g9 =|q|;

p = densité;

P, = densité a Pinfini;

¢, = vitesse locale du son;

p = pression.

L’équation de continuité permet de conclure & I’existence d’une fonction Y
appelée fonction de covrant et définie par

?_‘k= pu,
dy

oy

b—x“_‘ pvn

(') Université de Paris-Sud, Bat. 425, Orsay.
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32 J. ROUX

Le vecteur vitesse g est caractérisé en tout point par son module et par
I’angle 6 qu’il fait avec une horizontale fixe. On notera Z la transformation
qui fait passer du plan physique (x, y) au plan de I’hodographe (g, ).

(x, y) = (q(x, ), 0(x, y))

A condition de supposer la transformation Z réversible (on pourra
consulter [7] pour avoir des conditions suffisantes pour que cette hypothése
soit vérifiée) on peut effectuer le changement de variable consistant & prendre g

Plan physique

91 o 8, ©

Plan de I'hodographe
Figure 1.
et 8 comme variables indépendantes. On obtient alors I’équation du mou-

vement vérifiée par Y dans le plan de I’hodographe (équation de Tchaplyguine)
et en posant,

c= J‘ P ds, ¢))

q S

(202

k=120 ®)

p

cette équation devient :

k‘l’ee'*“l’cc =0. (3)
Nouvelle formulation. — Le profil 2 est supposé symétrique par rapport

a I’axe x’ x qui porte c;w et on considére des écoulements symétriques autour
de 2. On se restreindra donc a I’étude dans le demi-plan supérieur. Soit 7
la transformation (x, y)+ (o, 0). Le profil & est transformé par 7' en
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SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 33

une courbe I' d’équation ¢ = /(0) enti¢rement située dans le demi-plan 6 > 0
si I’écoulement est totalement subsonique, ce qui sera le cas par la suite
(voir fig. 1).

On désigne par 8 = 0 (P) ’angle que la tangente en P € 2 forme avec x' x
et par R (0) le rayon de courbure algébrique de 2 au point P. On introduit
les notations suivantes :

H = demi-hauteur du profit,
% = 0(4);
9, = 0(B); .
u(®, o) = ‘Ek/q)\lldc pour c < /et 6, <6 < 0y;
1(8)
D ={[6,06],0>1(0)etd, <0 <8,}/{[0,0],0=0, };
Q ={[6,0],0, <O <Byetc >0}

La fonction u vérifie alors :

1 [ q?
| Ug Js+ugg+u =—R dans D, )
q

u=0 sur I, , (4)
gradu=0 sur I, \
u(0,0)=H pour © =G, :

THEOREME | : Si pour tout P de P on a R < 0 alors la solution u de (4) est
solution de l’inéquation variationnelle :

VoeKy, al(u, u);J R(v—u)g*dddo. (5
Q
ou
a(u, u)=j q2<.l.uau¢,+ueve—uv)d9do',
Q k

V={v|qveL2(!2), quee I2(Q), \—;TUQGLZ(Q) et v =0 sur Q
k

Ky={veV|v20 et v(,06)=H pour 6 20, }.

Il existe u unique solution de (5).
Le lecteur pourra consulter [8] pour la preuve de ce théoréme.

II. APPROXIMATION DE L’ESPACE V

DEFRINITION 1 : On appelle approximation interne d’un espace normé V
Pensemble constitué par une famille de triplets { V., py, ry }, out :

(i) V, est un espace normé inclus dans V;
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34 J. ROUX

(i1) p, est un opérateur linéaire continu de V, dans V;
(iii) r, est un opérateur linéaire continu de V dans V,;
(iv) h un parameétre destiné a tendre vers 0.

DEFINITION 2 : L’approximation { V), p,, r, } de V est stable si les normes
des opérateurs p, et ry :

l[pall =" Sup [ pyuy
Iluhl|h<1

il = S“P [l 7w )i
||"|I<1

sont majorés indépendamment de h.
DEFINITION 3 : L’approximation { V,, p,, r, } de V est convergente si

YueV, limp,r,u=u
h~0

dans V fort.

PROPRIETE 1 : Soit { V), py, r, } une approximation stable de V. Pour que
cette approximation soit convergente il faut et il suffit que

m |ju—p,r,uf| =0
h—0

pour tous les u d’un sous-espace dense ¥~ de V.

Dans ce qui suit on va démontrer que D (Q), espace des fonctions indéfi-
niment continiment différentiables et a support compact dans Q est dense
dans ’espace ¥ muni de la norme :

P

il
nvnv=(||qvnwm+ a
\/ ”Lz(ﬂ)

Soit Q un ouvert de R2, on notera :
Lz (Q) l’ensemble des fonctions mesurables et de carré intégrable pour

' 172
+||qve”L2(m> .

la mesure x* dx dy, muni de la norme || u ”L,ZAQ) = <J | u(x, ) |2 x» dx dy),
Q

V,(Q) I’ensemble des u appartenant a L? (Q) tels que I’on ait

“er@ e Mer 2 (Q),
dx

V,(Q) la fermeture de D (Q) dans V, (Q).
Les résultats suivants (lemme 1 et théorémes 2 et 3) ont été obtenus par
P. Grisvard (cf. [6]) pour un espace légérement différent ou le poids intervient

pour la fonction et pour toutes les dérivées. Nous donnerons ici sans démons-
tration les résultats pour I’espace V.
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SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 35

LeMME 1 : Soit Q = R*>* = {(x,y), x 2 0}. Soit € (IxR) lespace
des distributions @ support dans Ix R telles que I soit un compact de 10, oof.
Alors Vu (Q) est la fermeture de V, (Q) N €' (IXR) dans V, (Q).

THEOREME 2 : Soit Q = R**. Alors si I'on a p <1, V,(Q) est formé
des fonctions de V, (Q) telles que u (0, y) = 0.

THEOREME 3 : Soit Q = R? tel que Q@ = {(x,y) |y > 0 et xo < x < x, }.
Désignons par V (Q) I’ensemble des fonctions de L* (Q) telles que du/dx € L* (Q),
(l/\/}) (Ouloy)e L* (Q) et u = 0 sur 0Q. Alors D (Q) est dense dans V(Q).

Soient 0, o, k, et Q définis comme dans 7 et

Q) = {UELZ(Q), vel2(Q), ;*:eLZ(Q) et y=0 sur aa}.
k

S

LEMME 2 : Au voisinage de 6 = 0 on a k équivalent a Ao.

Pour ¢ voisin de ¢, on a ¢ ~ p, [(c,—q)/c,], p. désignant la densité
au point ¢ = ¢,. D’autre part k est équivalent pour ¢ petit & 2 o/p? et ceci
achéve la démonstration du lemme avec A = 2/p3. On en déduit comme
conséquence directe le théoréme suivant :

THEOREME 4 : D (Q) est dense dans 17(9).

THEOREMF 5 : D (Q) est dense dans V.

Pour tout domaine Q' borné inclus dans Q Jes normes de ¥ et de ¥ sont
équivalentes. En utilisant une suite tronquante on montre que l’ensemble
des fonctions de 7 a support compact forme un ensemble dense dans ¥ muni
de la norme :

4y,
Jk
REMARQUE : Ce résultat est particulierement important pour l’approxi-

mation numérique puisqu’il ne sera possible que de considérer des domaines Q
bornés.

lulle =1l qullt: @+ que || @+

L2 (Q)

Approximation de I’espace V' par des éléments finis

On va, dans ce paragraphe, définir un espace de dimension finie ¥, réalisant
une approximation interne stable de ’espace ¥, il faudra en particulier que

les éléments de ¥, satisfassent & la condition v/,/c e L? (Q).
On définit le domaine :

QL={[9,0']|91<9<30 et 0<o<L<+w},

décembre 1976.



36 J. ROUX

et on note v la partie de la frontiére de Q ol I’on a, soit 8 = 0,, soit 6 = 0,
soit 6 = 0; et v le complémentaire de y dans 0Q. D’autre part soit

V, = {v{qveLz(Q,_), quee L2 (Q,), ~q,—v,eL2(Q,_) et v=0 sur y}.
Jk

Dans tout ce qui suit on notera
ol =1lvile

4,
Jk

Etant donnés des paramétres # > 0 et h, > 0 destinés a tendre vers 0,
on associe & (4, #,), un recouvrement de Q, par des rectangles R, tels que :

(i) tout rectangle R, du recouvrement a une largeur égale a 4’ et une longueur
égale a A,

(if) deux rectangles distincts R, et R} du recouvrement ont :

— soit une intersection vide,

— soit une intersection réduite a un sommet commun,

— soit une intersection égale a un c6té commun en entier;

(iii) la droite d’équation 6 = 0 et les rectangles R, ont :

— soit une intersection vide,

— soit une intersection réduite a un c6té ou a un sommet du rectangle.

loilz =l qv L2+ 9vel|Lz cany +

L2 (Qr)

L’ensemble des points de discrétisation de Q, est noté Q, et ’ensemble

des points de ©, intérieurs a Q, ou situés sur y est noté Q,. On désigne par Q
I’espace des fonctions de la forme :

p(6, o) = cx9+l3c7\/o+790\/0'+6,
a, B, v, & étant des constantes.
REMARQUES : (i) Comme dp/dc = (3/2) \/G (B+v9), sur tout domaine S
borné, la quantité | [(1/,/c) (6p/6c)]* est finie;
s

(ii) Si p est une fonction quelconque de I’espace Q et si on lui associe
I’ensemble Z formé par ses valeurs aux nceuds de la discrétisation, il est facile
de voir que ) est Q-unisolvent suivant la terminologie classique (¢f. [2] et [9]).

Détermination des fonctions de forme

1

Soit a,, € Q,, de coordonnées 0, = it’, o, = ) h. On désigne par w,,
=1

la fonction dont la restriction a chaque rectangle du recouvrement est dans Q

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Operarionnelle



SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 37

et est telle que
Wi (aij) =1,
w;;(ak) =0 pour (i, j)# (k, 1)
Le support de la fonction w;; est constitué par les quatre rectangles dont un

des sommets est a;;. La restriction de w;; a chacun de ces quatre rectangles
est la suivante :

R > :
PP ISR VP VG L NL TSI
Sj+178 Sj+1=8;  k(Sje1=8)) Sj+175;
wiz‘j=—i— 9_(1'.4_1) G\/G + 90'\/& +(i+1) Sj+1 ,
Sjt1—5; k Sie1—S;  k(sjy—s;) Sjp1—S; (6)
.- _
i 0 .
aty= 9 Oy OV L VO gy e
sj=Sj-1 K Sj=8j-s  k(s;=5;-1) §;=8j-1
$j—Sj-1 k Si—Sj-1 k(sj—sj+1) Sj—Sj-1
ou

J 3/2
SJ- = (IZ] h1> .

LEMME 3 : Les fonctions w;; sont continues sur Q;.

11 suffit pour cela de regarder la valeur des fonctions w;#; sur chacun des cotés
des rectangles de la discrétisation.

LEMME 4 : Les fonctions w;; appartiennent & V.
Les fonctions w;; appartiennent a I7(QL) et donc a V.

DEFINITION 4 : On définit I’espace V,, comme Pespace des fonctions v, vérifiant
les conditions suivantes :

chaque rectangle R, est une fonction de Q;
Y est nulle.

(i) la restriction de v,

a
(ii) la restriction de v, a

THEOREME 6 : V), est un sous-espace de dimension finie de V.
Ceci est une conséquence des lemmes 3 et 4.

DEFINITION 5 : Soit r, Popérateur de V — V, qui ¢ ue %° (Q) n V associe
la fonction r,u de V, définie par

VaijEQ, r,,u(a,-,-)=u(a.-_,-).

r,u s’appelle interpolée de u.

décembre 1976.



38 J. ROUX

On munit alors ¥, du produit scalaire suivant :

(uy, vp)) = f (rnqu,) (ryqu,)d8drl

Qr

+JQL(r,, qug) (F, qUe) dOdc+J r (\/_k ue)r,,(\/ )dedo-

ConcLusioN : 1° Les fonctions de ¥V, égales a 1 sur un certain sommet
appartenant a Q, et nulles sur tous les autres forment une base de ¥,

2° L’espace V), constitue une approximation interne et stable de I’espace.

Un type de coordonnnées adaptées au probléme (coordonnées rectangulaires)

Soit P un point de R? appartenant a QL. Il existe un rectangle de la quadran-
gulation, R, et un seul tel que P appartienne a R,. Soient A4,, A,, 4;, 4,
de coordonnées (8;, 5;), i = 1,4, les sommets de R,.

THEOREME 7 : P étant donné, appartenant a Q, et A, A,, Ay, A, définis comme
précédemment, il existe quatre nombres réels h; = k; (P) tels que si P a pour
coordonnées (8, o) on ait

0 /o= ¥ hoi /o,

. (7
06 /o= A0.0; /o,
0-\/0' i;[ i 161\/0',-

De plus les \; sont déterminés de fagon unique. Les \; sont appelés les coor-
données rectangulaires de P par rapport au systéme A, A,, A3, A,.

Les A; vérifient

i A’((91_—0) =0’

i=1

i M(oiJoi~o/o) =0, ®)
i=1

4 - —
Z 7";(9161\/0,-96\/0)=
i=1

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 39
Etant donnés quatre scalaires u,, u,, u;, 4, et un rectangle R de sommets
Ay, A, Aj, A, il existe une fonction u et une seule appartenant a Q telle que

4
u (A;) = u;. De plus pour tout point P de R, u (P) s’écrit comme Z u; A; (P).
i=1

Estimation de certains coefficients

Soit M la matrice du systéme (8) et B = (b;;) la matrice inverse de M.
On considére le rectangle R dont les sommets 4, 4,, A3, A, ont respecti-
vement pour coordonnées (0, o), (¢, o), (6/, ¢’), (6, c’). On note :

: =05,
h = c'\/g;—c\/c;,

h' =60"-0.

Alors on obtient les résultats suivants :

1
M3— ;ﬁ,'
1
b23=—ﬁ,
®
1
b33 W,
1
43__hﬂh’,
z+h 0+k
by =—"—, bj,= —,
11 Wi 12 Wi
z+h 0+k
bu= 2, bp= 7,
hh hh (10)
z 0
by =——, byy=——,
T 27
z 0
by, = —, by,= —.
41 aY a2 W

Propriétés différentielles

Soit D l'opérateur gradient. Par différenciation des résultats précédents
on obtient :

™Ms
>
=
|
[}

(11

-
il
-

décembre 1976.



40 J. ROUX
et

— =by+b,z=—. (11

Calcul de I’erreur d’interpolation pour une fonction u de C3(Q)

On pose
w(0, z) =u(b, o),

wy (09 Z) =Ty u(e’ G)y

w appartient & C? (Q). On va comparer w et w, sur chaque rectangle R de
la quadrangulation de sommets A4,, 4,, 43, A*. D’aprés la formule de Taylor
on a

i
w(4y) = w(P)+ D;w(P)g; ;+ 5 Dy (P&, i s
ou
E.u' = (Fn.i, &2,.‘) = PAis

et ou P; est un point du segment PA;.
On a également :

4
w,(P)= Y M(PYw(A), (12)
i=1

YA Djw(P)E; ; =0.

Il résulte donc de ce qui précéde que

1
wy(P) = w(P)+iDj,kw(Pi)E.»j,i§k,ia

et donc
iwh(P)_w(P)‘ = (Zk Dj,klw(Pi)'z)llz |E.-j,i|-|§k,il,
Js
ou encore
sup | w, (P)—w(P)| £ C,(w) p* (h, h'), (13)
ou

p(h, K)y=sup(h, k).

On s’intéresse maintenant 4 une estimation d’erreur concernant la dérivée
de w. En différenciant (12) on obtient :

4
Dw,(P)= )Y w(P)Dx, (14)
i=1

4 R .
+Z Djw(P)Eaj,iDAi"'éz D; w(P)&;, &, i DA,
i=1 i=1
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SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 41
En vertu de (11) le premier terme du second membre de 1’égalité est nul.

On va montrer que le second terme n’est autre que Dw (P). 1l suffit de prouver
que

(-—i, D;jw(P)E;,; DM), PA, = Dw(P). PA,.
En utilisant (9) et (10) on obtient :
(i Djw(P)E; Dx,.>, PA, = Dw(P).PA,
En utilisant (14) on a le résultat suivant :
| Dw,(P)— Dw(P)| <é .~>; | DA|.| Dj xw(P)E; & |

< C,(w)| DM p* (h, k),
mais d’aprés (11°) :

i DA'iI < ’ ! "’
p'(h, h')
ou p’(h, k) = inf (4, k), et on obtient :
' pZ(h, i)
sup ess| Dw,(P)— Dw(P)| £ C,(w)~—>—= (15)
peQ p' (h, h")

Soit maintenant D I’opérateur de composantes :

2 12
6x’$6y’

l_au_ 1 owadz 3 ow

Jo % Joozds 2 oz
THEOREME 8 : Pour toute fonction u € C* (Q), si In désigne par u, la fonction
interpolée de u définie par
VMEQh, uh(M)=“(M),
alors
Sup |up(P)—u(P)| < Cy(u)p*(h, 1),

h, b
SuppeSSsIDuh(P) Du(P)| < C, (u )"—EhT:

ConcLUsION : L’approximation ainsi définie de I’espace V, est stable et
convergente dés que la quantité o (h, A') = sup (p (A, h)/p (h, ")) reste
bornée quand p’ (4, A') — 0.

décembre 1976.



42 J. ROUX

Calcul de D’erreur d’interpolation pour une fonction » de 172 (€)), ou

e @y, —(i a—“)eL’ @),
0x VY dy
2
5( ! au) e’ (Qy), — “3 ,\-GLZ(QL)}~
dy \/y dy \ﬁ, dy ox
REMARQUE : ¥, (©)) est inclus dans H?(Q,), on en déduit que ¥, (0H)

est inclus dans C° (Q,). On peut donc définir pour tout u € v, (©2,) une fonc-
tion r,u interpolée de u.

i;2 Q)= { ue V(QL)

LEMME 5 : L’injection de VZ (Q,) dans V, est compacte

Posons, pour u e 171 «Q),
ou 1 Ou

1=6—x’ 2—\7}]5

alors w = (wy, wy) € [L2 (Q)]? et si ue ¥, (Q,) alors we [H Q)]
L’injection de H' (Q,) dans L? (Q,) étant compacte on en déduit le résultat.

THEOREME 9 : Soit P = { fonctions de la forme o x+B y \/y+y xy /y+8 }t
1l existe une constante C (K) telle que pour tout compact K — Q, et pour tou.
opérateur T linéaire continu de V, (K) dans V (K) vérifiant tout v de P, w v = v,
on ait la majoration :

VoeV, @), [lo=roll, < CliI=nlle@.70l0]a

oil
o=
o]z = Fulr E(L ﬂ’) ’
2 0x? |2y | 0x \/;, dy /|| L2 @p)
1 a9 ovlf a( 1 au) 2
— == Hl o — =
\/y dy ox|ltzap) ||y \/y ay JilLz @

Moyennant le lemme 5 et le changement de variables z = y \/; ce théoréme
et le suivant sont obtenus par le méme raisonnement que dans [2] et [9].

THEOREME 10 : Soit K un rectangle de Q,. Avec les mémes notations que
dans le théoréme 8 on a le résultat suivant :
(’"“_"'_)| 1o

Vvel; Q,), lv—=nv|, £
2(Q) I |1_ nf(h, 1)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



SUR UN PROBLEME NUMERIQUE DE LA MECANIQUE DES FLUIDES 43

REMARQUE : Dans un travail simultané, Ciavaldini et Tournemine (cf. [3])
donnent également une estimation de la convergence de la solution approchée u,
obtenue quand on coupe le domaine Q a la distance L, vers la solution u
du probléme correspondant a Q infini.

III. TRANSFORMATION DU PROBLEME EN UN PROBLEME DE RECHERCHE
DE POINT DE SELLE

Soit Ky, = {veV, |v(0,0) = H pour 6 2 6, v(6, L) = w(6), v 2 0}
ou w est défini par

w= Acos0+ Bsin9,
avec

(] (]
A= j Rsin0d0, B=I —Rcos8d6 pour 8e10,, O[,

8 L1

[:1) 8o
A=—J Rsin 0 d6, B=J Rcos0dB pour 8e]0, 0,[.

PROBLEME Py : Trouver ue Ky, tel que Y ve K,,, on ait (avec les notations
de I) :

a(u, v—u)gJ‘ R(v—u)q*dodo.

Qp
On définit J (v) = a (v, v)—Zj Rvg’db do.
Qr,
PROBLEME P, : Trouver ue Ky, tel que

J(@) = inf J(v).

veKyry
Soit Ky, = {veV, |v(0,06) = H pour 6 2 6., v(0, L) = w(6) }.
PROBLEME Py : Trouver ue K'y, tel que
J(u)= inf sup  (J(v)—(p, qv)).
veKuL "pe(L?(QL)*
THEOREME 11 : Les problémes Py, P,, Py sont équivalents et admettent une
solution unique.

P, équivalent a P, est un résultat bien connu, de méme que [’existence et
’unicité de la solution de P, (cf. [8]). D’autre part 1’équivalence de P, et de P,
résulte du fait suivant : si v est négatif alors

sup(J(v)—(p, gv) = + 0 donc inf sup (J(@)—(p, qv))
veKur (pel2(Qp*

n’est certainement pas atteint pour v < 0.
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IV. DESCRIPTION DU PROBLEME APPROCHE

On définit ¥, comme en II et,
K}y, = {veV,|v,(0, 6) = H pour ¢ 2 6, 0,(0, L) = w,(8) et v, 20},

ou w, est la fonction de ¥, interpolée de w. K}, est définie de fagon analogue
a K}, . Soit
Lh : Vh d R,

v,,i—»f R, v, g} d0do.
QL
ol R, g2 désigne la fonction interpolée de R2.

PROBLEME P, : Trouver u, € Ky, tel que

Jy(uy) = inf sup (Y () = (Pus Gr0n)

VhE K;!'L prne(L2(Qr))*

Ju(vp) = a(vy, v,) =2 L (vy).

Pour les mémes raisons que dans le cas continu ce probléme admet une
solution unique.

Soient u et u, respectivement les solutions des problémes P, et P,,, on se
propose de calculer || #—u, ||,. Par une méthode semblable, mais faisant de
plus intervenir ’approximation de f; a celle utilisée par R. Falk [5] on obtient
le théoréme suivant :

THEOREME 12. — Soient u et u, les solutions des problémes P et Py, a et M
respectivement les constantes de coercivité et de continuité, alors

) 1 .
”“—“hilvéE{M”““"h”ﬁ(M2||““"h”12/) (16)

+4[|f~Au |2 o fu—vi|
+fimAu|u—v|+|f=fu] Joa—v |1}
Supposons que u appartienne a C* (Q,) et choisissons pour v une fonction

dont u, est I’interpolée et pour v, I’interpolée de u. D’aprés le théoréme 9
on a

p*(h, h')

p'(h, b’
|uh_v| é Cl Pz(h’ h,)’
ju—v,| =Cyp*(h, 1)

||u—ova]ly < Cs
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De méme si fe C*(Q) on a |f—f, | £ C, p* (h, '), d’autre part :

|[f—Au| =J f%(8, 6)do do,
Q-D

(D étant lintérieur du domaine ou I’équation Au = f est vérifiée), on peut
donc en déduire, en utilisant le fait que p/p’ > 1 le théoréme suivant :

THEOREME 13. — Si u et f appartiennent a@ C3 (Q), alors il existe une cons-
tante B = P (o, M) telle que u et u, étant les solutions des problémes P, et Py,
on ait

p*(h, h')
p'(h, h)

D’aprés le théoréme de densité démontré en II, on peut déduire du théo-
réme 13 le théoréme 14.

[u—uplly < B(a, M)

THEOREME 14. — Soient u et u, les solutions des problémes P, et P,, alors
u—ualf 0,
h—0.
Nous nous proposons maintenant de décrire la résolution numérique du
probléme P, : l’algorithme utilisé est celui d’Uzawa (¢f. [4]). Ceci revient
a construire deux suites d’éléments u, € K}y, , ppe L* (Q,)*, ainsi définies .

on part de p? € (L* (Q,)*) quelconque, on calcule u?, p}, u}, ... par : p;
étant connu, on détermine u} comme I’élément de Kj;, qui minimise :

Jw(0s) — (g Vn> 94 P)-
On définit ensuite :
n+

pitl = Tr2 gy + (Ph—Pn an up),

ou m est opérateur de projection.
En ce qui concerne la détermination de u?; p? étant connu, on pose
h h

ultt = ul—p, S, (Aul—R,q2 — pugd) (n

ol p, sera précisé ultérieurement, et S, est I’isomorphisme canonique de V),
sur V. Soient

Ké',_={v,,eV[v,‘(0, 6) =0 pour 6 =06, v,(0, L) =0 et v, 20},

B, = base des fonctions de ¥, nulles sur les sommets appartenant au
segment 8 = 0 et L > 0= o et ausegment c =L, 8; <0 £ 0,. Alors la
résolution de (17) est équivalente a la suivante :

vV 8,€B,,
((”;:Jr Y 0 ))vi = (uy, 0))vs—p1 (Aus—R, qi - qf Prs Oz Q) (i8)
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D’autre part ’algorithme décrit par (18) permet de déterminer la solution du
probléme suivant :

Trouver u, € Kj, tel que

Vo,eKpr, auy,, u,—v,) = J (Ry q:—‘h% py)dbdo.

Qr

ou encore trouver u, € K}, tel que
r

VO,eBy, a(u,, 8,2 (Ryqr—qs Pn)6,d8do.
J QL
ce qui s’exprime en changeant 6, en —6, par

vO,eBy, a(uy, 0, = o (R, gz —q; p) 0, d0 do.
o L

L’algorithme décrit va donc permettre de déterminer la solution du probléme
qui nous intéresse. D’aprés [4] P’algorithme précédent converge i condition
de choisir p, tel que

|| 1—p, 5_1A||$(V)§B< I,

et p, suffisamment petit.

Figure 2.
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Résultats numérigues

On utilise 1’algorithme précédent dans lequel on choisit p; = 1.

Pour les premiers essais on choisit g, = 100 m/s. Le temps de calcul est assez
important (30" £ T < 2') pour une précision relative de ’ordre de 1074,
Les graphes suivants donnent « en fonction de 6. On remarque que les solutions
croissent trés rapidement au voisinage de 6 = L = 2,26 (la vitesse en ce point
est égale a 10 m/s) (fig. 2).

Détermination de la frontiére libre

Le graphe suivant représente un essai de détermination de la frontiére libre
Pour cela on trace un ‘ aux points ol u est supérieur a4 p; et un w aux points
ou u est inférieur a u, (fig. 3).

[ERN R R RA RN

Leeerred

+0,53

p1 = 01

vp =-0,05 ® =°_]
o = 0,34 e
Figure 3
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Variations de la vitesse initiale

Les graphes suivants représentent les variations de u (8, o) pour différentes
valeurs de la vitesse initiale.

0':0,42{// \!j
el —
024IL+ r " [ —
20T : 1
S A I
oo — e
o 7 N
on[ 1o i \:“ I S

PR R
ot T
S —— ! ; I 1
008 ——— —
c=00al 1 T 1] P S R I O
=-03rd =0 8=-03r3
Figure 4.

q; — 200 m/s (nombre de Mach ~ 0,6). p, décroit réguliérement de 600 a 200 (quand o croit).

4

=008 =] L1
1 T 1
O’OGGI;{ N 1
0.051 F——— R
=SS S e
0,023 ——F—+— 11—
! —T T 1 I} il T T L
0016 — {717 /\\
 —— —— ——— - D W s — —
001 —————
0007 —f—1T 17
I S S — | W O MR W S
0,004 17 ) | 11
-0,0004 [——F—— — ——— —
o =9 | A — 1 I ; T 1 T 1 T 1}
6=-03rd 86=-0 6=03rd
Figure S.

q: = 300 m/s. p, décroit régulitrement de 1000 a 550.
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Figure 6.

¢ = 320 m/s (nombre de Mach ~ 0,9). p, décroit régulitrement de 1200 a 750.

Dans ces deux derniers cas on constate que le graphe présente une anomalie
pour 0 petit, ¢ voisin de g,. Il est probable que pour g, voisin de C,le probléme
devient transonique et la formulation utilisée non valable, en particulier la
condition u (8, 0) = 0 devient abberrante.

CONCLUSION

La résolution numérique de I'inéquation variationnelle est satisfaisante
cependant l’interprétation physique des résultats obtenus est trés difficile.
Ceci est di d’une part a la difficulté de ’approximation de la frontiére libre
et d’autre part au fait que le probléme est ramené & un probléme dans le plan
de I’hodographe. Il reste donc de nombreux points a résoudre, et notamment,
déterminer la précision avec laquelle on peut espérer connaitre le résultat dans
le plan physique (quand toutefois la transformation permettant de passer du
plan physique au plan de I’hodographe est effectivement réversible) : par
exemple, lorsque la vitesse a I’infini g, est proche de la vitesse du son, la distance
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dans le plan de I’hodographe entre les points (6 = 0,6 = ¢,)et (6 = 0,0 = 0)
est faible (o, est la valeur de 6 pour g = g,) alors que dans le plan physique
ceci correspond a une distance variant de quelques métres a 1’infini.

La méthode a été testée pour un profil constitué d’une partie d’une ellipse
et aussi pour le NACA 0012. Pour g, supérieur a g les solutions numériques
ne sont plus statisfaisantes (en certains points, v reste négatif). La comparaison
avec les résultats connus actuellement, surtout de nature expérimentale
permettent de conjecturer que § est en réalité la vitesse critique. (On obtient
par exemple pour le NACA 0012 : § ~ 0,71.)
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