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UNE METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE
DE CERTAINES EQUATIONS INTEGRALES

DE TYPE HAMMERSTEIN

par Paul SABLONNIERE *

Communiqué par P.J. LAURENT

Résumé. — On utilise la technique du plongement invariant pour résoudre numérique-
ment certaines équations intégrales de type Hammerstein, le paramétre étant la borne supérieure
de lintégrale. On en déduit un systéme d’équations différentielles que l'on intégre par des
méthodes numériques classiques.

I — INTRODUCTION

1.1. — Soient [4,b] un intervalle de IR, C [a,b] 'espace de BANACH des fonc-
tions réelles continues muni de la norme du maximum. On cherche i résoudre
I’équation intégrale :

1) Y@ =£) + X 52 K(1,5) ¢ (s.p(5)) ds

avec les hypothéses suivantes :

H1) f est une fonction réelle continue sur [a4,b] et K une fonction
réelle continue sur [a,b] x [a,b].

H2) Pour tout fe C[a,b] et tout r > 0, on pose :
D(fr)={(su) e R?la<s<b et f(s) —r<u<f(s)+r}
B(fry={yeClab]l lly—fll <r}

On suppose que ¢ (s5,u) est une fonction réelle continue sur D (f;r) et

posséce une dérivée partielle g—¢ (s,u) (notée ¢’ dans la suite), lipschitzienne par
u

* LUL.T. Informatique — Lille
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106 P. SABLONNIERE

rapport 2 u ; plus précisément, il existe L¢,> 0 tel que, pour tous (su ) et
(s,uz) de D(f;r) :

l¢" (su,) — ¢ (su,) ISLyp lu, —u, |

H3) On choisit A e R tel que :

< —1  minL-, 1)

ou M , M¢ et M¢, désignent les maxima des fonctions | K(z,5) |, | ¢(s,u) | et

t ¢ (s,u) | sur leurs ensembles de continuité respectifs.
Ces hypothéses permettent de prouver le résultat suivant :

Théoreme 1. — | Sir > 0 est donné, I’équation (1) admet une solution unique dans

B(f,r).
Démonstration. —

Désignons par P l'opérateur qui & y € C[a,b] fait correspondre Py € C[a,b]
défini par :

Py(D) =f(8) + N [ K (1) 9 (sp(s)) ds

Siy € B (f;r), alors (5,y(s)) e D(f,r) pour tout s € [4,b] , donc ¢(s,y(s)) a un sens
etona:

[Py —fFlIIS A l(b-a)MKM¢<rd’aprés(H3)

On constate que P applique la boule B(f,7) dans elle-méme (et méme dans son
intérieur).

D’autre part, pour y, ety, e B(f;r) :
H Py ~Py, HEPY l(b-a)MKM¢, | Iyl -, I
et comme (H3) entraine : |A [(b-a) M x My <1, opérateur P est contractant,

donc il admet un point fixe dans la boule B(f;r), c.q.f.d. (Cf. [1], [2], [6]).

1.2. —Associons maintenant a I’équation (1) la famille d’équations dépendant du
paramétre x € [a,b] :

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 107

@) Y, () =f(t) + A fax K(1,5) ¢(s,y, (5)) ds

Pour chaque valeur de x, cette équation a une solution unique y, dans la boule
B(f,r), 'hypothése (H3) entrainant la contraction de chaque opérateur intégralen x.

Nous allons montrer que la fonctiony :x - v, définie sur [a,b] et & valeurs
dans B(f,r) est dérivable et vérifie une équation différentielle de type initial que
'on pourra résoudre numériquement par des méthodes par pas.

Auparavant, nous étudions une famille d’équations intégrales linéaires liées &
Péquation (1).

II - ETUDE D’UNE FAMILLE D’EQUATIONS LINEAIRES
Posons, pour toute fonction Y € B(f,r) (¢,5,z € [a,b]) :
(3 H(ts; ¥) =K(ts5) ¢ (s¥ (s))
C)) F(tz; ¥) =K(t2) ¢ (2,4 (2))
L’équation intégrale linéaire suivante, ol z est fixé dans [a,b ]
(5) ®, (13 9) =NF(tz; ) + N [EH(ts;¥) ©, (s ) ds,
a un noyau vérifiant, en vertu de (H3) :

| _ max .
A (z-a) (65) e [a.b]" [H(ts; ) I<1

Par conséquent, elle admet un noyau résolvant I‘z (t,s ; ¥) et une solution
unique 7, (¢, ¥) vérifiant le systéme différentiel de type initial (Cf [3]).

(6) 1
Ta (t N W) = >\ F(t’a; w)
2T, (s ) =T, (125 ) T, (255 9)

L (ts;y)=H(ts;Y¥)

n° avril 1975, R-1.



108 P. SABLONNIERE

La solution de (5) est donnée également par :
m, () =NF(tz59) + M [FT (tu;¥) F(uz ; §) du

ou encore
@) 7, (t;¥)=No (2 W(2)) [K(t,2) + )\faz T, (tu; ¥) K(u,z) du)
Nous sommes amenés a introduire la fonction :

6} 1, (s, ¥) =K (83) + ?\faz T, (tu ;) K(us) du

Il est facile de voir que :

) L, (6s59)=¢" (s, ¥(s) - 7, (653 ¥)

et que la fonction vy , (t,s ;) est solution de :
Ly, (ts:9) =0 @Y (@) 7, (123 ¥) 7, @s;¥)
0z

(10

v, (s ¥) =K(2,s)

En vertu de ’égalité (7), la solution de (5) ou de (6) est donnée sans calculs par :

(11) T, (V) =N (z¥ (2)) v, (62, )

Dés que I'on connait v, solution de (10).

Nous allons étudier quelques propriétés de v, et de 7, .

2.1. — Existence et unicité de la solution de (10)

Il existe au moins une solution puisque la relation (8) exprime v, en fonction
de I‘z, résolvant de I’équation intégrale (5).

Pour I'unicité, nous écrivons (10) sous la forme :
(12)  7(s59)=K@&) + N7 ¢ (@) - v, (tus¥) v, (ws ;) du

Si cette équation admet deux solutions bornées 71, et ,%avec I,i let I,% |<M,Y(¢z)
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UNE METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 109
pour (z,5,1) € [, ]? et ¥ € B(fr) fixée, on peut écrire :
1 2 1 2
max|ly, (6,55 ¥) — 7, (65 ;9) 1< 2IN My, M, (¥) J7 maxly, (1,5 5 9) —,(ts ; y)l du
t,s t,s
Un lemme classique de majoration nous donne immédiatement :
1 2
1,885 ¥)=v,(ts;¥)
Nous pouvons énoncer le :
Théoréme 2. — L’équation différentielle :

1153 9) = NFEY @) - 7, (4559) 7,555 9)

(10)
7,655 ¥) =K(15)

admet, pour chaque fonction Y € B(f,r), une solution unique bornée sur [a,6]°.
2.2. — Evaluation d’une borne uniforme M7

Compte tenu de (8) et des équations intégrales vérifiées par le résolvant ',
on établit que :

(13) Yt W) =K(@ts) + N7y, (tu ) 0wy () - K(u,s) du
qui donne la majoration suivante :
M,Y(w) <My + IN(b-a) M¢, My My(W).
Compte tenu de ’hypothése (H3), on obtient :

M
. _ K
(14) YV eBUN My W) <My = G- oy 37y

2.3.— Etude de I'application : y — 1,(t5;¥)
Soient ¥, et Y, e B(fr). La relation (13) ci-dessus nous permet d’écrire :
b (s 5w ) =y, (6s 50 ISINZ Dy (bu s ¥ ) @ (w9, () K(u,s)

—v,(tu;s9,) ¢ Wy, @) K(us)du

n° avril 197§, R-1.



110 P. SABLONNIERE

Le second membre est inférieur ou égal & :

IAIM7L¢,ES:X<Z W, @) —¥,) 1(z —a) . M

+ INMyp My 2y (bu59) =7, (tu 3,) ldu

On en déduit donc :

(A5) | max 1y, (6s; ) =7, (6s59,) 1SLy D% 1y, () = ¥, () |

=

I\ I(b-a) M M, Ly

avec -
1= X1 (b-a) My My

y = INI(-a) Ly M,

2.4. — Etude de la solution de I'équation intégrale (5)
Rappelons (11) que :
T(E59) =N (2,9(2)) 7,8,z ;).

Les calculs précédents nous conduisent 2 poser, pour toute fonction B(f;r) et
toutz e [a,b]:

(16) Fy)=no(zy(2) . 1,(..z5¥)=71,(.;¥)
F est une application de [a,b] x B(f,r) dans C[a,b].

On aalorsle :

Théoréme 3. — L’application F(z,{) est uniformément lipschitzienne par rapport
ayeB(fr).
Pour tout z € [4,b] et tout couple (¥, ¥,) de B(f;r), ona:
NF(z,y,) —F(z,y,) lI<L, ™Mmax | - |
a7 (9, —Fey,) ISLp T2 1y,@) - 9,0

avec L =N (M, My, +M, L)

Démonstration. —
A partir de (11), (H2) et (15), on peut écrire :
N oz ¥, @D 71,825 ¥,) —No(z.¥,(2) 7,(8.2 5 ¥,)]

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 111

max
<A IM,YM¢,a<u<Z I, (u) =y, ()|

+ max | _
IAIM¢L7a<u<z wl(u) wz(u)l cq.f.d.

On peut remarquer également que, pour toute fonction ¥ € B(f;r) et tout
z € [a,b], la solution de ’équation intégrale (5) vérifie :

max . < _
(18) g T ISINIM M, =L

III — CONTINUITE ET DERIVABILITE DE L’APPLICATION Y,

Rappelons que, pour tout x € [2,b], y*(x) =y, est 'unique solution de I'équa-
tion (2) dans la boule B(f;r).

3.1. — Continuité de Y,

Théoréme 4. —  Les hypothéses (H1), (H2) et (H3) entrainent que ¥, est continue
sur [a,b].
L]
Démonstration. —

max
Iy (x +h) =y (x) ”=a<t<b|yx+h(t) -y,

Or, cette derniére quantité est majorée par :

|>\|MKM¢ hl+ IMMK M¢, fax W,y n(8) =y, (s) lds

Puisque I)\IMKM¢,(x-a)<I)\IMKM¢,(b-a)<1

On en déduit :

N My M,

lly (x +h) -y (x) < thi

L—I\My My (3, )
ou encore, compte tenu de (18) :

||y*(x +h) —y (x) II<L* Inl c.q.fd.

n° avril 1975, R-1.



112 P. SABLONNIERE
3.2. — Dérivabilité de Y,
Nous allons construire une application y’ de [4,b] dans C[a,b] qui vérifie :
Ve>0d a(e)>0telque lhiI<a(e)

entraine :
(19) ||y*(x +h)—y*(x)—hy;(x)ll<elhl
Puisque y (x) =y, € B(fir), I'équation intégrale linéaire (5) du paragraphe

précédent a une solution unique 7, (t;yx) quand on prend Y =y etz =x.
Enongons le :

Théoréme 5. — L’application y, a pour dérivée sur [a,b] la fonction y’ telle
que y; (x) soit solution de P’équation intégrale linéaire (5) ol
z=xety = Y,

Démonstration. —

Si on pose y; x)=7, () (19) sécrit :

max .
i<t<b Iyx+h O -y, @O-h7 (;y,) I<e 1hl
Or, le premier membre est majoré par :

INILEE K(65) ¢ (53, , (D) ds —hK(tx) 6(x;p () |

FINM [ 16 (5p,, 460 = 6 1y () = h & (53, () 7 (533, I ds

La premiére valeur absolue est majorée par une quantité de la forme |4l w, (k)
ol w, (k) = 0 avec h uniformément par rapport & x : ceci résulte de la continuité
uniforme de K, ¢ et Yy, sur leurs domaines respectifs.

La deuxiéme valeur absolue est majorée par :
INM X 18, 7,(5) ¢ (5,3,(5) + 8, y,(5) - ©(9) = hy'(s.y, () 7, (s, ) ds
oud, y (5)=p, ()~ (s)et0<O (<1,

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 113
Cette quantité peut étre majorée a son tour par :
INIM, My N ® =y &) —hr (sy,) lds

+INMp(x-a) lnlL :‘ax<x 1¢’ (57, () +© () &y, ¥, (N — $(5.y,()) |

[VESTR

Comme | A, y, (s) |<L* | Al on a aussi :
19(5,y,(9) + © ()4, ¥ () — (5., () I<L¢, 1o, ».(® I<L¢, L, Ih!
En résumé, on obtient :
l}’x @O =y, O =h1 (ty ) I<|hl[w (h)+ w, (h)]
+ INM, MdJ’ Ny )=y () =h1 (sp,) lds
ol I'on a posé w, (k) = | NI M (b -a)L¢,Li [ Al

Cette majoration conduit a :
w, (h) + w, (h)
1- l)\IMK M¢,(b -a)

Iy, x+h) =y, () —hy, ()< LAl

Comme w, et w, sont indépendants de x, on voit que :

(w, +w,) ()
1-INM My (b-a)

Ve>03da(e)tq. lhl<a(e)=

Ceci prouve bien que y’, x)=1.(;y,), cq.fd.

3.3. — Equation différentielle vérifiée par y,, .

Compte tenu des théorémes 2, 3 et 5, nous pouvons énoncer le résultat
suivant :

Théoréme 6. — Soit I’équation fonctionnelle :
¥, () = F(x;y (x))

y @ =f

(20)

ne avril 1975, R-1.



114 P. SABLONNIERE

avec F(x,¥) = X ¢ (x,¥(x)) 7x(. , X, ¢) oll 7, est la solution unique de :

Dy (659) = A E@ V@) 1,(82:9) T,@59)
0z
(10)

7, (ts¥) = K(1,5) poura<z<x

Alors (20) admet une solution unique sur [a,b] et, pour tout x € [ab],
y*(x) = y, est la solution unique de Iéquation (2). En particulier y*(b) est la
solution de (1).

Il y a donc équivalence entre le probléme intégral (2) et le probléme (20)
ci-dessus, moyennant le calcul de v, (%x,y.) pour chaque valeur de x € [a,b].

IV — RESOLUTION NUMERIQUE

4.1, — Equation (10)
Cette équation généralise I’équation résolue dans [3], [7] et [9] au moyen de
méthodes & pas séparés de type RUNGE-KUTTA. Lorsque ¢ (s,u) = u, ¢’(s,u) = 1,

et on retrouve I’équation de la résolvante des équations linéaires de 2éme espéce.

Pour le formalisme, nous renvoyons aux références ci-dessus.

4.2. — Equation (20)
Contrairement & ce qui se passe pour un probléme initial classique du type :
y'=fxy)
y@=y,
on ne connait qu’une expression approchée de F(x,y ) qui est calculée au moyen
de I’équation (10). En généralisant un résultat de HENRICI [8], sur les équations

du type ci-dessus, on montre le résultat suivant :

Supposons que, pour toute fonction ¢ € B(f,r), tout 2 > O assez petit, on ait
obtenu :

F(x,y)=F(x,¥) + h? e(h)

Revue Frangaise d’Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



UNE METHODE DE RESOLUTION DES £EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 115

au moyen d’une méthode & pas séparés de rang g (ol e(h) reste bormnée quand
h— 0).

Dans ce cas si on calcule y au moyen d’une méthode & pas séparés de rang p,
Ierreur sera de 'ordre de #” ol 7 = min (p,q).

Pratiquement, on a donc intérét a utiliser des méthodes de méme rang pour
résoudre (10) et (20).

V — EXEMPLE
5.1. — Résultats théoriques

Proposons-nous de chercher des conditions suffisantes sur « et A € R pour que
I’équation :

21 y(®) =at +\f} tsly(5)]* ds
ait une solution réelle unique dans la boule B(f,;r) ot f(¢) = at et r > 0 est donné.
Les solutions de (21) sont de la forme y(¢) = kt, ce qui conduit & I’équation :
(22) k2 —dk+4a=0
Comme A’ = 4 — 4o\, on voit que & sera réel si 'on choisit « et A € IR tels que :
(23) aA<1
Calculons maintenant la valeur maximale de

M) =—2L— min(L, 1
07 M (b-a) My My

)

intervenant dans ’hypothése (H3), sachant que nous avons ici M = 1etb-a =1
et qu’un calcul simple donne :

r___r el _ 1
My~ (lalen?” My~ 2(Taln)

La valeur maximale de ces deux quantités étant atteinte pour r = la |, on en
déduit que :

maxxr= 1
r>0 0() 4 |lel

ne avril 1975, R-1.



116 P. SABLONNIERE

La condition suffisante (H3) est donc vérifiée si :

(24) lod 1 <L
4
qui est nettement plus restrictif que (23).

5.2. — Cas particulier

Si nous prenons a et A > 0, nous aurons une seule solution dans la boule B(f,a)
de C[0,1] si A« <%; cette solution est :

(25) y(t):%(l ~V1-20)t
Prenons, par exemple & = 1 et A =%:
y@)=t +—éf01 ts. [y()]* ds

La solution unique dans la boule B(¢,1) est :

() =(16 - 4V14) + ~1,03337 ¢

§.3. — Variations de la solution en fonction de x ¢ {0,1]
Considérons I’équation
(=1t +%f6‘ ts. [y, ()] ds
La solution dans la boule B(¢,1) est de la forme :
y, (O =k(x)¢
ol k(x) est solution de :
x* K2(x)-32k(x)+32=0

Comme A’ = 256 — 32 x*, il y aura au moins une solution réelle si x* < 8,
soit x < 1,68 environ.

Cette solution est nécessairement :

k(x):.l.g(l—\/ 1—%4)

X
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UNE METHODE DE RESOLUTION DES EQUATIONS DE HAMMERSTEIN 117
4
On constate que kK*(x) _16 1+vi _%_) ne convient pas car k*(x) > + o
4
x
quand x - 0 tandis que k(x) > 1.
54.— Solution numérique.

L’essai a été fait avec un pas k = -;— en utilisant la méthode d’Euler modifiée

(méthode de Runge-Kutta d’ordre 2).

. 'lo125| 025 {0375| 05 |0625 0,750 | 0875 | 1

0,25 [ 04 0,07 | 0,11 0,15 | 0,19 0,23 0,27 0,30
0,5 0,15 0,37 | 0,46 0,61 | 0,76 0,92 1,07 1,22
0,75 | 0,34 0,69 1,03 1,38 | 1,72 2,07 2,41 2,76
1 0,56 1,13 1,69 2,26 | 2,83 3,39 3,96 4,53

(On donne dans ce tableau, pour différentes valeurs de x, les erreurs absolues
multipliées par 10%)

Dans [5]) et [11], on a donné des résultats numériques pour 1’équation :

y(®) =%t + fol ts [y (s)])? ds

qui ne vérifie pas ’hypothése (H3) sur A. Les résultats numériques obtenus sont
les suivants (on donne l’erreur en valeur absolue multipliée par 10* pour x =1).

t 0 0,125 0,25| 0,375 0,5 | 0,625 0,75 | 0,875 1

10*xerr| 0 |10,5 21 31,5 42 526 |63,1 |73,6 84,2

n° avnl 1975, R-1.
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