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R.AXR.O.
(7- année, décembre 1973, R-3, p. 77 à 104)

ELEMENTS FINIS
ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES

par M. CROUZEIX (l) et J. M. THOMAS (!)

Communiqué par P.-A. RAVIART

Résumé* — Nous décrivons ici une théorie générale de l'* approximation, par la méthode
des éléments finis, des problèmes elliptiques dégénérés sur un intervalle borné de R. Nous
donnons des estimations de Verreur dans des espaces de Sobolev avec poids. Notre méthode
permet d'obtenir des schémas de haute précision*

L INTRODUCTION

Considérons le problème modèle

(1.1) - A Lt* g ) + b(x)u(x) =f(x) , 0 < x < 1

muni par exemple des conditions aux limites de Dirichlet :

(1.2) w(l) = 0 , et «(0) = 0 si a < 1

Ce problème présente une singularité au point x = 0 si a > 0. L'approxima-
tion numérique de ce problème a d'abord été étudiée par Parter [7] et Jamet [4]
au moyen d'une méthode de différences finies; le schéma ainsi obtenu peut
en fait être retrouvé au moyen d'une méthode d'éléments finis en utilisant
un espace de fonctions affines par morceaux.

Ciarlet, Natterer et Varga [1] ont montré l'intérêt que l'on avait à remplacer
l'espace de fonctions affines par un espace adapté à la nature du problème.
Leurs résultats ont été généralisés par Dayley et Pierce [3] à des problèmes
auto-adjoints d'ordre 2 m.

(1) Analyse Numérique, T. 55, Université de Paris VI.
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78 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

Notons alors que tous les résultats précédents sont obtenus sous la condition
restrictive 0 ^ G < 1 dans le cas du problème modèle; or il existe de nombreux
cas pratiques où cette condition n'est pas vérifiée. C'est le cas en particulier
des problèmes elliptiques d'ordre 2 dans Rn qui, lorsqu'ils possèdent une
symétrie sphérique, se ramènent au problème modèle (1.1) avec a = n — 1.

Le but de cet article est de donner une méthode générale d'approximation
par des éléments finis d'une classe de problèmes elliptiques dégénérés contenant
le problème modèle quelque soit c appartenant à R.

Dans le paragraphe 2, nous définissons dans un cadre général le problème
d'ordre 2 m considéré et la méthode d'approximation utilisée; le paragraphe 3
étudie l'erreur qui en résulte. Nous décrivons au paragraphe 4 une application
de notre méthode à des problèmes dégénérés d'ordre 2, et au paragraphe 5
une application à la résolution des problèmes d'ordre 4 en symétrie sphérique.

Nous nous sommes volontairement limités dans cet article à l'étude des
problèmes linéaires. En fait notre méthode permet également de traiter des
termes non linéaires du type de ceux considérés par [1] et [3].

H. POSITION DU PROBLEME

a) Notations

Soit £2 un intervalle ouvert borné de R. Toutes les fonctions considérées
ici seront définies dans Q et à valeurs réelles. On considère (m + i) opérateurs
différentiels { Aj }j=o,...,m de *a f ° r m e

(2.1) ^ V
ft = O

où Dk désigne l'opérateur de dérivation —k et où les fonctions QJk satisfont
les hypothèses (2.2), (2.3) et (2.4) : d *

(2.2) D%k € Li2oc(Q) , pour tout entier i avec 0 < i < k < j < m.

(2.3) 0OïO € C°(û) et 8Ofo(*) > 0 pour tout x de D

(2.4) 6mfm(jc) > 0 pour tout x de Q

Pour les estimations d'erreurs, nous serons amenés à faire une hypothèse
supplémentaire ((2.16)).

Pour tout ouvert O C Û et pour toute fonction v € Lfoc(0), l'hypothèse
(2.2) permet de définir AJO, 0 < j < m, comme la distribution sur 0 satis-
faisant :

(2.5) V 9 €©(O) < Ajv, ç > = f vAjtf dx
Jo
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ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 79

OÙ

*9 = É (-

On définit l'espace JF(O) par :

(2.6) W(O) - { v | v € L,2OC(0) ; ^ € Z2(0), 0 < j ^ m }

A l'aide des hypothèses (2.2) et (2.3), on vérifie que W(O) est un espace
de Hubert pour la norme

On a 3)(0) C PT(O) ; on note

(2.8) W0(O) = adhérence de 5D(0) dans

Nous utiliserons les semi-normes

(m-l \ 1/2

La norme dans ïF(O) s'écrit ainsi :

Z?j Le problème variationnel

Soit F un sous-espace fermé de W(Q) avec

(2.11) W0(ü)c

Soit u,v \-* a(u, v) une forme bilinéaire continue sur F X F" et F-elliptique;
i.e. on suppose qu'il existe deux constantes M et E > 0 telles que :

(2.12) V u, v € V \a(u, v)\ ^ M \\u\\n \\v\\a

(2.13) VveV a(v,v)>E\\v\\2
a

On désigne par F ' le dual de F et note < , > la dualité entre F et F' .
Étant donné ƒ € F', on étudie le problème

Trouver u € F vérifiant
09 (
n° décembre 1973, R-3.



8 0 M. CROUZEK ET J. M. THOMAS

D'après le théorème de Lax-Milgram, le problème (P) admet une solution
et une seule. Nous nous intéressons ici à l'approximation numérique de cette
solution.

c) Le problème approché

Soit JC0 < x t < ... < xt < •.. < xN+1 une subdivision de Q = ]xOi xN+1[.
On note Qj = ]xh x i+1[; ht = xi+1 — xt et h = Max A;.

Pour tout entier i9 0 < i < N9 on se donne un sous-espace (T, de fonctions
définies sur £if et de dimension finie pt. On considère l'espace

(2.14) Vh = { v h \ v h € V ; A * A m v i 0 ^ i , O ^ i ^ N }

où v^ désigne la restriction à Clt de la fonction uh définie sur Q. Les hypothèses
(2.2) et (2.4) entraînent que Vh est un sous-espace de V de dimension finie

( < 2mN + J ] Pu * Nous prenons pour problème approché de (P) le problème
i-o /

( trouver uh € FA vérifiant

Vvh € Kh a(«A , vO = < f, vh>

Ce problème (Ph) admet une solution uh et une seule; on a la majoration
classique d'erreur dans V :

(2.15) k-«| |Q<^Inf ||«-«fc||o.

Au paragraphe suivant, nous évaluerons les erreurs \\uh — ti||n et [uh — w]Q.
Pour cela on suppose que les opérateurs { Aj } vérifient, outre les hypothèses
(2.1) à (2.4), l'hypothèse fondamentale suivante :

Î
Pou]
cons
VlM

Pour tout ouvert Q.iy 0 < i ̂  N9 il existe une
(2.16) \ constante C(Q,) > 0 telle que :

•€0X0,) M n ^

Cette hypothèse (2.16) exprime que sur W0(Cl^9 [[]]Qf est une norme équiva-
lente à || | |n r Insistons sur le fait que l'hypothèse (2.16) doit être vérifiée sur
tout ouvert Qf de la subdivision mais non sur O tout entier. Dans les exemples,
nous majorerons C(Q£) en fonction de hu longueur de Qt.

m. MAJORATION D'ERREUR

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté, on ne distinguera plus la fonction u
définie sur Q, de sa restriction w<0 à Qt.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 81

a) Définition de rhu

Lemme 1 : Soit M € F, il existe une fonction rhu € Vh et une seule vérifiant
dans tout Qh 0 ^ / < N :

\\2v5**/ l rr.. « „/n T^r TTU

Démonstration : D'après l'hypothèse (2.16), v l-> Q&HÜ< est une norme sur
f). Nous notons [[«, t;]]Oj le produit scalaire associé à cette norme. Soit :

A la fonction u £ F nous pouvons associer ut € W0(Qi) (resp. uih €
projection orthogonale de « dans ïF0(O() (resp. dans ï

(3.3) l[u — uhv]ht = 0 , pour tout v €

(3.4) [[u — uihfVh]]ai^0 , pour tout t?A €

Définissons la fonction rhu dans tout Oi5 0 < i ^ N9 par :

rhu = w — «f + W|fc 9 dans f̂

Dans tout Oi5 on a M — rhu € FF0(O|), d'où par recollement a — rhu €
donc rhu€V. D'autre part (3.3) implique ^*^m(w — ut) = 0, au sens des
distributions sur O., d'où AlAm{rhu){i) = A*Amuih € {Ti5 pour tout i, 0 < i < JV.
La fonction jy* ainsi construite appartient donc à l'espace Vh. Elle vérifie pour
tout v € W(Qi)

[[u — rft«, i;]]Q< = [[ut — uih9 v]]ni

donc pour tout vh c JFo*( î)» e n utilisant (3.3) et (3.4)

(3.5) [[« — W ^ ] ] Q | = 0.

La propriété (3.5) équivaut à :

[[M — rhu]]Qi < [[u — rhu + nJ]Qi , pour tout vh €

Ainsi la fonction rhu satisfait (3.1). D'autre part l'unicité de rhu est évidente
d'après (2.16).

Lemme 2 : Soit u € V et soit rA« la fonction de Vh définie par le lemme 1.
On a dans tout Qi9 0 < ƒ ̂  N :

(3.6) [[« - r^]]Qf - Inf [[u - üA]]Of

n° décembre 1973» R-3.



82 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

Démonstration : Comme rhu € Vh, la propriété (3.6) équivaut à

(3.7) [[« — rku, vb]]ai = 0 , pour tout vh de Vh.

A vh9 élément quelconque de Vh, nous pouvons associer vhi, projection ortho-
gonale de vh dans WQ(£l^ pour le produit scalaire [[.,.]]n< :

(3.8) \[vh — vhh v]]ai = 0 , pour tout v €

On a ^COfc* - AZAmvh € S1,, d'où vhi € ^ ( f i f ) .

On peut donc prendre dans (3.5) : vh — oàî, d'où

(3.9) [[« —

D'autre part comme M — rhu € Wo(̂ *)> o n P611^ prendre dans (3.8)
ü = u — rhuy d'où

(3-10) [[u — rhu9 vh — vhi]]at =» 0

(3.7) résulte de (3.9) et (3.10).

d) Erreur ||uA — i / | | a

On désigne par W1^) le dual de JF0(Q,).

Lemme 3 : Soit Xt un espace de Banach pour la norme || • ||X|; on suppose

(3.11) Xt C W~\QÙ avec injection continue.

Soit M € F; soit rhu la fonction de Vh définie par le lemme 1. Si À%Amu € Xi9
on a la majoration :

(3.12) [[u-rhu)]Q{^LX{ Inf \\AtAmu-p\\Xi
€$rX

où

(3.13) LXi= Sup

Démonstration : L'hypothèsç (3,11) assure LXi < + oo. Soit/; une fonction
quelconque de l'espace vectoriel ^if\X$. D'après (2.16) et (3.11), il existe
une fonction t?p(unique) telle que :

I V w € WoiQd [[vpf w]]n< = f pw dx

Revue Française d*Automatique^ Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 8 3

Cette fonction vp vérifie A%Àmvp = p e 9*f. En appliquant le lemme 1 avec
wh = vp9 on obtient

[

D'où par définition de LXi :

[[u — rhu]]Qi ^ LXi \A*Am(u — vp)\\Xi

Soit pour tout/; € 3*! fi Xt

[[u — rhu]]a{ ̂  LX{ \\A*Amu~p\\Xt

ce qui démontre le lemme 3.

Théorème 1

Soit u la solution de (P); soit uh la solution de (PA). On suppose que la
solution u vérifie :

^ 0< i ^ N

où les Xt sont des espaces de Banach satisfaisant (3.11). Alors on a

(3.14) \\Uh-u\\a^^ Max {(1 + C(Qt))LXi}R(u, X, ff)

avec
/ N \ 1/2

(3.15) *(«, JT, ÎT) = £ I Î J
\ Î O

Démonstration
D'après (2.15), on a

II il ^ M \

H — «||o < -̂  I
D'après l'hypothèse (2.16), on a

i«-^«iio^ £( i + <

D'après le lemme 3, on obtient ainsi :

d'où le résultat (3.14).

n° décembre 1973, R-3.



84 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

c) Un critère de convergence
Soit { §h } une suite de subdivision de £1 : Q = ( J Qt, avec

On note

h = Max (diam (Q,)).

ch = Max C(O£)

Théorème 2

Soit V ^

(3.16)

p € L2(£ï) j . On suppose que :

est dense dans V,

On suppose d'autre part que :

(3.17) limcA=:0.
h->0

Alors si u est la solution de (P) et uh la solution de (P*), on a :

(3.18) lim uh = u dans V (fort).

Démonstration
D'après l'hypothèse (3.16), il suffit d'établir la convergence du uh vers u

pour u € CIT. Soit donc « € CD". Posons pour tout i, / = 0,..., iV" :

(3.19)

^0,0 L2(Qi)

Quel que soit le choix des espaces 3 \ , on ap = 0 € 3 \ 0 JT{; d 'où

1
(w, JJT, fl1)

^0,0

Évaluons, pour le choix (3.19), la constante LXî : si v € W0(Q,i) avec

J0,0

v]]2
at = f ^ w

-i
pAmv dx

vA%Amv dx

Do,o L2(Q0

Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 85

Comme

1
On en déduit que pour tout v € W0(Üt) avec ö — A*Amv € L2(D£), on a

öo,o

Pour le choix (3.19), on a donc :

(3.20) Lxi <

D'après le théorème 1, on en déduit pour u €

K —« n < ~

ce qui démontre le théorème 2, sous l'hypothèse (3.17).

b) Erreur [uh—u]a

Dans ce paragraphe, nous faisons l'hypothèse supplémentaire suivante :
peut se mettre sous la forme :

a ( « , t>) = ÛE(JC;)AmuAmv àx + b(u, v)

W l , a Le. a(x) € L°°(Q) et ^

'u, v)\ < M^U^WVWQ, pour tout u et v de V.

(3.21)

avec

(3.22) a(

et

(3.23)

La forme a(u, v) est alors évidemment continue sur V x V. Nous la suppo-
serons encore F-elliptique : pour tout v € V

(3.24) a(v9v) ^ E\\V\\Q.

Lemme 4

Soit M la solution de (P); soit uh la solution de (PA).

On a :

n° décembre 1973, R-3.



86 M. CROUZEDC ET J. M. THOMAS

Démonstration

On écrit, pour tout vh € Vh

Û(WA — rhu, vh) = a(u — rhu, vh)

a(x)Am(u — rhu)Amvh dx + b(u — rhu, vh)

D'après le lemme 2, on a :

f " h
a(x)AJu — rhu)Amvh dx < y ||Da||

d'où par application de l'inégalité de Cauchy-Schwarz et de (3.23) :

— rhu, vh) < - \\Da\\L-m\Lu — rhu]]a[[vh)h2

Prenons vh = uh — rhu; d'après la F-ellipticité, on a

E \\uh — rhu\\a < ^ 11̂ *1 Lœ(O)t[" — ̂ «Dn + Milu ~ r/,"]n ||« — ̂ «||o-

Théorème 3

On suppose que la forme a(urv) vérifie les hypothèses (3.21), ..., (3.24).
Soit u la solution de (P); soit uh la solution de (PA). On suppose que la solution u
vérifie

où les Xt sont des espaces de Banach satisfaisant (3.11). Alors il existe une
constante C, qui ne dépend que de Mx et de E9 telle que

(3.26) [uh-u]a<C Max { (h ||Xte||Zi-<0>-+ CiÙ^L^ } R(u, X, lT)
ï = O,...,JV

avec R(u, X> îT) donné par (3.15).

Démonstration

De l'inégalité triangulaire :

[u — uh]a ^ [u — rAM]n + [tih — rhu]n

on déduit, d'après le lemme 4 :

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle
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Or, d'après le lemme 3 :

Max LXtR(u,X,n

Max { C^L^ } R(u, X, (F),

ce qui démontre le théorème 3.
La même technique fournit sans difficulté la généralisation suivante :

Théorème 3 bis

Soit «N* une semi-norme continue sur V. Sous les hypothèses du théorème
précédent, il existe une constante C telle que :

u — rhu) + C Max {(h ||ZHU«(a> + C(Q,))LX<} R(u9 X S),

IV. l r e APPLICATION : PROBLEMES DEGENERES
ELLIPTIQUES DU SECOND ORDRE

a) Résultats généraux

Pour alléger les notations, nous prendrons ici Q = ]0, 1[. Nous ne considé-

rons que des subdivisions de Q telles que h ^ - (ce qui du point de vue pratique

n'est guère restreignant !).
Nous ferons appel au lemme technique suivant :

Lemme 5

Soit y etW deux fonctions continues sur Q. vérifiant :

cp(x) > 0 et *F(x) > 0 , pour tout x avec 0 < x < 1

<p(x) <^ Kox*° et Yix) ~ Kfcc*'0 , au voisinage de x = 0

^ ( ^ ^ ^ ( l — x ) a i et Y(x) ~ K[{\—x) , au voisinage de x = 1

avec pour v = 0,1 av — 2 < â  < av et (av, aj) ^ ( + 1, — 1).

Alors il existe une constante C, indépendante de Qf = ]xh xi+i[ telle que

(4^) | V ^ | i 2
( n t ) < Chx -S

Xî+1^ ||VÏDo||i,»(Oi) P o u r t o u t » € ©(Oj) avec

1

n» décembre 1973, R-3.



8 8 M. CROUZEIX ET J. M. THOMAS

Démonstration

Soit F une primitive de W. On a pour toute fonction v

fxî+i fxi+t

"¥(x)v2(x)dx = — 2 F(x)v(x)Dvix)àx;
Jxt Jxi

d'où, d'après l'inégalité de Gauchy-Schwarz :

J Y(*y(x) dx < 4 Jw ^ (Dv(x)f dx

Pour démontrer le lemme 5, il suffit de démontrer qu'une primitive F de Y
peut être choisie de sorte que :

(4<3) SuP -T^Êrx < Chî^f-***1'*! , avec C constante

indépendante de Q*.
Pour des raisons de symétrie, nous ne montrons (4.3) que dans le cas où

xi+1/2^3' Comme par hypothèse, ht < - • on aîi,.C p , - .11 suffit alors

de montrer (4.3) pour <p(x) = xa et W(x) = x*\ avec a = aô et QL' == a©.
Lorsque X; ^ Â  le résultat est immédiat. Étudions le cas où xt < ^etot' ^ — 1
(on procède de façon analogue lorsque a' == — 1, donc oc < 1). En prenant
pour primitive de *F la fonction F :

1 + a'

on a, puisque 2 — a + a' ^ 0 :

l-a+a'

et comme „.,.*,„ ^

(1 + «')2

3 ,

Soient 9 et T deux fonctions continues sur O = ]0,l[ vérifiant les hypo-
thèses (4.1); on suppose en outre

(4.4) D

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 8 9

Nous considérons l'espace

(4.5) W(n) = {v\v£Ltc(Q) ; V^veL2(O)

Cet espace est muni de la norme hilbertienne :

NI o = (i V^»||^O) + \W9Dv\\
Nous sommes donc dans le cas particulier du cadre donné en II lorsque :

Ma = II V^»|| tfv) î ff»Ho =
Soit V un sous-espace fermé de W(fï) avec D(Q) C V C W(CÏ). Nous

considérons le problème :

Étant donné ƒ € V', trouver M € F vérifiant WveV

(P)\ ri ri
a(x)<?(x)Du(x)Dv(x)àx+ b(x)T(x)u(x)v(x) àx = < ƒ, »>.

. Jo Jo

On suppose

(4.6)
V v € V f a(x)cp(x)(Dv(x))2 dx + ! b(x)Y(x)v2(x) dx ^ E \\v\\2

a,
Jo Jo

(E > 0).

Le problème (P) admet une solution unique qui vérifie formellement
l'équation

— D(a<ç>Du) + bWu = ƒ , dans ]0,1 [ ;

ainsi que des conditions aux limites liées aux choix de V.

Notre problème approché dans Vh9 sous-espace de dimension finie de V9 est :

Trouver uh e Vh vérifiant : V vh € Vh

a(x)9(x)Duh(x)Dvh(x)âx+ b(x)Y(x)uh(x)vh(x) dx = <ƒ, vh >
Jo Jo

Nous obtiendrons différentes méthodes d'éléments finis suivant le choix
de l'espace Vhy c'est-à-dire suivant le choix des espaces 3Y D'après le lemme 5,
l'hypothèse fondamentale (2.16) est satisfaite avec :

(4.7)

n° décembre 1973, R-3.



9 0 M. CROUZEDC ET J. M. THOMAS

Dans les exemples qui suivent, nous utiliserons le résultat classique suivant
(cf. par exemple Ciarlet-Raviart [2]) :

Lemme 6

Soit k un entier ^ 0; on désigne par Pk-X l'espace des polynômes de
degré ^ (k — 1) (P- i — { 0 }). Il existe une constante C, qui ne dépend que
de k, telle que pour tout v de l'espace de Sobolev

H \ Q t ) = { v \ D ^ v e L 2 ^ ) , O ^ j ^ k }

on ait

(4.8) Inf ||v -p\\ L.(O0 < Ch) \\Dkv\\rtû0
p€Pk-l

Donnons deux choix caractéristiques d'espaces Vh; k est un entier ^ 0 fixé.

Choix 1 : On prend pour espace Vh :

(4.9) Vh={vh\vhZV ; - ^ ^ M ' ^ A - i , 0 < ƒ <

Théorème 4

On suppose que la solution u de (i>) vérifie pour un certain entier /,

(4.10)
=

Alors la solution uh de (P )̂ obtenue avec le choix (4.9) de Vh vérifie :

- «)|U»(n) < ch
(4.11) \

avec

(4.12) G = 1 Max (a0 - aj , OLX — ai).

Démonstration

Avec les notations de II et III, le choix (4.9) équivaut à :
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Pour le calcul d'erreur nous prenons ici :

(4.13)

t= { g

IJL
K/r

On a évidemment 3", C Xt et :

Inf WA^lu-gWx^ Inf

D'après l'hypothèse (4.10) et le lemme 6, il existe une constante C (qui ne
dépend que de ï) telle que

Inf Ch\

D'où

R{uy X, (T)

D'autre part, d'après le lemme 5, il existe une constante C (indépendante
de Qt) telle que :

eh1'* , O^i^N

Enfin nous avons montré que pour le choix (4.13) de Xi9 on a (cf. (3.20)) :

Xi

L'application des théorèmes 1 et 3 fournit alors les majorations (4.11).

Choix 2

On prend pour espace Vh :

(4.14)

Théorème 5

On suppose que la solution u de (P) vérifie pour un certain entier /,
0 < l< k:

(4.15)
9

n' décembre Î973, R-3.
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Alors la solution uh de Pk obtenue avec le choix (4.14) de Vh vérifie :

(4.16)
\

Démonstration

Le choix (4.14) équivaut à :

En prenant

0 ^ i < N.

(4.17)
r,-{ g } • o < Î

Nous obtenons d'après l'hypothèse (4.15) :

lu Y f l <* Chl

\ 9

D'après le lemme 5, on peut choisir

i = Chi

Les majorations (4.16) du théorème 5 s'obtiennent alors par application
des théorèmes 1 et 3 et du lemme suivant :

Lemme 7

Soit X% l'espace de Banach défini en (4.17). Il existe une constante C indé-
pendante de Q(. telle que

(4.18)

Démonstration

Chi

Soit v € Woiüi) avec —- D(<?Dv)€ L2(O,). on a :
9

(ç>(x)(Dv(x))2 dx = —

Xi v Xi
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D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on en déduit :

Sup «*>-

\L\CIO

93

D'où, d'après (4.7)

ce qui démontre (4.18).

b) Exemple

Nous précisons les résultats obtenus sur l'exçmple simple suivant :

Q = ] 0 , l [

(4.19) 0 < a < 2

W(0, 1) - { v | i? G L2(0, 1) , x "a/2i? € L2(Q, 1) } .

Pour 0 < a < 1, on a :
W(O9Ï) C G°[0,l]

Pour 1 ^ a =̂  2, les fonctions de W(0,l) sont continues dans ]0,l], mais
non nécessairement bornées au voisinage de x = 0. Les hypothèses (4.1) et
(4.4) sur 9 et Y sont satisfaites. On a :

Soit

(4.20) V = W0(0,1) , adhérence de 0)(]0,lD dans JF(O,1).

On a la caractérisation suivante de V :

V = {v \v € PF(OS1) ; v(0) = v(l) = 0 }, si 0 < oc < 1

>,1) ; v(\) ^=0} , si 1 < oc < 2.

Soit :

f a€^lï0O(03l) , <z(x)^e>0
.21) i

lô€Lœ(0sl) , *(x)>0
(4.

n° décembre 1973, R-3.
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On vérifie sans difficulté que les hypothèses (4.6) sur les coefficients du
problème sont satisfaites.

Soit :

(4.22) /€L2(O,1)

Le problème (P) est : trouver u£V solution de

V v € V f a(x)x"Du(x)Dv(x) dx + f b(x)u(x)v(x) dx = f f(x)v(x) dx
Jo Jo Jo

Ce problème admet une solution unique. L'interprétation du problème est

— D(a(x)x*Du(x)) + b{x)u{x) « f(x) , 0 < x < 1

M(0) = 0 , si 0 < a < 1

II(1) - 0

u € W(0,1).

Le problème approché est : trouver uh € Vh solution de

V vb € Vh f 'aCx^^Wi)^) d* + f V
Jo Jo

(4.23)

Jo
= Âx)vh(x)âx

Jo
Choix 1 (cf. (4.9)). H consiste ici à prendre pour espace Vh :

(4.24) ^

, si a # 1, a # 2

i < N | , si a = 1

, s i a =

où les XJti sont des scalaires et par convention d'écriture £ = 0 si k = 0.
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Proposition 1

Si la solution w de (P) vérifie pour un certain entier ƒ, 0 < / ^ £,

(4.25) D(x*DÜ)ZH%l),

alors la solution uh de (PA) obtenue avec le choix (4.24) de Vh satisfait :

(4 26)

On a en outre :

Max \xrT(uh(Xl)-u(Xly)\ < C/*"2"" ||2>l+1(x«i>K)|U*(o.i)»
1 W

(4-27)

si a

Max ! * ? ( ^ ||

si a = 1, s >0.

Les majorations (4.26) ne sont autres que les majorations (4.11) du théo-
rème 4 dans le cas particulier ici traité. Les majorations (4.27) résultent du
théorème 3 bis appliqué avec pour semi norme Jf :

(4.28)

a—1

= M a x | J C , - 2 " Ü ( ; C | ) | , s i O < a < 2 , ot

N(v) = Max \x9p(xM » si a = 1 (e > 0)
1 = 1 NLe lemme 8 prouvera que la semi norme définie en (4.28) est continue sur V

On remarquera qu'en cette semi-norme on a

u — rhu) = 0

Ainsi l'erreur N(uh — u) est du même ordre que l'erreur ||wA — «|[L2(O,I)-

Lemme 8

Soitt?€3)Q0,lD. On a :

(4.29) | | x ^ | | L « ( O f l )
— a |

(4.30) | |^iU-(o, i) < ^II*1 / 2^IU2<<U> (s > 0).
V2
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Démonstration

Soit v €Ü)(]O,1D- Si 0 < oc < 1, on écrit :

V(x)= fXDv(t)dt

> r"d /

l/2/ /•* \ 1/2

l-a\l/2

)

ce qui démontre (4.29) dans le cas 0 ^ a < 1.

Si 1 < a < 2, on écrit :

= — f Dv(t)dt
Jx

d'où

ce qui démontre (4.29) dans le cas 1 < a < 2.

Lorsque a — 1, on obtiendra de même :

d'où (4.30).

Choix 2 (cf. (4.14). Il consiste ici à prendre pour espace Vh :

0 ^ i < N } , si a =£ 1.

= 1 »* K € F ; 4°W = ô,i + *M Log x + X x,,^,

0 < i < ^ } , si a = 1
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On obtient comme précédemment les résultats suivants :

Proposition 2

Si la solution u de (P) vérifie pour un certain entier /, 0 < / < k, :

(4.32) x'*D(x*Du) € #'(0,1),

alors la solution uh de (PA) obtenue avec le choix (4.31) de Vh satisfait :

( II*/ wll 2 < Chl+2

x^Du-u <

On a en outre :

j 2 \Uh\Xi) — UyXi) | ^ C/2

(4.34) Si

Max | ^ ( ^ ) (,))! ̂  il (I
si a s= 1 (e > 0).

REMARQUE 1

Pour k = 0, les choix (4.24) et (4.31) coïncident. Si 0 < a < 1, Vh est
l'espace des fonctions vh continues dans [0,1], vérifiant les conditions aux
limites vh(0) = vh(l) = 0 et dont la restriction à tout ]xi9 xi+1[ est de la forme

Si 1 ^ a < 2, Fh est l'espace des fonctions vh continues dans [0,1] vérifiant
la condition aux limites vh(ï) = 0 et dont la restriction à tout ]xi9xi+x[ est
de la forme

VHXX) = ^04 + ^ i , iLogx , si a = 1

V(H \x) = Xofi + Xltl - ^ ^ , si 1 < a < 2

avec Xlf0 — 0. (Cette dernière condition exprime que vh € JF(O,1)).

REMARQUE 2

Soit fc = 0 et soit Vh l'espace défini ci-dessus. Sous les hypothèses de régula-
rité (4.21) et (4.22), on a D(x*Du) € L2(0,1) et :

n° décembre 1973, R-3.
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D'après la proposition 1, on a donc :

ce qui généralise les résultats de Ciarlet, Natterer, Varga [1].

Nous faisons les hypothèses complémentaires suivantes :

\ * et Da(0) = 0
(4.21 bis) i

lx""* €£"(0,1).

(4.22 bis) X-«f€L2(0,l).

Alors on a

x-*~D(xaDu) € L2 (0,1) et :1 x-*~

I I * "
D'après la proposition 2, on a :

REMARQUE 3

On se place dans la situation de la proposition 1 ; en particulier on suppose
1 6 L2(0,1). On suppose en outre 0 < a < 1. On a :

d'où

(4.35) | |«_ r à«|I t . ( O i l ) = 0

Par application du théorème 3 bis, avec JC(v) = ||ü||i,»(o,i). on obtient :

(4.36) !|«ft-«IU-(o.i, = 0(AI+3/2-«).

alors qu'aux nœuds x{ de la subdivision, on a d'après (4.27) :

Max \uh(xt) - u(Xi)\ = 0(kl+2'%
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Jérôme et Pierce [5] ont montré, dans le cas / — 0, que si D(xaDu) € i°°(0,1)
on avait :

On en déduit dans ce cas :

V. 2e APPLICATION : PROBLEME DU BIHARMONIQUE
EN SYMETRIE SPHERIQUE

Soit Bn la boule unité ouverte de IC, n ^ 2. On désigne par H$(Bn) l'adhé-
rence de 2>(2?M) dans

Soit :

€ Lœ(Bn) , avec a(x) ^ e > 0 p.p. dans !?„

€ L^iB») , avec A(x) ^ 0 p.p. dans 2?rt.

Étant donné ƒ e ^2(^n), on considère le problème ( 0 :

Trouver u € #otöi) vérifiant

<5i> i » ,

(Ö)

ou

(5.2)

VveHf(Bn) ( {a(x)Axii&xv + b(x)uv}dx= f /^djc

ai
= dXi... dxn

Le problème (g) admet une solution et une seule. L'interprétation du
problème (Q) est la suivante :

ƒ , dans Bn

(5.3)

où dBn est la

u dB

frontière de

8M

f

5 n e t

•M

8
8n

la dérivée normale (extérieure par

exemple). Nous nous intéressons ici au cas où le problème (Q) est à symétrie
sphérique : on suppose que les fonctions a, b et ƒ ne dépendent que de la

( A \ 1 / 2

2 J xf\ . Soit v € Hl(Bn) fi e2(ï?n) une fonction de la

décembre 1973, R-3.
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seule variable r; d'après les conditions aux limites on a : v(l) = — (1) = 0 et

en vertu de la régularité de v, on a — (0) = 0. D'après ( 0 la solution u vérifie

avec une telle fonction v :

f {a(r)AruArv + b(r)uv}rn~1dr = f fvr»'1 dr
Jo Jo

A 1 d / „_! dv\
r r»"1 dr \ drj

où

Nous sommes ainsi conduits à utiliser les résultats généraux de II et III
avec le cas particulier suivant :

n-l

Aov = r 2 v

„ n-l n-î

= { v | » 6 Xfoc(0,1) ; rT 2 )
n—1

[MI = \rT

Ibll = (M2 + [M]2)1/2«
Soit V = {r |ü € JF(O,1) n e2([0,l]) ; ü(l) = DvO) == 0 ; Dv(0) = 0}

(5.5) K = adhérence de V dans W(09l)

r1

(5.6) a(u,v)= {a(r)&ruArv + b(r)uv}rn-ldr
Jo

En symétrie sphérique la solution du problème ( 0 est la solution du
problème (P) :

Trouver « € F vérifiant

(tt,ü)= /^"'Mr,
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SoitO = r0 <rt< ... < rt < ...
et h = Max A£. Nous n'étudions ici que l'approximation la plus simple du

problème (P) : On choisit pour Vh le sous-espace des fonctions vh € V dont la
restriction à tout Qf vérifie : A*A2vh = 0. Comme on a :

l'espace Vh est :

(5.7) Vh={vk\vhzV ; A M ° - 0 , 0<i*N}.

Le problème approché est :

Trouver uh € Vh vérifiant

Jo

Ce problème (Ph) admet une solution uh et une seule.

Théorème 6

On suppose que la solution u de (P) vérifie :

(5.8) rr A2
rueL2(0,i)

Soit uh la solution de (Pft).
Il existe une constante C, indépendante de u et de h, telle que

(5.9) || uk — u\ e

REMARQUE 4

Considérant u et uh comme fonctions de x — (xlf..., xn), (5.9) s'écrit ;

(5.9 bis) \\uh — u\\H2(Bn)

Démonstration

Nous appliquons le théorème 1, avec

lT

\\vht =
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On a

9$)=\\fT A2U\\LHO$1)

D'autre part, on a ici Lxi < C(£ïf) (cf. (3.20)) et il est immédiat de vérifier :

C(£2,)< Ch\

Nous supposons maintenant la régularité suivante du coefficient a[x)

(5.10) a€^2 ' °°(0, 1) ; Da(0) = 0

n-l

Alors l'hypothèse r 2 ƒ(/•) € L (0,1) implique que la solution u de (P)
n - 1

vérifie r 2 À,w 6 L (0, 1) et il existe une constante C, indépendante de u telle
que
(5.11) jrîr A2

ru\\Lt(0ti)Z< C\\rlT f\\ûi0A)

Théorème 7

On suppose la régularité (5.10) du coefficient a. Alors il existe une cons-
tante C, indépendante de u et de h, telle que

(5.12) \fT A,(«*-«)||L-<O.I> < Ch% l l ^ / l l ^ o . i )

(5.13) Ik^K-^H^o. i ) < Ch4 Ir1!1/||L.(04,

REMARQUE 5

En la variable x, (5.12) et (5.13) s'écrivent respectivement.

(5.12 bis) f Ax(t/ft - M ) | | ^ ( B B ) < Ch2

(5.13

Démonstration

La majoration (5.12) résulte évidemment de (5.9) et de (5.11). Pour la
démonstration de (5.13), nous utilisons la technique classique de dualisation

(5.14) | | r—te -« ) | I > . ( O l l ) = Sup
—1

f te —«ter*"1 dr
ij

0,p 2 g€L2(0,l) \\r 2 ^|U2(O,l)

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



ELEMENTS FINIS ET PROBLEMES ELLIPTIQUES DEGENERES 103

r t - 1
A une fonction g telle que r 2 g e L2(Q, 1), nous associons la solution

9 € F du problème :

a(i> , 9 ) = f « i p ^
Jo

et la solution 9* € Vh du problème (approché) :

V vh € Vh a(vh, 9„) = ^gr""1 dr.
Jo

Par construction de 9, on a

(uh — ü)grn'1 dr = ö(«h — w, 9)
Jo

Comme 9A 6 Vh, on a

d'où

Jo

f («A - «ter"-1 dr
Jo

— w, 9 — 9J.

C ||W/Ï - w|j Ü9,, - 9 | | .

En utilisant la majoration (5.12) pour u et pour 9, on obtient :

f (uh — ü)grn^dr
Jo

n-X
Ch4\\r 2 / | |L« ( O . i , | | r 2

En reportant ce résultat dans la caractérisation (5.14) on démontre (5.13).

EXEMPLE n = 2

On a les caractérisations suivantes :

\ ^ = Dv(l) = 0 }

= { vh F ; s,?2 Log r

z< N}.

L'appartenance de vh à F implique y.lf0 = 0. Les fonctions de base relatives
à cet exemple ont été étudiées par Pardoen [6].

EXEMPLE n = 3

On vérifiera F C e°[0,l] fi C^CU]; si v € F, Dv n'est pas nécessairement
borné au voisinage de r = 0. On a seulement :

lim VrDv(r) = 0.
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On a

k | vh$ V ; vl'\r) - ^ + y.2ti + [i3tir + n^r 2 , 0

L'appartenance de vh à F implique jji,lf0 — 0. Les fonctions de Vh sont
C'fO,!] et elles vérifient Dvh(0) = 0.
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