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SUR LA COMMANDE
EN TEMPS MINIMUM DU SYSTEME

x{t) = A(t) x(t) + g(t, Ü)

par Yves GERBIER (X)

Résumé. — Considérant le problème du contrôle en temps minimum pour le système non
linéaire x(t) = A(t)x(J) + g(t, «), on montre qu'une unique condition générique, explicitable
à partir de A(t) et g(t9 «), permet de dire si le système est localement contrôlable et possède
des commandes optimales. Cette condition ne permet cependant pas de parler d'unicité et de
commande bang-bang sans hypothèses supplémentaires sur la fonction g(t9 «).

INTRODUCTION

Un problème de contrôle en temps minimum étant posé, on peut chercher
des conditions sur le système, permettant de répondre aux questions suivantes :

1. Le système est-il localement contrôlable ?
2. Existe-t-il des commandes optimales ?
3. Peut-on caractériser les commandes optimales ?
4. La commande optimale est-elle unique ?
5. La commande optimale est-elle bang-bang ?

La terminologie ci-dessus est classique, on pourra se reporter par exemple
à [3], [5].

Dans le cas des systèmes de la forme :

(1) x{t) = A(t)x(t) + V(t)u x € R", u e [ - 1, + 1].

J. P. Dauer [1] a montré que si A et F appartiennent à Z,1, l'ensemble des V
pour lesquels le système (1) est contrôlable est un ouvert dense. Toujours dans
le cas des systèmes (1), on peut montrer [6] que les réponses aux questions 1, 2,

(1) Université de Pau.
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3, 4, 5 sont positives pourvu qu'une unique condition, exploitable à partir
de ^4(0, V(t) et de leurs n premières dérivées, soit satisfaite; de plus, cette
condition est générique.

Il est classique en théorie de la commande que certains résultats valables
pour les systèmes linéaires s'étendent aux systèmes de la forme :

(2) x(t) = A(t)x(t) + g(t, u) x € R", u € [ - 1, + 1].

En conséquence, le but de ce papier est de voir dans quelle mesure on peut
étendre l'étude faite dans [6] aux systèmes du type (2). On verra que pour les
questions 1, 2, 3 les résultats s'étendent aisément (en particulier, 2 est une
conséquence d'un théorème classique); par contre, les questions 4 et 5 ne
seront pas résolues, en fait, on verra que sous cette forme, elles ne peuvent pas
l'être. Au § 5, nous essayons d'envisager sous quelle forme ces questions
pourraient être reposées. Dans la suite, nous supposerons toujours que les
applications :

sont n + 1 fois différentiables et de plus, nous noterons :

= no.
0

Enfin, une commande admissible est une application mesurable d'un inter-
valle [t0, tx] dans [— 1, + 1]; la réponse à une telle commande notée
x(t, ^ j XQ9 t0) est, par définition, la valeur en t de la solution absolument
continue du problème de Cauchy :

x(t0) = x0.

1. THEOREME DE CONTROLABDJTE

Notons 3l(*0, tt) l'ensemble des recalables à l'origine en le temps tu c'est-à-
dire, par définition, l'ensemble des conditions initiales x0 pour lesquelles il
existe une commande ^ définie sur [/0, tx] dont la réponse est 0 à l'instant tv

Notons 0(t910) la matrice fondamentale (résolvante) du système :
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Proposition 1 (trivial). — On a Végalité :

Proposition 2. — Le système :

(2) x(t) - A(t)x(t) + g(t, u) x € R", u € [ - 1, + 1]

est localement contrôlable à Vinstant tt (i.e. 3i(t09 tt) est un voisinage de 0)
si le système linéaire :

x(t) = A(t)x(t) + V(t)u x € R", u € [ - 1, + 1], V(t) =

est localement contrôlable.

Preuve : II suffit de reprendre avec les modifications nécessaires la démons-
tration faite dans [5] dans le cas autonome.

Nous allons maintenant énoncer une condition pour que (2) soit localement
contrôlable, s'exprimant directement à partir des applications t I—>- A(t) et

/1-> no.
Définition 1. — On dit que le système (2) satisfait la condition H. W.

(Hermann-Weiss) si, quel que soit t le rang du système :

(v(t),DAv(t),...,irAv(t))

est égal an où DA est V opérateur défini par :

• = — A(t)<p(t) + ç> (0 ; <p € C^R, Rn).

L'application / l-> A(t) est supposée fixée. On sait [6] que Pensemble
des applications t I—> <p(t) de Cn([t09 tt], Rn) pour lesquelles le rang de
(<p(t),DA<p(t),..., Dn

A<p(i)) est n quel que soit t, est un ouvert dense pour la
topologie de la convergence uniforme à Tordre «. On en déduit que l'ensemble
des applications (/, u) 1—> g(t, u), telles que le système (2) satisfasse H. W. est

un ouvert dense de Cn+î([tOi tx] x [— 1, + 1], Rn) puisque V(t) = —~—
ou

Ceci montre donc que la condition H. W. n'est pas trop restrictive.
Théorème 1. — Si le système (2) satisfait la condition H. W. alors quel que

soit tt Vensemble 3i(tO9 tx) est un voisinage de 0.
Cette proposition prouve donc que le système est localement contrôlable

quel que soit t^ et montre, de plus, que le système est en expansion c'est-à-dire
que, si t0 ^ tl < t2 alors :

'i)<=Int 3l(tOyt2).
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2. EXISTENCE D'UNE COMMANDE OPTIMALE

Théorème 2. — Si x0 est un recalable à l'origine, c'est-à-dire si :

alors il existe une commande en temps minimum, c'est-à-dire :

x o € 31**0,**)

ou /* est la borne inférieure des t tels que :

Preuve : Ce théorème est démontré dans [7]. Il est dû à ce que, avec l'hypo-
thèse de continuité de (t, u) I—> g(t, u) l'ensemble :

{ f V * & to)g(t,«U,©)d* ; «IL €iMlto, hl [- 1, + 1]) }

est un convexe compact.

3. CONDITIONS NECESSAIRES ET SUFFISANTES D'OPUMAUTE

En reprenant dans le cas des systèmes (2), les arguments de [3] développés
pour les systèmes linéaires, on montre que si x € Int %{t0> tt) et si t est assez
voisin de tx on a encore x € Int %(t0, t).

Théorème 3. — Si le système (2) satisfait à la condition H. W. et si x0 est
donné : une condition nécessaire et suffisante pour que t* soit le temps minimum
à partir de x0 de retour à Vorigine est que :

x0 € 8(3l(*o, **))•

Preuve : D'une part, si x0 € Int 3l(/0) t*) alors il existe tx < t* tel que :
x0 € Int 3l(t0, tt) c'est-à-dire t* n'est pas le temps minimum.

D'autre part, si x0 € B(3i(t0, t*)) alors /* est le temps minimum; en
effet, si t* n'était pas le temps minimum, il existerait t1 < t* tel que
x0 € 3l(t0, tt). Or, le système satisfaisant H. W. est en expansion, c'est-à-
dire x0 £ %(t0, tt) C Int 3l(t0, t*) donc * 0 <£ 5(3i(t0, *•)).

Théorème 4* — Si le système (2) satisfait à la condition H. W. et si x0 est
donné ; une condition nécessaire et suffisante pour que CIL*. ramenant x0 à l'origine
en le temps t* soit optimale est que pour toute normale Wo, rentrante à 3i(tO91*)
on ait presque partout sur [t0, t*] :

< y(r), g<?, U \ 0 ) > = Max < V(t)9 g(t9 u) >,
«€£-1, +1]
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où W(i) est solution du problème de Cauchy :

et où TA note la transposée de A.

Preuve : L'ensemble %(tOi jf *) est un convexe borné et d'après le théorème 3,
x0 € 35l(/Oî **). Donc, pour toute normale entrante Wo, on a :

Par des arguments classiques, on démontre par dérivation la nécessité et
par intégration la suffisance.

4. UNICITE ET COMMANDE OPTIMALE BANG-BANG

Dans le cas des systèmes linéaires, on sait que si le système satisfait la
condition H. W. alors la commande est unique au sens Ll et peut être prise
bang-bang. Ici, nous ne pouvons espérer rien de semblable, en effet, la condi-

tion H. W. porte sur
du u-0

= V(t) et ses dérivées successives, c'est donc

une condition au voisinage de u = 0 c'est-à-dire locale. Tandis que la relation :

^ > - Max < W(tlg(t,u) >

est globale. Si donc, par exemple, l'ensemble des t de [t0, t*] tels que g(t, u)
soit non injective en w, est de mesure non nulle, on ne peut avoir l'unicité de
commande optimale. De même, pour que l'on ait des commandes bang-bang,
il faudrait que Max < ^ (0 , g(t, u) > soit atteint presque partout sur

['o,**] pour |u| = 1.

Or, on peut construire aisément une fonction go(t, u) vérifiant H. W. et
telle que, pour toute fonction g(t, u) appartenant à un voisinage de gQ(t, u) dans
Cn+\[*o, 0 X [— 1, X 1], Rn), le maximum de <W(t),g(t9 u) > ne soit pas
atteint pour |w| = 1.
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CONCLUSION

Sans hypothèse globale sur l'application (t, u) l~> g(t, u) il n'est pas
possible d'obtenir des résultats dans le sens de l'unicité de la commande
optimale, ni dans le sens des commandes bang-bang.

En fait, ces deux questions tiennent à la nature de l'ensemble

plus qu'à sa représentation par l'application g; en effet, soit q> une application
continue de [— 1, + 1] dans [— 1, + 1] si le système :

(2) x(t)

est localement contrôlable, il est évidemment de même du système :

(2') x(t)=A(t)x(t)+g(t,9(u)).

Par contre, si (2) admet des commandes optimales uniques, il suffit que <p soit
non injective pour que (2') admette plusieurs commandes optimales.

Ceci conduit à poser le problème de la manière suivante : soit tI—>• Q(t)
une application de R dans 3l(Rn), on considère le système :

(3) x(t)eA(t)x(t) + Q(t).

i) A quelles conditions sur t \-~> Q(t) le système (3) est-il tel que les réponses
à 1, 2, 3, 4, 5 soient positives ? De ce point de vue, la question de l'existence
des commandes optimales a été abordée par de nombreux auteurs (cf. [2] et
sa bibliographie).

ii) A quelles conditions peut-on «représenter» la multiapplication t I—v Q(i)
sous la forme :

où (f, u) l—> g(t, u) serait la «plus simple possible », linéaire en u par exemple ?
Ce point de vue est envisagé dans [4],

En particulier, dans le cas des systèmes (2) en dimension 1 (c'est-à-dire
x € R) on voit très facilement que, du point de vue de la théorie de la com-
mande, génériquement, tout système est équivalent à un système de la forme :

(4) x(t) = A(t)x(t) + u(t)a{t) + (1 - u(t) )b(t) u € [0,1]

où / l-> a(t) et t 1—* b(t) sont respectivement négative et strictement positive.
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