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OBTENTION DES FONGTIONS SPLINES USUELLES
A L'AIDE DE LA THEORIE
DES ESPACES GAUSSIENS

par C. BONNEMOY(1)

Résumé. — Un cas particulier de fonction aléatoire non stationnaire (cf. 1) où un problème
d* estimation Bayesienne peut se résoudre à Vaide de fonctions splines.

L PROBLEME INITIAL [PJ

— Soit Xt(a>) la fonction aléatoire du Mouvement Brownien avec
t ^ 0, Xo = 0 p. s.? E(Xt) = 0 V t, de fonction de corrélation

r(t, s) = E(Xt Xs) = min (r, s), soit T = [0, i ] .

Soit H l'espace gaussien (cf. 1) engendré par les Xu teTy c'est un sous-
espace vectoriel fermé de L2(&, &> P), Hubert pour le produit scalaire
(ZfY)H = E[ZY]. Il est formé de variables gaussiennes centrées.

Soient 0 < t± < t2,..., tn < b n abscisses dans Te t yuy2 —yn
 n nombres

réels, n > 1.

Nous nous posons le problème [PJ suivant :

Existe-t-il dans H C L2(Q, Jt9 P) une variable aléatoire S(co) telle que :

2° E(S2) soit minimum?

Proposition 1 :

Le problème [P J admet une solution unique S.

(1) Maître-assistant à l'Université de Clermont.

Revue Française d'Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle n° août 1973, R-2.



74 C. BONNEMOY

On peut écrire :

a) 5= tcjxtf

où les Cj sont solutions du système :

(2) yt = J c/fo, 0) 1 < Ï < »

ou encore en utilisant le fait que Xt est à accroissements indépendants

(3) S = J ?~~?'-1 (*„ - *,,_,) (y0 = *0 = 0)

H. ESPACES ISOMETMQUES AVEC H,
FONCTIONS SPLINES D'ORDRE 1

Rappelons les résultats suivants (cf. 1 et 4).
a) II existe une isométrie :

B : L\T, dx)-+H

qui à gt(.) = l[Offl(0 fait correspondre Xt = B(gt)
(il s'agit de la mesure brownienne et on peut définir Xt par une intégrale
stochastique de gt).

b) II existe une application :
ifs de H dans RT définie par :

L'espace 51 = ^(if) est engendré par les fonctions : r(t, ,),t e Tel il est
reproduisant pour le noyau r(t, s), i/r est une isométrie entre H et 31. Dans
le cas particulier du mouvement Brownien, on peut préciser l'espace hilber-
tien 3t. Soit :

h - B-\Z\ <p - <£(Z) où ZeH
alors :

= £(ZXt) - (A, ̂ L . ( r ^ = f li0$0(x)h(x)dx => <p(0 = f V ) * f
Jr Jo

Donc % est formée de fonctions continues, nulles à l'origine, à dérivées
premières dans L2(T, dx). Il est muni du produit scalaire :

(<Pu 9i)% = E \zu z2] = <p'x(x)<pi(x)dx
JT

Revue Française d'Automatique\ Informatique et Recherche Opérationnelle



FONCTIONS SPLINES ET ESPACES GAUSSIENS 7 5

Fonction spline d'ordre 1 dans 51

Donnons-nous les abscisses 0 < 11 < t2 ... < tn < b et les réels y± ... yn et
cherchons dans Si un élément s tel que :

i o ^ . ) = j ; . l ^ i ^ n W0) = 0).

^ dx minimum
T

comme sfê) dx — ||s|| &, on voit que ce problème, reporté dans H est dien-
JT

tique au problème [PJ. On a donc immédiatement la solution sous la forme :

(4) s(t) = £ ^ H ^ " * (r(fi> 0 — Kh- u 0 )> 7o = ô = K'o> 0 == 0 V t

Remarquons :
r(**> 0 — r(h-D 0 == min(?f91) — minfo-j, 0 = (t — ̂ -i)+ —(t — ̂ ) + .

On peut donc écrire :

(5) s(t) -

où L/fo-i),/(*j)l désigne la différence première divisée de ƒ sur les abscisses
f{-i, fg. On notera plus généralement [/(^)5..., f(ti+k)] la différence kihme

divisée de ƒ sur les abscisses ti9..., ?i+fc.

REMARQUE : Sous la forme (4) on retrouve l'écriture d'une spiine à l'aide
d'un multinoyau de Schwartz (cf. 3).

— Sous la forme (5) on trouve l'écriture de la spline telle qu'on l'aurait
obtenue par la méthode d'intégration que nous rappelons :

(6) M/,-!), s(tt)l = (lgtUx), gH(x)]s'(x)dx - yfZlLzl
JT H — H-i

1 < i < n — 1

C'est le théorème de Peano appliqué à la fonctionnelle différence première
divisée; ainsi, toutes les conditions sont reportées sur s' dans L2(T, dx) or
(t — x)% — liott}(x) == gt(x) (convenir que u == 0 si u% < 0).

d > o r d r e

et c'est aussi la densité (cf. 5) d'une variable aléatoire uniforme sur [^_l5 fj.
Par un raisonnement identique à celui de la prop. 1 (2° méthode), on est

amené à chercher s'(x) sous la forme ]T djoc/^x).
x
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16 C. BONNEMOY

Les conditions (6) s'écrivent :

et comme :

0

c*i(x)<Xj(x)dx = •
1

on trouve dj = ys — ys- \

d'où :

comme gtt(f) — gti_x(t) = (f — r ^ J i — (f — ̂ )+ et que j(0) = 0 en intégrant
1 fois, on retrouve (5) ou (4). s(t) n'est d'ailleurs rien d'autre que la ligne
brisée joignant les points (th Ji)"=0. Pour tout t > tn9 on a :

REMARQUE : Dans ce cas particulier, le théorème de Peano exprime que la

différence divisée — ^izl est l'espérance mathématique E[s\uiu)))] où w((y)

est une variable uniforme sur [^_i5 ^] de densité at(x).

REMARQUE : Si on considère le problème d'extrapolation suivant :
Z est donnée dans H et les valeurs yk — E(ZXtJ) 1 < k ^ n sont don-

nées, on cherche i / = X ! a ^ « t e^ e ( l u e ^ ( ^ — Z)2 soit minimum. Les
i

conditions nécessaires et suffisantes conduisent à E(UXt]) = yk et de plus
UÇLH^^>E(U—Z2) minimum o EiU2) minimum, donc U = S solution
de [Pt]. (En particulier, si Z = X7 avec r > tn alors d'après (3) *7 = Xtn

meilleure prédiction de XT).
(1) Hn : sous-espace engendré par Xtl9..., Xtn.

m . OBTENTION DES FONCTIONS SPLINES D'ORDRE k > 1

On peut généraliser la notion de spline aléatoire S à d'autres fonctions aléa-
toires que le mouvement Brownien, mais nous nous demandons ici comment
faire intervenir les splines usuelles d'ordre k, c'est-à-dire celles dont les splines
fondamentales sont des différences &ieme divisées du noyau (t — *)+.
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FONCTIONS SPLINES ET ESPACES GAUSSIENS 77

Intégrales du mouvement Brownien

Introduisons la fonction aléatoire {Xk(a>) ) t € T définie en intégrant (rn.q)
k fois le mouvement Brownien Xt :

** = ... Xyody0àyi...dyk.t
Jo Jo Jo Jo

c'est une fonction aléatoire gaussienne de fonction de corrélation :

r\tJs) = E[XkXk] = f... f\.. f*... fZlr(yo^o)djo».dj;fc_1dZo...dzfc_1
Jo Jo Jo Jo

ce qui peut s'écrire, vu que r(y0, z0) = gyo(x)gz0(x)âx
JT

\U s) = gï(x)gk
s(x)dx (avec toujours T = [0, b], t et s < b)

JT
r

où :

kti?c)=\ ...
Jo Jo «/O

çyx

/O

(dpXk

f est définie pour t ^ 0 avec X\ = Qp • 5 (ainsi que ' '
rff / r -o 1 < P

elle est gaussienne centrée et £(Xf)2 = r\t, t) = ^2fc+1/(fe 02(2Jfe + 1).

— Le mouvement brownien est une fonction aléatoire à accroissements
indépendants, ce qui vient du fait que la v.a. Xt — Xs est indépendante du
passé, c'est-à-dire :

E[Xu(Xt — Xs)] - 0 Vu ^ min (/, s)

On en déduit :

Lemme : la variable aléatoire [XtiJ...9 Xt* J est indépendante des
variables X\ pour u < min tir

Kj<k + 2

Pour k = 0, on retrouve la propriété du mouvement brownien citée ci-
dessus.

Espaces gaussiens d'ordre k et Hubert isométriques

Considérons la fonction aléatoire {Zf(oj) }t€T gaussienne centrée, elle
engendre un espace gaussien Hk formée des combinaisons linéaires finies de X\
et de leurs limites m.q., c'est un sous-espace Hilbertien fermé de L2(Q, A,,p)

n° août 1973, R-2.



78 C. BONNEMOY

toujours pour le produit scalaire E(YZ). Comme Xt = B(gt) on peut encore
écrire :

et Hk est isométrique par la mesure Brownienne B au sous-espace

fermé L2{T, dx) engendré par les fonctions g*(x) = v , t € T.
/C s

Considérons, d'autre part, l'espace 31* formé des fonctions réelles définies
sur T :

t -> E[X\Z*\ = <pit) avec Zk eHk(<p = ift(Zk) )

il est muni d'une structure d'espace hilbertien isométrique à celle de Hk par :

et il est reproduisant pour le noyau r\t, s) puisque

(.<p/r\t, .))a* = -B[Z*lT*l = 9w

— Cherchons, comme pour 31, à identifier le Hubert 31*. Posons

On a :

d'où en intégrant k fois par partie

9(0 = ••• h

_2LZ = ^*t) ce qui fait de %k l'espace des fonctions <p e C£ avec

0 ^ a d e r n i è r e condition
mise à part, c'est l'espace où l'on cherche les splines usuelles).

Problème [Pk]

Donnons-nous, comme ci-dessus, {tuyt }i=if„, existe-t-il dans Hk~l une
variable aléatoire S telle que :

[ i
1 ] ^ y i 1 < î < n

2° £(S2) minimum?
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Proposition 2 : Si n ^ k, le problème [Pk] admet une solution unique S,
on peut l'écrire :

n-k

(7) S = £ A#,
i=o

où
uj = [**-\..., **;i] 0 ^ y < n - k

les À,- étant solution du système

(8) E A^IK/WJ Œ LF«, •-, yi+kl 0^ i^n — k

la démonstration, se basant sur le lemme est identique à la méthode d'inté-
gration (cf. 6), en particulier :

où A/y) = [ ( y - f,)?"1, . . . ( y - 0+*)""1]

ce qui entraîne que le système (8) est 2k — 1 diagonal et symétrique.

Fonction spline d'ordre k

Si nous cherchons maintenant dans 3lk~x une fonction spline d'interpo-
lation s(x) telle que s(tt) = yt 0 ^ i < n(t0 = j 0 == 0)

— 1, $$s{g> == 0,1 ^ p < k— 1, 4*fdx minimum,

on prend pour s l'image de la variable aléatoire S par Pisomorphisme ift :
jjk~x ->%k~1, on obtient donc :

n-fc

i=o

les À£ étant solution de (8).
On retrouve exactement le résultat qui aurait été obtenu en appliquant

la méthode d'intégration directement entre L2^Ttdx) et %k~x
9 compte tenu

du fait que le polynôme />&-i d'intégration est ici nul et du fait que :

iïWi lrk~K rk~x ,\ — ^ ' \(x t^2k~x (x t .ï2*"1!

on obtient ainsi s sous sa forme classique.
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II reste à vérifier que S et s vérifient bien les conditions :

E Ç S X * - 1 ] = s ( t t ) = y ( 1 ^ i ^ n

Or (8) exprime que £[St/J = |>;,... yi+kl soit :

E[S[Xti9..., Z f i +J ] = [E[SXtil..., E[SXti+J ] = [s(td, ~.s(ti+k)]

= b*> —, y«+J pour o < î < «—fc

D'autre part, on doit avoir s(Q) = s'(0) = ...5(
(o)~

1) — 0.
Considérons la différence &ieme généralisée de s prise sur des nœuds :

xo(ao fois), x1(oc1 fois) ... xp(ocp fois) avec 2^ &i = k + 1, elle s'écrit :
o

P ai-l

(") Z Z ! (a, - m - 1) !

où o(x)= flQc —

Appliquons (11) au cas suivant : x0 = 0, a0 = *> ̂ <o) = ° P o u r

0 < m ^ fc—1

il reste s(tt)lt\. Pour toute fonction <p de ft*"1 telle que 9?(^) = j ; . 1 < f < «
l'identité des différences fcièmes divisées de s et <p sur ces points implique :

On recommence dans le cas suivant :

x0 = 0 , a0 =A:—l? ly
( m )(0) = 0 0 ^ m ^ k — 2

xx = *!, «i = 1, x2 = t29 oc2 = 1

par (11) on est conduit à : s(t2) = ç>(?2) = ^2 etc*-- jusqu'au cas : x0 = rn_ft>

a0 = 1 ... xfc = tn9 ocn - 1 qui conduit à : s(tn) = J V
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