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ETUDE DE L’ERREUR D’ARRONDI
DANS LA RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES
PAR DES METHODES ITERATIVES

par Jean-Pierre CROUZEIX (1)

Sommaire. — Nous allons comparer du point de vue de Ierreur d’arrondi les trois
méthodes suivantes : Jacobi, Gauss-Seidel et Surrelaxation. Aprés avoir montré que la
méthode de Jacobi est la meilleure des trois a ce point de vue, nous proposons un algorithme
dans lequel un test basé sur les erreurs d’arrondis nous permet d’approcher le plus prés
possible la solution.

1. LES ERREURS D’ARRONDIS ET LEUR PROPAGATION

Supposons que nous travaillons en base A avc p chiffres de mantisse
- tout nombre « machine » x 3£ 0 s’écrit alors

n
X = i 0, Cl, cZ... cp)\

¢;=01,...,A—1 pour i=012,...,p
avec
c; #0
On pose A" = y(x) (facteur de cadrage)

Soit T une des quatre opérations élémentaires, a et b deux nombres
« machines » et g(x) ’erreur commise dans le calcul de x = a7b.

On a e(x) = aTh — aTbh ou T désigne P’opération machine associée a T.
g(x) peut s’écrire sous la forme

e(x) =sm. (x)+ y(x)ou 0 < n(x) < X7

= 4+ 1 (s dépend du signe de x et de T).

(1) Département de Mathématiques Appliquées, Université de Clermont-Ferrand.
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES 101

Nous ferons alors les hypothéses suivantes (cf. [1]) :

a) 7(x) est uniformément réparti sur [0, A77]

b) les erreurs d’arrondis intervenant sur des opérations différentes sont
indépendantes.

On a alors :

8x) = var (e()) = ¥’(®) (E.A)

y(x) est une fonction dont la définition en langage machine est trés simple et
que ’on aura intérét & programmer en ce langage ou en assembleur. Si ceci
n’est point réalisable au lieu d’écrire y(x) en langage scientifique (Algol ou
Fortran) ce qui deviendrait trop cofiteux, nous utiliserons 1’approximation
de var (g(x)) suivante

2
A(x) = var (a(x))=7\_2”|:§— e A el og(A))z] (ER.

obtenue en écrivant que sgc X) 7n(x) —= Y( x) est le quotient des 2 variables aléatoires
suivantes :

-q(x) qui est uniformément répartie sur [0,2~7]

et —— qui est uniformément répartie sur [A™?, 1]

( x)
qu’on peut supposer indépendantes.
Dans tout ce qui suit :

* g(x) désigne ’erreur d’arrondi dans le dernier calcul élémentaire qui
donne x,

* ¢ (x) Perreur commise dans le calcul de x compte tenu de toutes les erreurs
d’arrondis précédentes.

2. COMPARAISON DE DEUX ALGORITHMES ITERATIFS

Soient x,+; = @,(x,) et y,+1 = @,(,) deux algorithmes itératifs conver-
geant vers la méme valeur o.

En raison des erreurs d’arrondis lorsque nous appliquons ¢, et ¢, 3 a,
nous n’obtiendrons point exactement « mais deux valeurs approchées

%y = @y(a) et x; = @,(x).

11 est naturel de dire que 1’algorithme itératif ¢, est d’autant plus sensible
aux erreurs d’arrondis que la quantité |« — ¢,()| est plus grande. Comme

n° R-2, 1971.



102 J. P. CROUZEIX

npous ne pouvons connaitre exactement cette quantité nous prendrons pour
mesurer ’influence de ’erreur d’arrondi

€ (@1(@)) = var (e (91(2))) = var (g,(«) — «) = var (g,(#) — ¢;(x))

On dira alors que 1’algorithme ¢, est plus sensible aux erreurs d’arrondis
que @, si :
var (e(@4(«)) > var (e(¢(«))

3. ETUDES DE METHODES DE JACOBI, GAUSS-SEIDEL
ET SURRELAXATION

Soit a résoudre le systéme linéaire AX = B (S.L.)
on écrit 4 souslaforme A =L+ D + S

dy #0Vy; Iy=0sij>i;5;=0sij<i
avec
dij = 0 Si i :/éj
on a alors les formules classiques
DX**' =B — (L + $)X* (3.) pour Jacobi
DX**!' =B Lx**'_ gx* (G.S.) pour Gauss-Seidel
DX**! = (B — LX*"' — SX*) + (1 — w)DX*
(S.R.) pour la surrelaxation

A. Meéthode de Jacobi

Appliquons ’algorithme itératif 4 Ia solution X du systéme linéaire pour
faciliter le calcul d’erreur nous poserons ¥ = ¢(X) (si nous n’avions pas d’erreur
d’arrondi nous aurions Y = X).

On obtient pour le calcul de la i*®® composante
Yi = (bi — Z aijxj)/aii
i%j

Les calculs se faisant dans I’ordre naturel et en linéarisant les erreurs on
obtient :

e(y) =— [; € (aijxj) + ; e( uij)] [ai; + < () (J.E)

avec uij = bi _ lzld‘a“x,
:*ll
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES 103

Il est donc facile, compte tenu de b et des formules (EA) ou (ER) d’obtenir
var [e(y))], les différents ¢ intervenant représentant des variables aléatoires
indépendantes :

500 =00 = |3 @) + 5, 5@ i+ 769

J#Fi
B. Méthode de Gauss-Seidel

(G.S.) s’écrit sur la i*™ composante

i—1 n
. 4
= (bi‘— Z‘ﬂifyj— Z aijxj)/a
j=1 j=i+1

d’ou

e(y) = [ E: zJe(yl]

+ [— ti: € (aijyj) -

23

e (a;;%;) Z € (uij)] la;; + () (G.S.E.)

j=1 Jj=i j=i
avee u,; = Z Ay — Auxy
I<j i<I<j
1<i
d’ou

i-1
eG.s. o) = ( ; aizj €es (}’j))/“fi

+ {Z(a/y\w > <y ,>+Ze(u>]/a,,+e(y.
j=1

j=i+1

Les quantités y; et x; sont trés voisines, donc il en est de méme pour les
quantités u; intervenant dans Jacobi et celles intervenant dans Gauss-Seidel.
11 s’ensuit que :

T —_
e (a;y;) = = (ai;x;)
et que s/@ de Jacobi ~ ?(71) de Gauss-Seidel.

On a alors

ees ) = (Z a?j €6s (.Vj)) /ax?i + ;(y\i)

etm> eﬁy\i) pouri =23 ..,n

La méthode de Jacobi est donc moins sensible aux erreurs d’arrondis que
celle de Gauss-Seidel.

n° R-2, 1971.



104 J. P. CROUZEIX

C. Méthode de surrelaxation

(S.R.) s’écrit sur la i*™® composante
i1

Yi= @(bi — Zl aiV;i— Z«n—x aijxj)/aii + (I — w)x; (S.R)
Jj=i

\——

j_

AII

La quantité 4 est celle calculée pour obtenir y; dans la méthode de Gauss-
Seidel, d’autre part le facteur optimal de surrelaxation : o étant compris
entre 1 et 2. Il s’ensuit obligatoirement que

Esr (V) > ©” egs () > egs ()

donc pour 1 € o < 2la méthode de surrelaxation est plus sensible aux erreurs
d’arrondis que la méthode de Gauss-Seidel, donc a fortiori que celle de Jacobi.

Une approximation de &gz (y;) & partir de €gs (7;) sera donnée par
ese ) = 0 egs 0) + c(@p) + (I — @) +<() (GS.E) (SRE)

En conséquence afin d’obtenir le résultat cherché avec la plus grande
précision il convient aprés avoir approché suffisamment la solution par une
des méthodes A convergence rapide (Gauss-Seidel) ou (Surrelaxation) de faire
les derniéres itérations avec la méthode de Jacobi.

Test d’arrét et description de P’algorithme proposé

Les formules (J.E., G.S.E. et S.R.E.) nous permettent un calcul facile de
la variance de e (x**') donc de son écart-type o(e (x¥*!)). Connaissant cet
écart-type on obtient des bornes réalistes de I’erreur en prenant 4 fois cet
écart-type (cf. [1]). Afin de continuer les calculs le plus loin possible sans pour-
tant faire cycler le calculateur, il est naturel d’arréter les calculs lorsque par
exemple :

[xi™t — x| < dole (67T )]

Il n’est point nécessaire de calculer cet écart-type a toutes les itérations
puisque cet écart-type va converger en méme temps que x% et que I’on ne cherche
qu’une approximation grossiére des bornes de 1’erreur.

La procédure Algo! que nous proposons est la suivante :

On résoud le systéme linéaire AX = B par la méthode de Gauss-Seidel,
a la N®me jtération (dans le programme N = 10, N doit &tre modifié en tenant
compte de Ia taille du systéme linéaire et de son conditionnement), on calcule
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RESOLUTION DE SYSTEMES LINEAIRES 105

une estimation de o(e(x)) pour Gauss-Seidel et Jacobi, puis on continue les
itérations par Gauss-Seidel jusqu’a ce que

[+ — 4| < dogsle (] = DGSIT] V.,

On reprend les itérations par Jacobi jusqu’a ce que

Eral —JJ:] < dojle )] = DXI] V¥,

La procédure donne X, DX et DGS.

REMARQUE : cette procédure a été écrite pour I'IBM 7044 (en utilisant les
formules ER). Afin de I'utiliser sur un autre calculateur il convient de la modi-
fier comme suit :

Remplacer Uinstruction : T : = 0.432 X 4/2% %27,

. -2p _)_‘_ )‘2 ~ 21.
par T.—4A/)\ (3 4[7\—_1]2[L0g(7\)] ),

ou A est la base du calculateur; p le nombre de chiffres de la mantisse ; daus le
cas du 7044, A = 2, p = 27 cela nous donne bien

T: = 0432 % 4/24 27 ;

Estimation de 1’erreur et exemple numérique

Soit X" le ni*me jtéré et X"t 1! I’itéré suivant, en raison des erreurs d’arrondi
on obtient une valeur approchée X, ;.

On arréte les calculs lorsque

[T 1| < DX[N
mais  |x/*'— X1 < DX[] dow  |x"!—x!| < 2DX[I]

désignons par J la matrice associée a l'itération de Jacobi et soit X la solution
de I’équation AX = B on sait alors que :

(X__Xn-l-l) < (I__J)—lj(Xn+l _Xn)

Désignons par k = S,,(I—J)"'J)
alors

1X — Xpua], < [[X— 271, + X" — X" < @k + 1) |DX],

n° R-2, 1971.



106 J. P. CROUZEIX

EXEMPLE

Nous avons traité le probléme de Dirichlet (Au = 0) sur le carré ABCD
avec sur les faces AB et CD respectivement » = + 100 et w = — 100 et sur
les faces BC et DA u = 0 en utilisant une grille a2 400 points.

La procédure a été modifiée afin de tenir compte des 0 de la matrice, et du
fait que les divisions par 4 en base 2 ne sont sources d’aucune erreur d’arrondi.
Le calcul des écarts-types a été fait a la 550e itération. La derniére itération
par Gauss-Seidel a été la 636¢, 2 itérations ont été ensuite faites par Jacobi (1).

Aux nceuds 200 et 201 on a obtenu :

Uygo = 0,70249058 DX [I] = 0,160 10~ 7 DGS [I] = 0,234 1077
Uy = — 0,70248899 DX [I] = 0,957 10~ 8 DGS[I] = 0,107 1077
en raison des symétries nous avons ici #,99 = — %01,

d’autre partsip =2onak =83 et ||DX||, = 0,153 107 4.

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. P. CrouzEix, Etude statistique de I’erreur de chute dans la résolution de systémes
linéaires. Thése de 3¢ cycle (1968), Université de Clermont.

(1) Les essais numériques effectués ont toujours montré qu’il suffisait d’un trés petit
nombre d’itérations supplémentaires par Jacobi, ceci est dit  la relation qui lie les erreurs
pour Gauss-Seidel et Jacobi.
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PROCEDURE ALGOL

PRACEDURE  ERGS- (A, B, X, DX, N) ;
VALEUR VA. B, N ; ENTIER N ; TABLEAU A, B, X, DX ;
CAMMENTAIRE  résolution du sy'stéma linéaire d'ordre n, AX = B par la
‘méthode de Gauss-Seidel, afin de minimiser les erreurs d'arrondi les dernigres
itérations sont faites par la méthode de Jacobi. On arréte les itérations dés
que la différence de 2 vecteurs itérés successifs est inférieure a DX qui
désigne 1'erreur maximum que 1'on peut commettre sur le celcul d'un itéré ;
DEBUT TABLEAU Y, 0GS [1 : NJ; BEOLEEN TEST ;

@__ R, S, T, OR, DS ; ENTIER CAS, I, J, COMPT ;

AIGUILLAGE DIR : = ITERATIPN, ERREUR, CALTEST ;

INITIALISATION : T : = 0.432 x 5/2427 ; CAS : = COMPT : = 1 ;
PR I :=1PAS 1 Jusqua N FAIRE X[I]: = B[E]/Al1, s
ITERATION : PAUR I : = 1 PAS 1 Jusqu A N FAIRE Y[I]: = x[I]:
PBUR I : = 1 PAS 1 JUSQU A N FAIRE
DEBUT R : = B[1];
PBUR J : = 1 PAS 1 JUSQU A I-1, I+1 PAS 1 JUSQU A N FAIRE
R: =R - A[T 1]x x(3],
X[ :=r /Al 1]:
FIN ; SI CBMPT = 10 ALORS CAS :.= 2 ;
.COMPT : = CEMPT + 1 ; ALLER A DIR[CAS| ;
ERREUR : COMWPT : = COMPT + 1 ;
PBUR I :=1PAS 1 Jusgu A N FAIRE Y[I]: = x[1]:
PBUR I : =1PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT OR : =0, R =8 [I] ;
POUR J : =1 PAS 1 JUSQU A I-1, Is+1 PAS 1 -JUSQU A N FAIRE
DEBUT S : =A[T, I xx[@] sR:=R-5;
DR : = DR + S42 « R42
FIN XI:I] t =R =R/(\]:I. 13 B
‘DR : = DR/A[Z, Ij+2 + R42 ;
DX[Z] : = SORT (OR) x T : 0S : = 0 ;
PBUR J : = 1 PAS 1 JUSQU A I-1 FAIRE
DS : = 0S + (A{L, 3} = oes[a])+2 »
os : = ps /A[T, )42 + ox[1]42 ; o6s[X]: = sorT(DS) ;
FIN 5 CAS : = 3 ; ALLER A ITERATION ;
CALTEST : TEST : = VRAI ;
PBUR I :=1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
TEST @ = TesT ~ABs (Y[ - x[1]) < oesfy] :
s TesT ALLERA TITERATIEN ; CBMPT : = COMPT ~ 1 ;
JACBBL : TEST : = VRAL ; CBWPT : = COMPT + 1 3
PBUR T : = 1PAS 1 JUSQUA N FAIRE Y[I] : = x [I]
PBURT : = 1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
DEBUT R : = B[I]s
PHUR J : = 1 PAS 1 JUSQUA I-1, I+1 PAS 1 JUSQUA N FAIRE
R:=RAQ, §] x v({d ; x{@ : =w/all, 1) 5
TEST : = TEST.A ABS(X[] - v[I]) < ox[1] :
FIN ;
SI T|TEST ALERS ALLER A JACEBI ;
FIN PROCEDURE ERGS ;
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