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ETUDE D’UN SCHEMA AUX DIFFERENCES FINIES
POUR LA RESOLUTION NUMERIQUE
DES EQUATIONS DE NAVIER-STOKES
COUPLEES A CELLE DE LA CHALEUR

par J. C. ZENOUDA

Résumé. — Aprés avoir formulé de fagon précise le probléme, on étudie la stabilité et la
convergence d’un schéma aux différences finies semi-explicite (I’équation de Navier-Stokes
en explicite, et I’équation de la chaleur en implicite) pour résoudre numériquement ces équa-
tions. La dimension d’espace étant égale a deux.

INTRODUCTION

Le but de ce travail est d’étudier les équations de libre convection non
stationnaire dans un domaine borné du plan. Soit @ ce domaine borné, de
point générique X = {x,y } = {x, x, }, de frontiére I', supposée « suffi-
samment » réguliére. On désigne par Q, le cylindre Q = Q X 10, T[, T étant
fini, et par Z, la frontiére latérale de Q; £ =T X ]0, T[. On désigne par
U(X, t) un vecteur (vecteur vitesse) U(X, 1) = {u(X, 1), (X, t) }, par p(X, t)
(pression) et w(X, #) (température) des fonctions scalaires.

Les équations de Navier-Stokes couplées a I’équation de la chaleur cor-

respondent a un couplage « parabolique-parabolique ». Elles s’énoncent, dans
le cas d’évolution :

) %g—vAU—}- uD,U 4 vD,U + Ew = F(X, t) — grad p
(OhDiU=‘a—g’ 1=1’2)
ox;
) divU =0
ow
3) -a—t—Aw—l_-._U-gradw=0
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50 J. C. ZENOUDA

avec les conditions aux limites

@ U=0, w=0 surX

et les conditions initiales

®) U(X, 0) = Up(X);  w(X, 0) = we(X)

ol : £ est un vecteur donné de R2, F(X, t) et Uy(X) sont des fonctions vecto-
rielles données, wo(X) une fonction scalaire donnée et v une constante positive
(coefficient de viscosité).

L’objet de ce travail est I’étude de I’approximation par une méthode de
différences finies du probléme (1) ... (5). Les équations de Navier-Stokes ont
fait I’objet de nombreux travaux dont, en particulier, ceux de Ladyzenskaya [8],
Chorin [4], Chernyakov [3], Jamet-Lascaux-Raviart [5], Krzywicki [7],
Teman [13] et [14], Raviart [12]. De nombreuses méthodes de résolution numé-
rique y sont étudiées dans le cas stationnaire, [10], [7], [12] comme dans le cas
non stationnaire [5], [6], [10], [13], avec différents types de conditions aux
limites. Certains résultats de cet article sont extraits de la thése [15] ou de
nombreux schémas aux différences finies explicite, semi-explicite et implicite,
sont €tudi€s et ou un théoréme d’Unicité y est établi.

Le plan est le suivant :

I.  Formulation précise du probléme.

II. Etude du schéma aux différences.

II. Etude de la stabilité.

IV. FEtude de la convergence.

V. Résolution numérique des équations aux différences.

L FORMULATION PRECISE DU PROBLEME

L1. Espaces fonctionnels, notation

Nous ne considérerons que des fonctions a valeurs réelles. On désigne par
D(Q) P’espace des fonctions indéfiniment différentiables sur Q et 4 support
compact dans Q; par L2(2) I’espace des (classes de) fonctions de carré sommable
sur Q. Si f; g € L2(Q) leur produit scalaire est :

(f.8) = f 1) g0x) dx

Pour ce produit scalaire, L2(Q) est un espace de Hilbert. On des1gne par
H(Q) I'espace de Sobolev d’ordre 1.

HY(Q) = { vfv € LZ(Q), o, e’ (Q),i=1,2 }
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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 51

muni de la norme

du
ax;

2
dx

2
b= [ s+ 3
H,(Q) est un espace de Hilbert.
On désigne par Hy(Q) I’adhérence dans H(Q) de D(Q), nous avons aussi:
HyQ) ={vjveH'(Q), v=0 sur 3Q}

I’espace Ha(Q) est muni de la structure Hilbertienne de sous-espace vectoriel
fermé de H(Q).

On désigne par :
U = {D/D €(D(Q))? divd =0}
H = adhérence de U dans (L*(Q))?

pour ¢, ¢ € H nous posons :

2
@9 =, [ edids: lol = o 0"
i=1JQ

On désigne par V I’adhérence de U dans (H1(Q))2 nous avons la définition
équivalente, cf. Lions [9] [10]

V ={V/Ve(HyQ)divI=0}

On munit V du produit scalaire :
3 (U oV
@, v) = i; (5}7’ a_x,)

en identifiant H a son dual (H = H’), nous avons :

VCHCYV
(’injection de V dans H est continue en raison de ’inégalité de Poincaré).
Posons :
2 2
by(U,V, W)= Z f UDV)W; dx ;b,(U, v, w) = z f U(Dw)w dx
ik=1JQ k=1JQ

pour U, V, W des vecteurs, v et w des fonctions scalaires telles que les intégrales
convergent.

Rappelons quelques résultats relatifs aux formes énoncées ci-dessus
(Lions 9], [10], Ladyzenskaya [8])

la forme trilinéaire U, V, W— b,(U, V, W) est continue sur V X V X V
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52 J. C. ZENOUDA

(car n = 2) (en raison de I’inégalité de Holder) de méme, la forme trilinéaire
U, v, w— b,(U, v, w) est continue sur V X Hy(Q) X H}Q)

Nous avons :
bL(U,UU)=0 b,U,UV)=—b(UV,U)=b,(U,V,¥V)=0
by (U, v, w) = — b(U, w,v) = b,(U,v,v) =0
U, VeV;vweHyQ)
Ces égalités proviennent de I’équation :
divU=0

De fagon générale, soit T > 0 fixé, et soit X un espace de Banach; on
désigne par LP(0, T'; X) I’espace des (classes de) fonctions ¢ — f(z) de

10, T[— X,

qui sont mesurables, 2 valeurs dans X, et telles que :

T i/p
([1rolsa)” =1l < o
(ousip = o3 sup ess || /0)]x = | /=070 < )

ainsi normé, ’espace LP(0, T ; X) est complet (cf. Bourbaki [1]).

On désigne par ¢(0, T'; X) ’espace des fonctions continues sur [0, 7] a
valeurs dans X (cf. Lions [9)).

Le probléme de la recherche des solutions turbulentes des équations de
Navier-Stokes couplées a celle de la chaleur est, le suivant :

1.2. Probléme

On donne Fe L0, T; H); U, € H; wy € L¥%Q) : trouver une fonction
vectorielle U et une fonction scalaire w telle que :

UeL*0, T; V)N L™, T; (LX(Q))*), w € L*(0, T; Ho()) N L*(0, T; L*())

et vérifiant : :
T
fo {— U@), D) + v((U®), D)) + by(U®), U@), D)) + Ew(?), (1)) } dt
T
= J; (F@t), ©()) dt + (U,, ©(0))

T
J; {— (@, o’(®) + (WO, (D)) + b(UQ), w(®), 9(1)) } dt = (wo, $(0))
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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 53
pour toute fonction @ telle que :
®el0, T;V); @ €L¥0,T;H); DT)=0
et pour toute fonction ¢ telle que :
¢ €40, T; Ho(Q)) o' € L*(0, T ; L*(Q)); 9(T) = 0

Considérons maintenant les deux théorémes fondamentaux suivants :

Théoréme 1

Le probléme admet au moins une solution { U, w } (cf. Chernyakov [3]).
La démonstration de la convergence de notre schéma numérique constituera
une nouvelle démonstration de ce théoréme.

Théoréme 2

Si la dimension » est égale a 2, le probléme (1)... (5) admet une solu-
tion { U, w } unique. La démonstration se trouve dans [15].

REMARQUE

En utilisant 1’équation (2), il est évident que 1’on peut écrire les formes
trilinéaires comme suit :

b (U, V, W)= (a—i wv), W) + (a%, V), W)

b2(U; 0, ) = (a—ax ) 4») + (g o), 4»)

UV,WeV;U={uv};e ¢ €H(Q)

II. SCHEMA AUX DIFFERENCES
Posons :
X={x,y}={x1,x2}; U={u;v}; F={f;g}; E——‘{&l,gz}

avec ces notations, le systéme (1) ... (5), sous forme conservative, s’écrit :

3 3
6) 5’-:- —vAu + (u )+ 5 (uv) +Ew=f—2L

3 3
Q) a‘t’ vAv + =~ O )+ 2 5% (vz) L Ew = —a—’;
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54 J. C. ZENOUDA

cu v
8 B + i 0
ow 0 )
&) —a?—-Aw-l—-é-;(uw)—l—é-J-’(vw)—O
(10) u=v=w=0sur X
(11) u = uy, v = vy, w = Wy a U'instant = 0.

Soit 4 un nombre positif destiné 3 tendre vers zéro, on considére le
réseau R : ensemble des points du plan :

Mo = {mlh, mzh }, m,- EZ-

Nous convenons d’exprimer la premiére composante u (resp. f) du vecteur
vitesse (resp F donné) aux points (i + 1/2,j) et la seconde composante v
(resp g) aux points (i, j + 1/2), alors que la température w de la pression p
s’exprimeront aux points (i, j) du réseau RY (voir figure ci-dessous).

————— l ’f(i,j+1)
[ ]
h | pY
| l
_______...QI( e Piw - X
(i-1,j) (ij) YGi+1,)
Ay
X
(i,j-1)
Figure 1

Introduisons les réseaux R, et RZ définis de la fagon suivante :
Ri ={M, €R*; M, = {(m; + 1/)h,mph }, m;€Z}
Ry = { M, € R*; M, = {(m;h,(m, + 1/2)h }, m; €L}
posons :
o(M,) = {(myh, (my = DA), (my + 1k, myh) }
o(My) = {((my + 1/2) = Dh,myh }U {(m; + 1/2)h, (m, + Dh }
o(M;) = {myh, (my + 1/2) £ DR }U {(ny + Dh, (my + 1/2)h }
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EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 55
On désigne par :
Qi = I’ensemble des points M, € R} tels que : M; et v(M,) sont contenus
dans Q@ =0,1,2)
Q étant la fermeture de Q dans R2.
A chaque pas &, nous allons considérer les espaces suivants :
H, , = V’espace des fonctions définies sur 5{,, X R?Z 2 valeurs dans R2, nulles
sur (Ry X RY) —(Q x QF)
H, , =D’espace des fonctions définies sur Ry & valeurs dans R, nulles sur
Ry — QF
Pour toute fonction U € H, , nous avons :
U= {ts1/2,j» Vi j+1/2 } OU u(resp v) est 'ensemble des composantes défi-
nies sur R (resp R2).
On définit sur H, , les deux produits scalaires suivants : pour

UWet UPe H,,.

U, U(z)) =h’ Z (uwuz,, $+)1/2,j + ”E’,lj)+ 1/2"5’,2;‘)+ 1/2)
ij
(U, UD)), = (VUD, VUD), + (,UD, V,UD),

ou

1
(Vi) + 1/2,j = A (ui+l,j — ui,j)
(VxU) =3

(va)i,j+1/2 =z (”;+ 1/2,j+1/2 — Vi-1/2,j+ 1/2)

1
(Vyu)i+1/2,j =% (ui+l/2,j+ 12— "i+1/2,j—1/2)

v,0) = |

1
V)i js12 = A (V3,541 —0;,5)

On désigne par |U|, et | U], les normes correspondantes, elles sont équi-
valentes puisque H, , est de dimension finie.

De méme, on définit sur H, , les deux produits scalaires suivants : pour
9 Y €H, h

((P3 ‘p)h = h Z cPa,) x o

i,J

(o, V) = Z [(®i+1,;— (Pi,j) . (‘l’iﬂ.j - ‘J‘i,j) +

+ (‘Pi,j+1 - ‘Pi,j) . (‘-l)i,j+1 - qh,)]
n° R-1, 1971.



56 J. C. ZENOUDA
On désigne de méme par |¢|, et | ¢||, les normes correspondantes, elles sont

equlvalentes pulsque H, , est de dimension finie. Evidemment, les espaces H, ,
et H, , ainsi normés sont des espaces de Hilbert.

Posons :
. 1
(lehU)i,j =i [(#i412,;— ui—l/2.j) + (vi,j+ 12 — vi,j—l/z)]

On désigne par V, le sous-espace des fonctions U € H, , telles que :
(div,U); ; = 0 sur tout le réseau Rj.

Soit le vecteur (div,U)U défini par :
. 1
[([divyD)u;41/2,; = n [(ir1,;—uw) +
div, YU = + ;4 1/2,j+1/2 — Ui+ 1/2,j-1/2)]ui+ 1/2,j

[(div,U)o]; j41p2 = i [(u;+ 12,4172 = Uim1j2,54172) +

+ (vi,j+ 1 vi,j)]vi,j+ 1/2
ou ;

Upj = (ui—l/Z,j + ui+1/2.j)

N =

V; ;=

i,j (vi.j—llz + vi,j+l/2)

N =

Uiv1)2,j+1/2 = E(ui+1/2,j + ui+1/2,j+1)

Viv172,j+1/2 = —(”.',j+1/z + vi+l,j+l/2)
2

Posons de méme :

1 - ~
V. @)iy)2,; = A (U y, 81,5 — Ui, j455)

V. (uU) = 3
¥ Vx(uv)i,j+1/2 = "(".+1/2,J+1/zv;+ 1/2,j+172 —

» — Ui 1y2,j+120:5172,j+1/2)
)

1
Vy(vu)i+1/2,j :z(vi+1/2,j+1/2ui+1/2.j+1/2 -

V,(U) = 1

— Uis1/2,j-1/2%i+1/2,i-1/2)

V,(00)i 412 = 7 (i,j+19:,j51 — V3,047
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ol N TN siu;,; >0
U j =
ui.,.l/z’j S1 ui’j < 0
~__ | Vij-172 siv; ;20
Vi,j =
Ui j+1)2 st v;; < 0
~ ) iv1s2,i Si Uir172,j4122 0
Uiv172,j+172 = :
Uit 1/2,j+1 $i #4172,j4172 < 0
Vg j+1/2 $i Viv12,j+172 2 0

vi:l/Z,j+l/2 = .
Sl Vyp172,j41/2 <0

Vitt,j+1/2
Pour U, V, W € H, ,, discrétisons la forme trilinéaire b,(U, V, W).
Si nous posons : U = {u, v }, alors nous aurons par définition :
by WU, V, W) = (VuV), W), + (V,(0F), W),
D’ou Pexpression de :
b (U, U, U) = (V(uU), U), + (V,(wU), U)s
et finalement : ,
byw(U, U, U)=nh .Z,: [(eis g, 31,5 — s, M0 Ui 4 1)2,5 T

+ (vi+1/2,j+ 12%i+ 1725+ 172 — Vi+1/2,j-172%i+ 12,5~ 1/2)“i+ 172,; +
+ (ui+1/2,j+ 172Vi%1/2,j+ 172 — Wi—12,j+1/2Vi=1/2,j+ 1/2)Ui,j+1/2 +
+ @i,410:,;51 — 05,0504+ 1/2]
nous discrétisons de méme la forme b, (U, o, §) :
by WU, 9, §) = (V(up), Y + (V,(v9), s

1 - ~
Vx(“‘?)i,; = P (s 172,jPi+1/2,j — ui—x/z,j@i-—x/z,j)

1 ~ ~
Vy(vq))i,j =7 @ij+1/294,j% 172 — Vi, j-1/291,;° 1/2)

oll, de fagon analogue, nous posons :

~ _ ) % Si U422 0
Pi+1/2,j =

Qit1,j Sl Uy, <0

~ ) Pij $i 05541220
Pij+1/2 =

Pij+t St U; j12 < 0

n° R-1, 1971.



58 J. C. ZENOUDA

Considérons maintenant la discrétisation par rapport au temps. Soit

k=At= 1%; le pas dans le temps.

Donnons-nous :
— Uy, une fonction de H, ,
— Wy 5 une fonction de H,
— une famille de fonctions Fj, (r étant un entier, 0 < n < N—1) de Hy ;.
Up,i Wo,p €t les Fy seront choisies telles que :
12 ! | Uo.uln — | Uoln quand % —0

IWO.hlh “"'Wolzﬁ(m quand 42 —0

N=1 1/2
(k Z IF)’:IIZx) - lFlLZ(O,T;H) quand hetk —0
n=0

(U,, wy et F sont les fonctions données du probléme (1) ... (5).)

Nous pouvons ainsi formuler notre schéma aux différences finies de la
fagon suivante : & partir du couple { Uy, Wo, } donné dans H, , X H, , on
définit de proche en proche la famille de couples de fonctions

{ U wa 1 {0 Wi} AU, W}
dans V, X H, ,.

{UopWou} . {Upwp}(0< n< N) étant supposée déterminée, on
définit { Uy**, wi*! } suivant le schéma :
l n n n n n
(13) 7 (U — U, @), + v(U, D)), + by (U, Uy, ®) +
. + (Ewi Oy = (Fye D)y
A9 T —wi o) + (" 0 + b2 a(Un wi™ ' 9) =0

pour toutes P €V, et 9 € H,, et pour n=0,1,...(N—1) et d’aprés le
théoréme de Riesz, le couple { U"*!, w"*! } est déterminé de fagon unique.

Ioi. ETUDE DE LA STABILI'I'E DU SCHEMA
Lemme 3.1

Soit U = {u, v } un élément quelconque de V,, alors, nous avons I’égalité
suivante :

h
(15) bl,h(U’ U,0)= 5{\;[ l“i+1,j| (ui+3/2,j_ui+1/2,j)2 +

2
+ |vir1s2,54172) @iv1s2,5401 — Win1j2,)* + [syz,je12] X
2 2
X Oi1,5412— Vij+172)” + Ivi,j-i-l] (V3,432 — Vi,j+1/2)7]

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 59

Démonstration
Pour tout U € V, nous avons : (puisque div, U = 0)

b1.U, U, U) = b, (U, U, U)— % (@iv, V)T, ),
soit

(16) b, (U, U, U)=h Z Eui+1,jui+~1,j_' ug i+
i.j

T+ Viv1y2,j+128i4 12,5+ 172 — Vit 1/2,j-172%i+1/2,j-1/2 —
— 1/2[(ui+1,j - ui,j)ui+1/2,j + (vi+1/2,j+ 1/2 — vi+1/2,j—1/2)

X ui+1/2,j]:ﬂui+ 12, + h'z [ui+1/2,j+1/20i-:1/2,j+ 12—
i,J

— Ui—1y2,j+1720 5 172,54 1/2 T+ Vi j+1V5,541 — Vi, 055 —
- l/2[”i,j+1/2(ui+ 1/2,j+1/2 — Ui—172,j+ 1/2) + ;54172 X
X (0,541 — vi,j)]]vi,j+ 1/2

autrement dit : b, ,(U, U, U) = h(Z; + Z,)

Considérons X,, aprés quelques transformations élémentaires, il s’écrit
sous la forme :
5, =1 3
1 =§ Z ui+l,j(ui+ 1/2,i — ui+3/2,j)(2ui+1,j U172, —
t.J

1 .
- ui+3/2,j) + fz Vit 1/2,j+1/2(ui+1/2,j — Uitr1/2,j+ 1) X
i

X (2u;4 172,j+1/2 — Wit1/2,j — Uit1)2,j+ 1)
soit finalement

1 1
2= EZ [i41,] (ui+3/2,j—u.'+1/z,j)2 + _Z-Z |0i41/2,5+1/2]
L%

i,
2
X (U4 1/2,j+1 ui+l/2,j)

en opérant de méme sur Z,, nous déduisons (3.1).
C.Q.F.D.
Lemme 3.2

Soit U = {u, v } un élément quelconque de V,; w un élément quelconque
de H, 4, alors, nous avons 1’égalité :

h
(a7 b ,(U, w, w) = ‘Z[ ’ui+1/2,jl lwi+1,j“‘ Wi,_i|2
243 +

-+ |Ui,j+1/2l IW.',j+1 —wi,j|2]

o R-1, 1971.



60 J. C. ZENOUDA

Démonstration
Elle est analogue a celle du lemme précédent.

Lemme 3.3

Soient U = {u, v } et ® quelconques dans V,, w et ¢ deux éléments de H, ,,.
Posons par définition :
M(U) = M?x Max { (#4172, |vij+ 172 }:

L¥7)
alors, nous avons :

(18) |6, 4(U, U, ®)| < S(h, Dby (U, U, U)]''* |®|,

19) lbz,h(U, w, <P)| < S(h, U)[bz,h(U, w, <P)]1/2 I‘Plh

ou Sth,U) =2 /g@
Démonstration

On peut écrire :
by (U, U, ®) = b, ,(U, U, ®) — ((div, YU, D),
soit aussi, b, ,(U, U, ®) = % (4 + B,®), ou A et B sont des fonctions de V,
définies par les formules :
[ A(i:-)1/2,j = Uiy, MiF 1,5 Ui, M — Ui 1 ,j — Ui, Ylhiv 12,5
4= Ag,zj)+l/2 = Uiv1/2,j+1/2Vi ¥ 172,54 172 — Wi—172,j+1720i=1/2,j+ 1/2 —
— (u;+ 1/2,j+172 — Ui-172,j+ I/Z)vi,j+ 1/2
[ Bg-)uz,j = Uit 12,5+ 172%i+ 172,53 172 — Viv1/2,j-1/2%i+1/2,j- 172 —

B =i — (Vi 1/2,j+172 — Ui 1/2,j—l/2)ui+1/2,j

(2) _ ~ ~
. Bi,j+ 172 = Ui, j+1Vs,5+1 — U 055 — (’-’i,j+1 — vi,j)vi,j+1/2

Or nous avons :
1 2
b2, U O < - |4+ BE [0 < 2 (|4l? + |33 |of:

1
et Al =2 1Az + (A1)

1yJ
soit, il est facile de voir que nous avons :

; (APy)2,)° < 22 051,47 ie372,— Uie 12,5
sJ L) .

Z (Ai,2j+1/2)2 < 22 Iui+1/2,j+l/2|2 Ivi+1,j+l/2 —'vi,j+1/2|2
) i.J
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soit finalement :

1 2 2
= |4y < ZM(U).Z,'[ Wi j) Wissgz,j— inry2,)* +
+ lui+1/2,j+l/2| (vi+1,j+1/2 —vi,j+1/2)2]

en raisonnant de méme pour B, nous déduisons facilement (18). La démonstra-
tion de (19) se fait de fagon analogue.

C.Q.F.D.
Lemme 3.4

Soit U quelconque dans V, et soit w quelconque dans H, ,, alors, nous
avons :

(20) 1], < Ny [Uss [|wl], < N&) [w],
ol
N(h) = g_V:
Démonstration
Voir [15].
Corollaire

Soient U et @ quelconques dans V,, w et ¢ quelconques dans H, ,, alors,
nous avons les inégalités suivantes :

|(U, )| < N U]y [®]us] (o @ | < N [[w]n |
Lemme 3.5 (inégalité de Gronvall discréte)

nétant un entier naturel, 0 < n < + T étant fixé, positif, fini. On considére
% p

une suite de nombres u, > 0 tels que : il existe des constantes positives C,
et C; pour lesquelles nous avons :

uo<Co;u,.<Co+C1kZu,~ pour n > 1
4]

Alors, il existe une constante C ne dépendant que de C,, C, et T, et telle
que nous ayons :

u, < C pour tout n.
Démonstration

Voir [5].
Lemme 3.6

Soient Uy Up*' des fonctions de V,, et soient wj, wj*! des fonctions de
H,,, satlsfalsant les équations aux différences. Alors, quels que soient les

n° R-1, 1971.



62 J. C. ZENOUDA

nombres réels strictement positifs ¢ et %, nous avons les inégalités suivantes :

Q@ U — |URF + K2 — (1 + € + 0)kS>(h, Up)lby 4(Us, Un, Up) +
1 2
+ vk[z— (1 feq ,—2)ka2</:>] s < kz(x +;) 18] [wils
4 IF;.'l W+ 2k |€| le':lh |U;:,k + 2k IF;:Ih IU;:II:

(22) Wi — |whls + 2k [witlE < O

Démonstration

(Le principe est di a Raviart [11] nous donnons les grandes lignes de la
démonstration que le lecteur trouvera dans [5] et dans [15]. On écrit (13) en
posant d’abord ® = U}, puis ® = Ut — U,,, et (14) en posant ¢ = wf*!,
D’ou, a partir des égalités évidentes :

(U — U, UD, =5 (| U2 — | U2 — |07+ — Ug12)

n n 1 n n n n
(W"h+ — W, wh+1)h = 5( Iwhﬂlf — IWhIf l T whllzl)
de I’inégalité non moins évidente :
(@+b+0)°< (1 +e+ nd +(1 +e+%)b2+ (1 +§)c2

ou ¢ et 7 sont des nombres réels strictement positifs quelconques. Ainsi que des
principaux résultats énoncés dans les lemmes précédents, il est facile alors de
démontrer (21) et (22).
C.Q.F.D.
Lemme 3.7

Soit & un nombre réel positif : 0 < 3 < 1, posons :

3 v
£ = -2-91] = MZT), ou M(U) = N{:llx Max { Iui+1/2,j|, Iv,-.j+1/2| } .
Alors, si 4 et k vérifient la condition :

4vk

3) — + 4M(U) <1—38
nous avons :

(2)) 2—( + e+ kS, U) > 0
et 1

25) 2 —(1 +e+ 5) kyN%*(h) > 8

Revue Frangaise d’Informatique et de Recherche opérationnelle



EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET EQUATION DE LA CHALEUR 63
Démonstration
Voir [5].
Théoréme 3.1
3 étant un nombre réel tel que 0 < 8 < 1; si pour tout i, pour tout j et

pour 0 < n < N la condition suivante est réalisée :

4vk » n k
; +4 Max Max { Iui+1/2,j" [08i41/2] } 7 <1-—3

2
h i

Alors, la solution du schéma aux différences finies (13), (14) satisfait aux
estimations suivantes :

(26) |Uili < €  pour0<ng N
7 k ,,ZZ:o VUilZ < ¢4
(28) [Wils < C; pour0< n< N
) k }'fo IwilZ < ¢

ol Cy, C,, C{, C; sont des constantes indépendantes de k et de A.

Démonstration

Sachant que I’on a (12), de I’inégalité (22) nous déduisons par sommation :
wili + 2k 2, [willi < [woulit < €3
d’ott ’on déduit facilement (28) et (29).

Dans (21) nous posons : ¢ = 3 ety =_"Y alors grace au lemme 3.7,

nous aurons :
n n n 2 n i
th“'f— thI: + vkd ”Uh”)? < k2(1 -+ E)(Z IEIZ !whll? +

+ 2 |Fpl?) + 2k(|E|7 |wil? + |FRlD) + & |Us|»

ce qui, en utilisant les résultats précédents, et aprés sommations nous conduit
a Pinégalité

n—1 n—1
|Us|% + vkd 20 [Uilz < c+k Zo |U;s 2
s= s=
ou C est une constante positive.
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n=1
A fortiori, nous avons : |Ui|2 < C+k Y, |Uj|Z, ce qui, en appliquant le
s=0

lemme 3.5, démontre (26). De méme nous avons :
N—-1
Svk Y. |Ui|Z < €+ kNC? < C + TC?
s=0

Or sachant que :

vk

2V/2
102 < 22 0 e 2 <

nous avons :
8vk

vk | U] < — |UN]7 < 2CF

d’ou résulte (29).

IV. ETUDE DE LA CONVERGENCE

Nous supposerons que la frontiére de R — Q est identique 2 la fron-
tiére I' de Q.

IV.1. Notations et définitions

Introduisons les notations suivantes : — o,,, est le parallélotope ouvert de
centre M(= (ih, jh) € R) de coté h, autrement dit, o,,, est le pavé :

=g (el l—z)e b2

— oy, est le parallélotope ouvert de centre M1(= ((z + %)h, jh) eSR,‘,) de

coté h, autrement dit, 6,y est le pavé :

ot 4

— oy, st le parallélotope ouvert de centre M2(= (ih, (j+%)h) EfRﬁ)

de coté h, autrement dit, o,,, est le pavé :

](i—%)h, <z- + %)”H i G+ 1)h[

— W)y, est la fonction caractéristique du parallélotope 6,,, (i =0, 1, 2)

—PMi=cMiUGM(:§:g’ (i=0,1,2)
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Introduisons, pour chaque #4, les opérateurs suivants :
VOeH,,;VoeH,,;VXE€ R?, (X = (x4, x3))

(P1.4®)X) = { VM), ®P(M,) }, M; étant un point du réseau R;, centre
du parallélotope oy, contenant x;, (i = 1, 2).

(P2.49)(X) = @(Mo), M, € R,
centre du parallélotope a,, contenant X. Nous avons alors :
Pia €L(H, ’h’(Lz(Rz))z) ; P2 €L(H, o L*(R%)

De méme, nous définissons p, , (resp p, ) comme étant la restriction a Q
de 1’opérateur pj ,(resp p; ,), et nous avons :

P €L(H,  (LXQ))P); P2 € L(H, y LHQ))

notons { U,, w, } le couple de fonctions en escalier défini sur ]0, T 2 valeurs
dans V, X H, , et dont les valeurs sont les suivantes : Uy(f) = Uy , w(t) = W}
pour ¢ € [nk, (n + Dk[ (n = 0, ..., N — 1). De méme notons F,, la fonction en
escalier définie sur [0, T & valeur dans H, , telle que : F(t) = F; pour

tenk,(n+ Dk[(n =0,.., N—1).

IV.2. Enoncé du théoréme de convergence
Soit { U, w } I'unique solution du probléme (1) ... (5).
Supposons que :
P1,4Uo»—> U, dans (Lz(Q))z
P2.Wou —> Wo dans L3(Q)
Py 4Fn — Fdans L*(0, T; (L%(Q))?)

Alors nous avons le théoréme :

Théoréme 4.1

Dans le cas du schéma (13), (14), lorsque 4 et k tendent vers zéro, en véri-
fiant (23), alors, nous avons :

(30) p,,U, —>Udans L0, T; (L*(Q))?) faible N L*(0, T, (L¥())*) fort
(1) pyuwy  —>wdans L0, T; LX(Q)) faible N L*(Q) fort
oU

(32  p1.VU, - dans L%(0, T; (L*(Q))?) faible, (s = 1, 2)
ow 2 .
(33) Py VoW -y dans L*(Q) faible, (s = 1, 2)
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REMARQUE

Si la dimension d’espace est > 2, la solution du probléme (1) ... (5) n’étant
pas unique, les propriétés (30), (31), (32), (33) sont encore vraies, mais seulement
pour une sous-suite extraite de la famille { U, w; }.

Lemme 4.1

Il existe une sous-suite extraite de la famille des { U, w, } (que nous note-
rons encore { U,, w, }) et un couple de fonctions { ¥, z } tels que :

Y € L0, T; (L*())*) N L*(0, T; V)
et
z € L0, T; LXQ)) N L*(0, T; Hy(Q))

et, lorsque 4 et k tendent vers zéro, nous avons :

(34 14U,  — Ydans L2(0, T'; (LX(Q))?) faible
(35) P2y —zdans L0, T; [*(Q)) faible
(36) P1.1VsUs —>§: dans L’(o, T; (L*(Q))?) faible
37 DP2,4VsWy —»a%z dans L*(0, T'; L*(Q)) faible

Démonstration

On a évidemment pour toute ®, € H, , et o, € H,

[PT 4 @h| = [Oulss [PraV:Pi| < [ @ull s
et

IP;,hCPhl = l‘Ph|h ; IP;,thCPhi < ”(Ph“h
D’ol, d’aprés le théoréme 3.1, il résulte que : pi ,U, est borné dans

L0, T;5 (L(R*)?) et p3 4w,

est borné dans L™(0, T; L*>(R?)), il existe donc une sous-suite extraite de la
famille { U, }, et une sous-suite extraite de la famille {w, }, et telles que,
lorsque k et 4 tendent vers zéro, nous ayons :

—piaU, —Ydans L0, T; (L*(R%)?) faible
—piwW, —Zdans L®(0, T; L*(R?)) faible
— p1 VU, — ¥,dans L*(0, T'; (L*(R* )?) faible
— P31 Vow, — 2, dans L*(0, T'; L*(R?)) faible
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Il est facile alors de montrer que py ,V,U, —»S?Y au sens des distributions
s
et que par conséquent ¥, = g » alors on déduit que p; , div,U, —div Y or,
S
puisque p; ,, div, U, = 0 pour tout 4, on a : div Y=0.

R . s~ oz .
Le méme raisonnement conduit a: p, ,V.w, —> 5 ausens des distributions,
, ox,

~

dou z, = -aa%, enfin, si F est un fermé quelconque de R* — Q, alors, pour %
'S

suffisamment petit nous avons : p; U, =0 = p; ,w, dans F donc ¥=0 =z
dans & d’oli I’on déduit: ¥ =0 =% dans R> — Q donc ¥ = 0 = % presque
partout sur I'. Ceci est dii, d’une part 4 ’hypothése faite sur la frontiére de
R? — Q, et d’autre part  la continuité de ’opérateur « trace » v,

v £ (HY(R?> — Q), L*()).

Soit maintenant Y (resp z) la restriction de f’(resp z2)a Q  alors le couple de
fonctions { Y, z } vérifie les propriétés du lemme.

REMARQUE

Nulle part dans la démonstration n’intervient la dimension de 1’espace,
aussi reste-t-elle vraie pour m > 2. Nous allons maintenant donner un résultat
de convergence forte.

Lemme 4.2
(38) P14Uy — Y dans LX(0, T; (L%(Q))?) fort
(39) Pa.uW, —> z dans L0, T; L)) fort
Démonstration

Le principe est dit & Raviart [11], elle est analogue & celle qui est traitée
dans [13], [14] et dans [5].

Lemme 4.3

Posons : Q = Qx]0, T[, soit ® € 4(0, T ; V) N (¢(Q))*> nous supposerons
que le support de @ est contenu dans Qx[0, T']. Alors, il existe une suite de
fonctions @, de [0, 7]dans V, qui converge avec toutes ses différences premicres,
vers @ et ses dérivées correspondantes, uniformément lorsque 4 tend vers zéro.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle qui se trouve dans [5]
Notons que les composantes de @, = { ®(?,, ;, @2, ,,, } ne s’expriment
pas aux mémes points.
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Nous pouvons ainsi énoncer :

Lemme 4.4

Soit @ € (0, T; V) N [{™(Q)F telle que son support soit contenu dans
Qx[0, T, avec ®(T) = 0. Soit ®, une fonction de [0, T] dans V, satisfaisant

le lemme précédent. Posons : @) = ®,(nk), 0 < n < N, alors, lorsque /4 et k
tendent vers zéro, nous avons :

40) & ZO—( uptt — up, @), > — f (Y(t),dq)(t)) dt — (U, — ®(0))

1) 2 by W(UR, UL @) — f by(Y (D), Y1), D)) df

z:
..o

“2) U ®), — f (F@), ©(1)) dt

za
»-AO

43 kY (FL O — f (F(), D) dt

za
HO

@ k'Y, @ op, [ @0, 00 ar

Démonstration

Elle est analogue a celle qui se trouve dans [5] et dans [15], seulement le
lecteur devra faire attention au fait que les deux composantes de U, ne s’ex-
priment pas aux mémes points.

Maintenant, introduisons comme dans Céa [2], Popérateur linéaire 7, qui
applique ici : D(Q) dans H,, Pour toute fonction v € D(2) nous avons :
T = vy, avec (M) = v(My), VM, € Q5. Soit ¢ € 1[0, T]) avec Y(T) = 0;
posons : " = (nk), (n =0, ..., N). Soit v choisie dans D(Q); on écrit (14)
avec ¢ = v, = 7,0, on multiplie (14) par " et on ajoute toutes ces égalités
pour n =0,1,...(N—1), il en résulte :

N-1
(45) Z A AR W (AN

+k Z by (UL Wits, ") =0
ce qui s’écrit :

(46) Z A 1)7»711)11 +k Z (« ”H’ $ o))y +

+k Zo by w(Up Wi, 4"0) = (Wo 3 U0
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Nous pouvons ainsi énoncer le lemme :

Lemme 4.5

Sous les hypothéses précédentes faites sur ¢ et sur v, lorsque % et k tendent
vers zéro, nous avons :

N"ll T
@ kY LOR™ — i de), > [ @0, 400 dt— (o, 400)
“9) k3, bauUp ™ 40 — [ 0P 0,2 0, b0

“) & Z (W3, 4")), **L ((z(0), v(1)v)) d¢

Démonstration
Voir [15].

Démonstration du théoréme IV.1

Soit @ une fonction satisfaisant les hypothéses du lemme 4.4, et soit @,
une fonction associée comme dans le lemme 4.3. De méme ¢ une fonction
satisfaisant les hypothéses du lemme 4.5, et ¢, une fonction associée.

Si dans (13) et (14) nous remplagons @ par @}, et ¢ par o},

Si nous sommons de n = 0 a4 N — 1, et si nous faisons tendre /% et k vers
zéro, d’aprés les lemmes précédents, nous obtenons a la limite :

T
(50) f (Y(r) dq’(‘)) + by(X(0), Y1), D)) + (¥ (D), DD))) -+
+ €0, 90 } ¢t = [0, 00) 8t + (U, 9O

T
on [ {- ((t) d‘“‘)) + bY@, 2(0), 9(0) + (0, 9(1)) } dt =

= (Wo, ¢(0))

Comme le couple de fonctions {®, ¢ } est choisi arbitrairement dans un
ensemble dense de I’espace, produit des espaces qui interviennent dans la défi-
nition du probléme (I.2), on en déduit que le couple de fonctions { ¥, z } est
une solution du probléme (1) ... (5), or, dans le cas ou la dimension de I’espace
est égale 4 2, la solution est unique (cf. [15]) et par suite nous avons : U =Y
etw =2z,

C.Q.F.D.

REMARQUES

1) Puisqu’il n’y a qu’une seule limite, c’est toute la famille { U,, w, } qui
converge et non seulement une sous-suite extraite.
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2) Dans I"étude du probléme (1) ... (5), nous aurions pu considérer ’équa-
tion (3) avec un second membre non nul, ¢’est-a-dire I’écrire sous la forme :

%_’:_Aw—[- U-grad w = f(x, t)

ou f(x, t) est une fonction scalaire convenablement choisie; alors, tout ce qui
a été dit reste valable.

V. RESOLUTION DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES

Cette question a été longuement traitée dans [5] et dans [15], aussi, ici,
nous nous contenterons d’énoncer les principaux résultats. Nous aurons 3
résoudre, & chaque pas dans le temps, le systéme d’équations aux différences
suivant :

(52) (Uy*, ®), = (U, D), — kv((Uy, ), — kb, y(Uy, Uy, ©) —

(53) W™ @ + k(Wi™ Y, @) + Kby (Ups wi™1, 9) =

=W o) Yo€H 2,h
(54) div, U"*'* =0 en tout point de R

(55) U™! =0 en tout point de (R, x RZ) —(Q} x QF)
(56) w'*! =0  en tout point de Ry — Qj.

Les équations (54) et (55) expriment que U"*! € V,, alors que ’équation (56)
exprime que w"*! € H, ,,.

Ainsi, connaissant { Uy, w, }, grace a (52), (54), (55) nous pouvons cal-
culer U1 ce qui nous permet d’avoir w! griace a (53), (56) et ainsi de suite. Donc
connaissant { U”, w" } nous opérons en deux temps pour calculer { U"*1, w"** },

I¢er temps : Calcul de U™

[l s
(o)
(ot mfes o (afro3)
(- )
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La méthode consiste a rechercher une base de V, et a exprimer (52) pour
chaque fonction ® de cette base.

Soit IN{,, I’espace des fonctions scalaires ¢ définies sur :NR,,, nulles a ’infini,
telles que :

gxkp = gy‘p = 0 dallS i{h —_— Qh’
ou par définition
(Bx“p)i,j-!- 12 = kpi'l'- 1/2,j+1/2 — q)i—1/2,j+1/2 5
(8y¢)i+1/2,j = ¢i+ 1/2,j+1/2 = ('PH- 1/2,j~-1/2

nous aurons alors le résultat suivant :

Lemme 5.1

V, est I’ensemble des fonctions vectorielles ® = { ), ®@ } pour les-
quelles il existe une fonction ¢ € IN(,, telle que :

67 OV =8y et OV=—23Y
pour chaque @ € V, la fonction ¢ est unique.

Démonstration

Voir [5] et [15].

Considérons maintenant une base de K, formée des fonctions ¢ égales 2 1
en un point Pde Q% et nulles partout ailleurs. (Q} =R, — G, ot G, est

I’ensemble des points P de ﬁ,,, tels que $(P) = 0, Y{ € K,). Nous prendrons
alors, comme base de V,, I'image de cette base par ’opérateur (57), c’est-a-dire
I’ensemble dés fonctions @ telles que :

DD, =—1, 08, 540 = + 1, " = 0 partout ailleurs

D’ou, en écrivant (52) pour chacune de ces fonctions, nous obtenons des
équations de la forme :

+1 +1 +1 +1 t
(58) (ui+ 1/2,j+1 — ujy 1/2,j) — (U:"+1,j+ 12— v'il,j-f' 1/2) = A?,j
ou ,71:-', ; exprime les différentes fonctions au temps n.
D’ou, d’aprés le lemme 5.1, de (58) nous tirons le systéme d’équation.

. 1 -~
Ahq/ilill/z,j+ 1/2 = ;5 A:",j
(59)

'il.tll/z,j+1/2 = 0 en tout point de j{h —_— Q:
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ou
1
+1
(60) AWi¥isz,j+12 = e Wir12,5432 + Yivrszj-12 + Yivaszjerz +

+ ¢i—1/2,j+ 12— 44’i+1/2,j4-1/2)

Nous sommes donc amenés a résoudre un probléme de Dirichlet discret,

nous calculerons ensuite le vecteur U**! au moyen des formules :
nt+1 n+1 n+1 .t _ tn+l
ui+l/2,j = “l’i+l/2,i+1/2 - q)i+1/2,j— 1/2 > vi,j+1/2 - (VH— 1/2,j+1/2 —
n+1
- 4’i—1/2,j+ 112)
2e temps : Calcul de w"*?!
Il est en tout point analogue a celui traité dans [15].
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