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GRAPHES h-MAXIMAUX

par M. CHEIN (*)

Résumé. — On introduit dans cet article la notion de « graphe h-maximal », c'est-à-dire
un graphe d'épaisseur h et qui devient d'épaisseur h+1 quand on lui ajoute une arête.

Cette notion est une généralisation de la notion de « graphe planaire maximal », et son
étude fournit certains résultats sur la structure des graphes d'épaisseur h.

L DEFINITIONS

On considère des graphes simples finis.
Dans son article [10] Tutte introduit la notion ^épaisseur d'un graphe

comme étant le nombre minimum de graphes partiels disjoints (au sens des
arêtes), planaires et dont l'union est égale au graphe initial. Une décomposition
d'un graphe Gen / graphes partiels planaires et 2 à 2 disjoints au sens des
arêtes s'appelle une i-décomposiiion planaire uc G. Cette étude a débuté lorsque
Ton a démontré que le graphe complet K9 n'était pas biplanaire ([1], [9], [11]).
Beineke et Harary ont démontré ensuite [4] que :

si p ^ 9 et/? 9É 4 (mod 6) alors l'épaisseur du graphe complet Kp était :

L'étude des graphes d'épaisseur h amène Tutte à définir un graphe h-minimal
comme étant un graphe d'épaisseur h tel que tout sous-graphe partiel est
d'épaisseur ^ h — 1. Il démontre qu'il existe une infinité de graphes A-minimaux
non isomorphes pour h ^ 3. Nous introduisons ici la notion de graphe h-
maximaU (déjà définie et étudiée pour h = 1) ce qui donne certains résultats
dans l'étude de la structure des graphes h~planaires. Nous démontrons une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe soit /z-maximal.

Si G est un graphe on note SG et AG les ensembles de sommets et d'arêtes
de G.

On posera : \SG\ = nG \AG\ = mG

(1) Faculté des Sciences du Mans.
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Un graphe G est dit h~maximal dans un graphe G', G et G' ayant même
ensemble de sommets et G étant un graphe partiel de G', si G est d'épaisseur A
et si en lui ajoutant une arête quelconque a de AG> — AG il devient d'épais-
seur A + 1.

Un graphe G A-maximal dans Kn est dit h-maximal Si G est A-maximal et
d'ordre n alors G est A-maximal dans G', quel que soit G' tel que G^-G' C Kn.

Puisqu'on ne peut pas ajouter d'arêtes aux graphes complets, il est impos-
sible d'augmenter leur épaisseur sans ajouter de sommets. Les résultats sur
l'épaisseur des graphes complets donneront des indications sur les graphes
A-maximaux, notamment des intervalles pour le nombre de sommets des graphes
A-maximaux.

Remarquons qu'un graphe 1-maximal, au sens de la définition précédente,
n'est autre qu'un graphe planaire maximal au sens classique ([8], p. 5).

H. QUELQUES RESULTATS
SUR L'EPAISSEUR D'UN GRAPHE

Théorème 1 ([2]) :
L'épaisseur d'un graphe ayant n sommets et m arêtes est telle que :

Théorème 2 ([10]) :
Soit k un entier positif et G un graphe d'épaisseur t, / ^ k. Il existe un

sous-graphe partiel de G qui est fc-minimal.

Théorème 3 ([10]) :
Si G est /-minimal, avec t > 0, alors le degré minimum de G est ^ L

Les graphes t-minimaux connus sont les suivants :

(0) Le seul graphe d'épaisseur nulle est le graphe vide.
(1) Le seul graphe 1-minimal est constitué d'une arête.
(II) Tous les graphes conformes à K3t3 ou à Ks sont 2 minimaux et ce sont

les seuls.
(III) K99 Kltl et K5tl3 sont 3-minimaux.
(IV) K4t-5At-s est /-minimal V ^ 2 [5J.
K2t-i,4t2-iot+7 est /-minimal V / ^ 2 [6].

Théorème I
Un graphe est d'épaisseur A si et seulement si il contient un sous-graphe

partiel conforme à un graphe A-minimal et aucun conforme à un graphe (A + 1)-
minimal.
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Ce théorème est évident d'après le théorème 2 et la définition de l'épaisseur
d'un graphe. Pour h = 1 et en tenant compte de la liste ci-dessus on obtient
le théorème de Kuratowski. Pour h ^ 3 on peut remplacer conforme par iso-
morphe en vertu du théorème 3.

ffl. ETUDE DES GRAPHES A-MAXIMAUX

Propriété 1

Soit G un graphe t-maximal d'ordre n et une arête a € ÂKn — ÂQ alors le
graphe G U { a } contient un sous-graphe (t + l)-minimal.

En effet G U { a } est d'épaisseur t + 1 d'après la définition d'un graphe
/-max et en utilisant le théorème 2 la propriété énoncée est démontrée.

Propriété 2

// existe un graphe G d'ordre n t-maximal si et seulement si

e(Kn) Zt + 1.

Si G est Mnax l'épaisseur d'un graphe partiel de G est inférieure ou égale
à l'épaisseur de G or

quelle que soit l'arête a de ÀKn — AG, et G U [a } est graphe partiel de Kn. Si

en supprimant des arêtes on peut obtenir un graphe partiel d'épaisseur /.

Si l'on ajoute un ensemble maximal d'arêtes en conservant l'épaisseur,
on n'obtient pas Kn puisque e(Kn) = t + 1.

Propriété 3

Un graphe t-maximal a au moins 6t-2 sommets (pour t ^ 3).

La propriété 2 entraîne que le nombre minimum de sommets d'un graphe
Mnaximal G est strictement supérieure au nombre maximum de sommets d'un
graphe complet d'épaisseur t. Donc,

nG > max {p
> max {p
^ max {p
= max {p
= max {p

e(Kp)=t}
[(P + 7)/6] = t;p ^ %p # 4 (mod 6) }
[{P + V)/6] < < t + 1; p # 09, 9Ê 4 (mod 6) }
p ^ 6t— 1;PT£99P&4 (mod 6) }

p ^ 6t — 2;p # 9, p & 4 (mod 6) }
= 6 f — 3.

C'est-à-dire, nG > 6t — 2.
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Tout graphe 2-maximal a au moins 9 sommets puisque e(K8) = 2. Comme
l'épaisseur de K9 est 3, d'après (III) il existe des graphes 2-maximaux d'ordre 9
qui ont d'ailleurs une structure particulière (voir la propriété 4).

On voit ainsi qu'un graphe /-maximal a au moins 6/ — 3 sommets pour
t> 1.

Propriété 4

Les graphes 2-maximaux d'ordre 9 sont isomorphes à K9 — { a }, a € AKr

K9 étant 3-minimal? les graphes isomorphes k K9 — {a} sont bien 2-
maximaux et ce sont les seuls, sinon, soit G d'ordre 9 2-maximal ayant au moins
2 arêtes de moins que K99 alors G C K9 — {a} — {b}, donc K9 n'est pas
3-minimal puisque K9 — { a } est 3-planaire.

Théorème IL — Tout graphe d'ordre supérieur à 3 t-maximal est 3-connexe

Démonstration :
Supposons G /-maximal et 2-connexe, G peut se décomposer G = H U Ky

avec :
f $H H SK = {a, b }, SH et SK # {a, b },

Considérons une ^-décomposition planaire de G = { <JI<J2 ... Gt } et les
décompositions induites sur H et K, H'~ { Hu H2,..., Ht }, ̂  = { ̂ l 9 uT2î „.,
JK"» }• *̂ HI n S f t C { a , J }, donc ^ U iŜ  est un graphe au plus 2-connexes. On
peut alors joindre un sommet de Ht £ { a, b } et un sommet de Kx i { a, b }
d'une manière planaire. En effet il existe ƒ € {1, 2,..., r } avec SHt 7̂  { a, 6 } et
$Ki "£ { a, b } car @j)SHi # { a, b } et (3*05^ =£ { a, 6 } sinon {a, b } n'est pas
un ensemble d'articulation.

Si SKj = SH, = 0 on peut alors représenter planairement Hj U Kk et
) < U

Cette arête supplémentaire n'est pas élément de ÂG sinon { a, b } ne serait pas
un ensemble d'articulation de G. Donc G n'est pas /-maximal.

Théorème in, — Soit G un graphe d'ordre n t-maximal alors G admet une
décomposition disjointe au sens des arêtes G = (G', G') avec :

(1) G' est (t — 1) maximal et SG, = SG.

(2) G" est 1-maximal dans G' complément de G' dans Kn*(t^ 2)

Démonstration :

Considérons une /-décomposition planaire quelconque âcG = (GtG2 ... Gf).
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Posons G' = (GXG2 ... Gf_i). Si SG. =£ SGy il existe x € SG ~ SG>. Considé-
rons une arête quelconque (xy) de Gt : on peut l'ajouter à G' sans augmenter
son épaisseur puisque x est sommet pendant. On peut donc obtenir G = (G', G")
SG, = 5G, et G* étant planaire. Si une arête a peut être ajoutée à G' sans aug-
menter son épaisseur, cela signifie que a € ÂG,* sinon G n'est pas /-maximal.
On peut donc rendre G\t — l)-maximal en lui ajoutant des arêtes de G". Gn reste
donc planaire. D'autre part G" C G' sinon G' et G" auraient des arêtes com-
munes. Si Gn n'est pas 1-maximal dans G' cela signifie qu'on peut lui ajouter
planairement une arête a mais alors G U { a } est d'épaisseur t ce qui est
absurde.

La réciproque du théorème III est fausse. En effet considérons le graphe
G = (Gl9 G2) (flg. 1).

Figure 1

= K9 (57>(58)

donc G n'est pas 2-maximal bien que Gj soit 1-maximal et qu'il soit impossible
d'ajouter planairement (57) ou (58) à G2.

Propriété 5 : Soit G un graphe t-maximal d'ordre n* Alors si un sommet x est
soit isolé, soit sur un arbre dans Vun des plans d'une t-décomposition planaire
quelconque de G, son degré est égal an — 1 • (t > 2).

En effet soit (Gu G2, ..., Gt) une /-décomposition planaire de G. Si x est
isolé ou sur un arbre de G£ (c'est-à-dire une composante connexe de Gf
qui est un arbre) alors sur Gt on peut joindre planairement x à tous les autres
sommets de G. Donc toutes ces arêtes sont éléments de AG sinon G n'est pas
Mnaximal.

Propriété 6 : Si G est un graphe t-maximal d'ordre n ayant une t-décompo-
sition planaire avec au moins 2t sommets isolés ou sur des arbres alors
m^ (n + l)t + t(4t — 5) (t > 2).

En effet si G a x sommets isolés ou sur des arbres, le graphe G se décompose
en un graphe complet à JC sommets tous les sommets étant reliés à tous les
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autres sommets du graphe. Donc m ̂  —- + x{n — x)9 fonction qui est

croissante en x quand 1 ̂  x < # — 1. Or en posant x = 2t on a :

t(2t—l) +2t(n — 2t) = (n + l)t +nt~2t2 — 2t

>{n + ï)t + 6t2 — 3t — 2/2 — 2* car* > 6r — 3.

REMARQUE: Le nombre de sommets isolés ou sur des arbres est très intéressant
car cJest une borne inférieure pour le degré minimum du graphe.

Soit D = {GtG2 — Gt)
 u n e ^-décomposition planaire de G. On appellera

Ds décomposition saturée de G obtenue à partir de Dy la décomposition obtenue
de la manière suivante :

On dispose sur GiG2... Gt-X un ensemble maximal d'arêtes de Gt de telle
sorte que G[Gf

2 ... G't _1 ainsi obtenu reste d'épaisseur t— 1 puis on recommence
sur G[Gf

2 ... Gf'_ ! en saturant les t-2 premiers plans avec les arêtes de G't~x e t c .

Propriété 7 : Si (G1G2 ... Gt) est une t-décomposition planaire saturée de G,
graphe t-maximal, alors 2 composantes connexes, qui sont des arbres de Gt et
Gp sont disjointes au sens des sommets. {Ceci V i etj) * {t ̂  2).

En effet, supposons que le sommet x € SA
k
i9 A\ étant un arbre de Giy appa-

raisse dans SA
l
j9 A) étant un arbre de Gj (avec / > j). Alors une des arêtes

incidentes à x dans Gt peut être représentée planairement sur Gj donc la décom-
position n'est pas saturée.

Théorème IV : Si G est un graphe t-maximal d'ordre n, alors G admet une
t-décomposition planaire sans sommet isolé et où tous les arbres sont disjoints
2 à 2 au sens des sommets, sinon le degré minimum de G est ^ n — t + 2.

Démonstration :

Considérons une ̂ -décomposition saturée de G. Tous les arbres sont dis-
joints 2 à 2 au sens des sommets d'après la propriété 7. Si le sommet x est isolé
dans l'un des plans P nous dirons que nous pouvons « déplacer » l'arête (xy)
du plan P' où elle se trouve sur P, si on peut supprimer {xy) de P' et la mettre
sur P ceci sans créer de sommet isolé et en conservant les arbres disjoints 2 à 2
(au sens des sommets).

Supposons qu'il soit impossible de rendre x non isolé par de tels déplace-
ments. Nous allons alors montrer que le degré minimum de G est :
dmin(G) > n — t + 2, ou plus exactement que le nombre de sommets de G de
degré n — 1 est > n — 1 + 2 . Une fois que l'on a déplacé le maximum
d'arêtes {xz) il reste / plans, / ^ 1, où x est isolé, p plans, p ^ 1, où le degré de x
est ^ 2 et k plans où le degré de x est 1 (voir fig. 2).
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Figure 2

Considérons l'un des/? plans Q où le degré de x est
sommets adjacents à x dans g.

2, et soit yt l'un des

(1) (*jO n'est pas un isthme.
(1.1) En supprimant (xyt) on crée un arbre. Dans ce cas la composante

connexe Cde Q qui contient x a un seul cycle qui d'ailleurs contient (xyù- Donc
on peut joindre planairement tout sommet de C planairement à tout sommet
de G sur Q. Donc tous les sommets de C sont de degré n — 1.

(1.2) On ne crée pas cTarbre en supprimant (xyt). Puisqu'on ne peut pas
déplacer (xyt) sur l'un des plans où x est isolé, c'est que yt est sur un arbre dans
l'un de ces plans et x sur un arbre. Dans ce cas dG(y?) = n — 1.

(2) (xy^ est un isthme.

Donc en supprimant (xyt) on crée deux composantes connexes.

(2.1) On crée un arbre gui contient yt. Dans ce cas, d'après la propriété 5
dG{yd = « — 1 puisqu'on peut représenter planairement (xyt) sur l'un des plans
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où x est isolé. yt est alors un sommet qui est un arbre dans une ^-décomposition
planaire de G.

(2.2) On ne crée pas d'arbre contenant yt. Dans ce cas s'il est impossible de
déplacer (xyt), c'est que yt est sur un arbre dans l'un des plans où x est isolé,
donc dG(yï) = n — 1. (Dans ce cas il ne peut y avoir qu'un plan où JC est isolé
sinon yt apparaîtrait dans deux arbres ce qui est contraire aux hypothèses.)

Nous avons donc démontré que tous les sommets adjacents à x étaient de
degré n — 1 dans G. Or ce nombre e s t^ n — 1 — k or k ^ t — 2 puisque
/ > 1 et p ^ 1 donc dmin(G) > n — t + 2 en effet

dmin(G) > n — 1 — k + 1 ^ n—k^n — t + 2.

Théorème V : Tout graphe G t-maximal d'ordre n a un nombre d'arêtes
m> (n + 1)/.

Démonstration :

Si G n'admet pas de décomposition planaire sans sommet isolé et où tous
les arbres sont disjoints 2 à 2 d'après le théorème IV :

m
n(n — O

Dans le cas contraire soit (GtG2... Gt) une décomposition planaire. On
note G\ = Gt — U Ak

i9 A\ étant les composantes connexes de G( qui sont des
arbres. mGU — nG»« > 2 sinon G est un graphe complet. En effet si mgU — ngU < 2
on peut joindre planairement sur Gf 2 sommets quelconques de G£. Posons

M'

n\ — \SGi — SG,{\ le nombre d'arêtes des arbres de Gt est ^ -—et le nombre

d'arêtes de G\ ^ n — n{ + 2 donc :

KA,A

Figure 3
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Si 2t ^ £ n\ le théorème est démontré.

Si 2/ < £ n\ alors le graphe G a la structure sxiivante :
i

G = KA U J^.3 U G' avec | ^ | > 2t et ,d'après la propriété 6 le théo-
rème est démontré (fig. 3).

théorème VI. — Le graphe G est t-maximal si et seulement si, pour toute
t-décomposition planaire de G = (G1? G2,..., G*), la condition suivante
est vérifiée pour i = 1, 2,.., t :

Quel que soit BC AGi avec e{B U { L J G,. }) = t — 1, les ensembles d'arête

qui rendent Gt-B hmaximal sont inclus dans t _ J AGr

Démonstration :

C'est une condition nécessaire. En effet supposons que l'on puisse rendre

Gi 1-maximal, en enlevant des arêtes \B que l'on peut ajouter à 1 i G£

en conservant l'épaisseur de ce graphe et en ajoutant l'ensemble d'arêtes A

contenant a

t

LJAGi. Ceci entraîne que { Gx U A, G'2,..., G't }, avec

<?; = (?{ — v4 + jBf et 2?£ C jg, est d'épaisseur / or ce graphe c'est G U { a }
donc G n'est pas /-maximal.

t

Elle est suffisante en effet si on ajoute une arête a £ l_ J ^tGï à Gf par exemple

on rend Gf non planaire sinon a serait L«J AGj donc € ^ JÀC:

X# ©y

Figure 4
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REMARQUE : La condition du théorème VI porte sur tous les ensembles B
mais on peut ne la faire porter que sur les ensembles maximaux d''arêtes à enlever.
Par exemple^ considérons le graphe de la figure 4 : G — gx U g2

gx est 1-max donc gx U { a } est non planaire V a € A^

g2 U b est non planaire V b $ A^.

Cependant gx U g2 n'est pas 2-maximal. En effet on peut mettre (x9) sur
g2 par exemple et ajouter (18) à gx.

Propriété 8 : Si HuHl9...>Ht sont des graphes 1-maximaux d'ordre n,

2 à 2 disjoints au sens des arêtes, alors G —

t

est t-maximah

e(G)

Démonstration :

Le nombre d'arêtes de Ht est 3n—6 donc AG == t(3n—6) ce qui entraîne (th. 1)

n t. Donc G est d'épaisseur t ; d'autre part G est t maximal,
5[n Z)

car si on pouvait lui ajouter une arête sans augmenter son épaisseur, l'un des
graphes au moins, de toute décomposition, aurait plus de 3n — 6 arêtes donc
serait non poanaire. Toute décomposition planaire de G est un ensemble de /
graphes 1-maximaux disjoints 2 à 2 au sens des arêtes.

La réciproque de cette propriété est fausse. Enefifet considérons une 2-décom-
position planaire de K9 — a (fig. 5) :

H2:

K9=H1UH2U(24)
Figure 5

REMARQUES : 1) La propriété 8 permet d'envisager une méthode constructive
pour étudier Vépaisseur des graphes complets. En effet s'il existe t graphes Ht

1-maximaux d'ordre n avec AHi f) AHi = 0 , V i ^j alors l'épaisseur de Kn

est > /.
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2) La conjecture de Hobbs [6] : « les graphes K6t^ sont t-minimaux pour
t > 5*», est fausse.

En effet cette conjecture est équivalente à la proposition suivante : » tes
graphes Ket-n — {a} sont (t-l)~maximaux, quel que soit a€ÂK6t_7.»Or
le théorème 1 dit que :

m ^ t(3n-6\

pour tout graphe d'épaisseur t ayant n sommets et m arêtes. En appliquant ce
résultat à K6t-7 — {a} on obtient :

(6* — 7) (3f — 3) — 1 = 18*2 — 39? + 20

^ ( f _ l ) ( 3 ( 6 f — 7 ) — 6 ) = 18/ — 4 5 / 2 + 2 7

ce qui est absurde (t < 5).
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