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GONTROLABILITE DE SYSTEMES LINEAIRES
PAR DES COMMANDES BANG-BANG

par Claude LOBRY (l)

Sommaire. — On démontre un théorème de « contrôlabilité » par des commandes cons-
tantes par morceaux ayant au plus n + 2rt~1 discontinuités. Ce théorème s'applique à des
systèmes linéaires du type :

dx
— = Ax + Bu x € R* ue R*.
dt

Quelques remarques sont faites concernant le cas non linéaire.
Ce résultat qui est obtenu par des moyens entièrement élémentaires contient certains

résultats de « contrôlabilité Bang-Bang » déduits du théorème de Liapunov sur Vimage d'une
mesure vectorielle.

L INTRODUCTION

On considère le système de commande défini par :

(I) ^ = Ax + Bu xeRn u€Rp.

Étant donné une application mesurable bornée de R+ dans Rp :

U:R+ -+RP

il lui correspond une unique fonction absolument continue de R+ dans
définie comme solution du problème de Cauchy :

= Ax(t) + BU(t) ;

On appelle cette fonction « réponse » et on la note x(t, U). Rappelons que :

x(t9 U) = e1

(1) Institut de Mathématiques Appliquées, Grenoble.
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Si C est une partie de Rp on désigne par : L00(R
+, C) l'ensemble des fonc-

tions mesurables bornées définies sur R+ à valeur dans C; par : Cu(R+, C)
l'ensemble des fonctions continues par morceaux de R* dans C.

Désignons par V le cube unité de Rp, par S les sommets du cube unité.

D'après un théorème de Kalman [6] on peut énoncer :

Théorème 1. — Si la matrice {B, AB, A2B,..., An~1B) est de rang n l'en-
semble :

A(L„(R+9 F)) = {x(t, U);teR+;UeLœ(R+, V) }

est un voisinage de Vorigine.

Grâce au théorème de Liapunov sur l'image d'une mesure vectorielle on
déduit le théorème de « contrôlabilité Bang-Bang » de La Salle [7].

Théorème 2. — U ensemble : A(L00(R
+, V)) et V ensemble :

A(Lm{R+9 S)) = { x(t, U);teR+;Ue L^R*, S) }

sont égaux; en particulier lorsque le rang de (B, AB,..., An~1B) est égal à Ven-
semble A(Loa(R

+
9 S)) est un voisinage de 0.

Par un raffinement du théorème de Liapunov dû à Halkin [4] on obtient le
résultat plus précis suivant ([6]) :

Théorème 3. — U ensemble : A(LJR+, V)) et V ensemble :

A(CM(R+, S)) = { x(t, U);teR+;Ut CM(R+, S) }

sont égaux; en particulier lorsque le rang de (B, AB,..., An~1B) est égal à n
Vensemble A(CM(R+, S)) est un voisinage de 0.

Ce dernier théorème signifie que tout point suffisamment proche de l'origine
peut être atteint en utilisant une fonction U (appelée commande) constante par
morceaux, prenant ses valeurs parmi les sommets du cube unité de Rp.
La démonstration de ce résultat qui est faite au § 2 est élémentaire; de plus on
montre que le nombre de discontinuités est majoré par un nombre qui ne
dépend que de n.

H. CONTROLABILITE POUR UN SYSTEME LINEAIRE

Proposition 1. — Considérons le système :

^-^Ax + Bu ; xeRn , u£Rp.dt
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Si la matrice (B, AB, A2B,..., An~1B) est de rang n, il existe un voisinage de
^origine tel que tout point de ce voisinage puisse être atteint à partir de Vorigine
au moyen d'une commande prenant ses valeurs parmi les sommets du cube imité
de Rp et ayant au plus n + 2""1 discontinuités.

En dépit de son caractère purement élémentaire, cette démonstration est
rendue compliquée par la multiplication des indices. Nous la faisons dans un
cas particulier, la démonstration générale procédant exactement de la même
manière. Nous démontrons donc la proposition 1 dans le cas ou n = 2 et

Démonstration. — Par hypothèse les deux vecteurs B et AB sont indépen-
dants. Pour tout couple de réels (tl912) définissons la commande U(tx, t2, 6)
de la manière suivante :

s g n f o ) 8 e[0, \tx\ ]

s g n ( f 2 ) 0 € ] 1^1, \tx\ + \

— sgn(t2) 6 € ] \tx\ + \t2\
l/:

La commande U(tu t2,Q) a donc au plus 2 discontinuités ce qui est bien
inférieur à n + 2n~l = 2 + 21 — 4. On va montrer que l'image de Pappli-
nation continue de R2 dans R2 définie par :

u t2) = x( \tx\ + 2 |/2 | I /2 , U(tu h))

«st un voisinage de 0 ce qui montrera la proposition. Écrivons :

/•|f1

W(tu t2) - e<IM+2i<2lVV
Jo

Soit encore :

\Jo • + i ;l'ii

ln|+2M1/a

Ceci donne après avoir fait le changement de variable w = 6 — | tt | et
M = 6 — \tt\ — \t2\

1/2 dans la 2e et la 3e intégrale :

, t2) = c^+2^^A ( nle~6AB sgn (/,) d0
Jo

Mf2|1/2 rit2l1/2

+ e 2 | ^ e-9^sgn02)d6-el'2 l1 / 2 I e"^ sgn(f2)d6
Jo Jo
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En remplaçant les expressions sous les signes somme par des développements
limites, un calcul élémentaire conduit à :

, h) = hB | | | | |

soit encore après avoir choisi une norme dans R2.

l f t2) = ttB + t2AB + I tu t2\\ z{tu t2) lim e(*1? t2) = 0

ce qui prouve que Y est différentiable en 0 et a pour application linéaire tan-
gente l'application :

qui par hypothèse est de rang 2. (Remarquons que Y n'est certainement pas de
classe Cl en raison de la présence de la fonction sgn.) L'application Y est con-
tinue, Y(0, 0) = 0; l'application Y est différentiable à l'origine et sa différentielle
est de rang 2, l'image de Y est donc un voisinage de 0 (cf. § 3).

Dans le cas général, on choisira n colonnes indépendantes dans la matrice
(B, AB,..., An~xB). Si AkVl(Vl = Z-ième colonne de B) est un tel vecteur on
introduira la commande Uktl définie par récurrence par :

0,0,..., 1,0,... 0 6€ [0T]

i

0,0,...,—1,0,... 0 6 € [ T , 2 T ]

[ Url(Q — 2V) 9 €[2rT, 2r+ 'T]

La «juxtaposition» de telles commandes permet de construire l'applica-
tion Y. On voit que par construction même le nombre de discontinuité sera
majorée.

HL SURJECTTVITE D'UNE APPLICATION DIFFERENTIABLE

La proposition ci-dessous est une conséquence immédiate du théorème de
Brouwer.

Proposition 2. — Soit f une application continue de Rn dans Rn différentiable
à l'origine, soit M sa différentielle. Si M est de rang n Vimage de f est un voisi-
nage de 0.

Démonstration : Soit || || une norme sur Rn. Il existe une constante K > 0
telle que | | 1 | | | | | |
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Par hypothèse on a :

f(x) = Mx + \\x\\ e(x) lim z(x) = 0.
x-+0

Soit 7) tel que :

Soit x0 tel que \\xo\\ ^ ^etcpxo l'application continue de i?1 dans K*

définie par :

Une vérification immédiate prouve que <px0 envoie la boule fermée de centre 0

et de rayon ~ dans elle-même. D'après le théorème de Brouwer (3) cpx0 a au

moins un point fixe. Si x est un tel point on a :

x = x0 + x—f(M~1x) => x0 =f(M~1x)

ce qui montre que la boule de centre 0 et de rayon ^ e s t dans l'image d e / .

IV. CAS DES SYSTEMES NON LINEAIRES

La technique utilisée pour démontrer la proposition 1 repose sur la connais-
sance du développement limité au voisinage de 0 de la solution d'une équation
différentielle linéaire. Un tel développement existe également dans le cas non
linéaire et par conséquence cette méthode doit pouvoir, en principe, être appli-
quée dans le cas non linéaire. On peut espérer le résultat suivant :

« Soit le système :

d£

Supposons que /(O) = 0; soit A la jacobienne de ƒ à l'origine. Une condition
suffisante pour que tout point d'un voisinage de 0 puisse être atteint au moyen
d'une commande à valeur parmi les sommets du cube unité ayant au plus
n _[_ 2""1 discontinuités est que le rang de la matrice (l?(0), AB(0),..., An~1B(0)}
soit égal à w. »

Remarquons que cette condition qui est nécessaire dans le cas linéaire ne
Test pas dans le cas non linéaire. Par exemple, si ƒ est identiquement nulle et B
analytique, une condition nécessaire et suffisante est que la dimension de l'es-
pace vectoriel engendré par les valeurs à l'origine de la plus petite famille de
champs de vecteurs, contenant les /7-champs définis par les colonnes de B et
close pour l'opération de crochet de Lie (cf. [8]), soit égale à n.
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