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R.I.R.O.
(3e année, N° R-2/1969, p. 51-62)

FERMETURE DE CERTAINES CLASSES
DE LANGAGES FORMELS

SOUS DES PERMUTATIONS LINGUISTIQUES

par Claude BOUCHER (*)

Résumé. — On démontre que la classe des langages de Kleene, des langages de Chomsky
ou des langages dépendants du contexte sont chacune fermées sous la permutation des
symboles d*un sous-alphabet de Valphabet dont ils sont issus.

On donnera le nom d'alphabet à un ensemble fini non vide 2 = { au ..., an }
dont les éléments seront appelés symboles. S* désignera l'ensemble de toutes
les suites finies de symboles de 2 , y compris la suite formée d'aucun symbole
de E que Ton appellera mot vide et que l'on désignera par X. Les éléments
de S* seront appelés des mots. Un sous-ensemble L quelconque de E* recevra
le nom de langage.

On peut définir une loi de composition qui, à deux langages Lt et L2 , fait
correspondre un nouveau langage désigné par Lx • L2. Ce langage est formé
de tous les mots que Ton obtient en écrivant à la suite les symboles d'un mot
quelconque de Ll9 puis ceux d'un mot quelconque de L2 . On appellera conca-
ténation cette loi de composition. Dans le cas où l'un des langages ne compor-
terait qu'un seul mot x, on écrirait

Lt • x ou x*L2 plutôt que Lt • { x } ou {x}*L2.

Un automate fini A sera un 5-tuplet < K9 S, S, sl9 F ) où

j^est un ensemble fini, Vensemble des états de A;

S un ensemble fini, Valphabet de A;

S une application d e ^ x S dans $(K), la fonction de transition de A;
sx un élément distingué de K, Y état initial de A;

F un sous-ensemble de K, Y ensemble des états terminaux de A.

(1) Département de mathématiques, Université de Sherbrooke, Sherbrooke, Canada.
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Un mot quelconque du langage K* S* sera appelé une configuration de
l'automate A. Soient oc et p deux configurations de l'automate fini A. On dira
que a induit p d'une manière immédiate ssi

a —

et 5' € S(J5 a)

avec a € S, x € 2*, 5 € K et s' € ^. On écrit alors a l̂ [3.
Soient encore a et p deux configurations de l'automate fini A. On dira

que a induit (3 s si

1° a = p
ou bien

2° il existe une suite a1?..., ap de configurations de ^t telles que

(i) a t = a,

(Ü) ap - p

etCüfUil^oc. + i p o u r / - 1, ...,/>— 1.

On écrit alors a |^ p.
Soit x 6 S*. On dira que x est accepté par l'automate fini ^t ssi il existe un

état s' £ F tel que stx\j^sf. On désignera par T(A) l'ensemble des mots
acceptés par A.

Soit L ^ S*. On dira que L est un langage de Kleene ssi il existe un automate
fini A tel que T(A) — L.

Un automate à mémoire empilée A est un 7-tuplet < K, 2, F, S, *yl5 Zu F>,
où T̂, 2, s± et F sont interprétés comme dans le cas précédent, mais S est
appelé alphabet d'entrée de A;
où F est un ensemble fini non vide, appelé alphabet auxiliaire de A;

Zt est un élément distingué de F, appelé symbole auxiliaire initial de A;
S est une application de K x (S U { X }) x F dans $!F(K x F*), l'ensemble

des parties finies de AT x F*, encore appelée fonction de transition de A,

Une configuration d'un tel automate sera un mot de F* • K» S*. Soient a
et p deux configurations de l'automate à mémoire empilée A, On dira que a
induit p d'une manière immédiate ssi
ou bien

1°
a = yiSGX

P = yws'x

et <s\w/>€$C?, <T,T)
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pour j>er*, w€F*,
ou bien
2°

oc = y TSX

et < s', w > € Sfo X, T).

On écrit encore a | ̂  (3.
Le fait qu'une configuration a zWta? une configuration (î est défini comme

précédemment.
Soit JC € 2*. On dira que JC est accepté par un automate à mémoire empilée A

ssi il existe un mot y e T* et un état s' € F tels que Z ^ x |^ ys'. T(A) désignera
encore l'ensemble des mots acceptés par l'automate à mémoire empilée A.

Soit I g S " , On dira que L est un langage de Chomsky ssi il existe un
automate à mémoire empilée A dont l'alphabet d'entrée est 2 et qui est tel
que T(A) = L.

Un automate linéaire borné avec doubles marquants A est un 5-tuplet
< K, 2 U { # }, S, st9 F y, où K, H, sl9 F sont interprétés comme dans le cas
des automates finis,
où # est un symbole qui n'apparaît pas dans 2, appelé marquant,
où S est une application de K x (2 U { # }) dans

ff(*x(2U{#})x {-1,0,1})

telle que l'une ou l'autre des expressions < s', G, p > € §(s, # ) ou
< s'9 #, p > € Sfe cr) entraîne <y = # . On l'appelle encore fonction de transition.

Une configuration d'un tel automate est un mot pris dans

(Jf. # . S* • #) U (# • 2* • X- S* • #) U (# • S* . # • 10.

Soient ce et p deux configurations d'un tel automate. On dira que a induit p
dJune manière immédiate ssi :

ou

et

ou

et

ou

bien

bien

bien

1°

2°

3°

oc — t

P == ys'xa'X

a = ysax
P = ys'GX

oc =

et
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avec x, y € (S U { # })* et cr, a\ T € S U { # }. On écrit encore oc |^ p et
Tidée que a induit p se définit et se dénote comme précédemment.

Soit x € 2*. On dira que x est accepté par l'automate linéaire borné avec
doubles marquants A ssi il existe un y € 2* et un s' € F tels que

T(A) désigne encore l'ensemble des mots acceptés par A
Soit L ç: S*. On dira que L est un langage dépendant du contexte ssi il existe

un automate linéaire borné avec doubles marquants A tel que T(A) = L.

Soient 2 = { <jl9 ..., #„ } un alphabet, 2 ' — { <jjl}..., o^ } un sous-ensemble
de 2, f une permutation de S' et L £ S*. On appellera ^-permutation de L
le langage L' [noté P^(L)] que Ton peut former à partir de L de la manière
suivante :

1° si x est un mot de L qui ne contient pas au moins une occurrence de
chaque symbole de S', x sera inclus dans L';

2° si x est un mot de L qui contient au moins une occurrence de chaque
symbole de 2' , on inclura dans L' tous les mots formés à partir de x en y
remplaçant une et une seule occurrence de chaque symbole aJt de Y* par son
image 9 ^ ) .

Par exemple, supposons que Ton ait 2 = { 0, b, c,d}, S' = { a, b, c } et
ia h c\

\c a b)
que 9 soit la permutation I 1* Si le langage L contient un mot

\c a b)
x = adbaad, on l'inclura dans P^(L\ puisque ce mot ne contient pas une
occurrence de tous les symboles de S'. Par contre, si L contient un mot comme
x = abacbdac, on adjoindra à P^ÇL) des mots comme caabbdac,
caacbdab, cbabadac, cbacadab, aacbbdac, aaccbdab, etc.

ho mot caabbdacêët obtenu à partir de x en remplaçant la lre occur-
rence, de a» la lre occurrence de b et la lre occurrence de c par cfattb respec-
tivement. Le mot caacbdab est obtenu à partir de x en remplaçant la
l re occurrence de a> la lre occurrence de b et la 2e occurrence de c par c, a et b
respectivement. Le mot cbabadacest obtenu en remplaçant la l rc occur-
rence de a, la 2e occurrence de b et la lrc occurrence de c par c> att b respec-
tivement. Et Ton pourrait continuer ainsi. Comme on avait 3 occurrences de a,
2 de b et 2 de c, cela donne 3 X 2 x 2 = 12 possibilités de substitution.

En général, si o (aJt) indique le nombre d'occurrences du symbole <rSi dans
le mot x, le nombre total de substitutions possibles sera

où p = card (S'), pourvu que o (CF}4) 9̂  0 pour 1 < 1 ̂  /?.
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Nous voulons démontrer que si L est un langage de Kleene (resp. un langage
de Chomsky ou un langage dépendant du contexte), il en est de même de
PV(L), pour toute permutation cp d'un sous-alphabet de l'alphabet dont L
est issu.

Soient 9 une permutation de E ' = {a, b, c}, sous-alphabet de
S = { a, b9 c, d } et L £ S*. On pourrait partager le langage P9(£) en un
certain nombre de sous-ensembles disjoints dont certains sont susceptibles
d'être vides. D'une part, on aurait le sous-ensemble E£ de tous les mots de L
qui ne contiennent pas au moins une occurrence de chaque symbole de S ' .
D'autre part, on aurait les sous-ensembles

Et(a, b9 c), ERa, c, b), ERb, a, c), ERh, c, a), ERc, a, b) et ERc, b, a),

où, par exemple, isf (a, b, c) contient tous les mots x' de Py{L) obtenus à
partir d'un mot x de L, tels que dans x l'occurrence de a remplacée par <p(à)
est située à gauche de l'occurrence de b remplacée par <p(ô), qui est elle-même
située à gauche de l'occurrence de c remplacée par ç(c), où E\(a, c> b) contient
les mots x' de P^(L) obtenus par une substitution dans un mot x, où l'occur-
rence de a remplacée par cp(a) est à gauche de celle de c remplacée par <p(e), qui
est elle-même à gauche de celle de b remplacée par 9(6), etc. On peut donc
écrire

= E? ü u
où S représente l'ensemble de toutes les permutations de { a, b, c }.

Plus généralement, on peut énoncer le théorème suivant dont la véracité
devrait paraître évidente à la lumière des remarques qui précèdent.

Théorème 1. Soient S = { <ylf..., <rrt } un alphabet, S ' = { aJX9..., GJP } un
sous-alphabet de S, 9 une permutation de S ' et L £ S*.

Alors, on peut écrire

où S représente l'ensemble des permutations de S ' et où les ensembles

sont interprétés comme dans les remarques qui précèdent l'énoncé du théorème.

Nous allons maintenant tenter de démontrer que les ensembles

sont de même nature que le langage L dont on est parti.

Théorème 2. Si L est un tangage de Kleene (resp. un langage de Chomsky
ou un langage dépendant du contexte), alors l'ensemble E% est également un
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langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky ou un langage dépendant
du contexte).

Démonstration

Si E% était un ensemble vide, le théorème irait de soi, car, alors, il suffirait
de prendre un automate fini, un automate à mémoire empilée ou un automate
linéaire borné avec doubles marquants, selon le cas, pour lequel on aurait
F = 0 . On peut donc supposer que E* =£ 0.

Si L est un langage de Kleene, il doit exister un automate fini

^ = <A; s, 8,^,70

tel que T(A) — L. Nous allons maintenant construire un automate fini

tel que T($>) = E*.

Pour tout sm€K, formons des états s%i""*a\ où 1 < i'^ p — 1 et
où ajL9..., ah € 2 ' . Par exemple, si 2 ' = { a, b, c }, pour tout sm € K, on for-
mera les états sa

m, sb
m, 4 , s%b

9 s%c, ̂ 'c, s^0, sc
m>a, ^'&. On considérera K' comme

la réunion de K, de l'ensemble des états s^i'""Oit ainsi formés et de {s* }y

où s* est un état différent de tous ceux qui précèdent. On prendra pour F' la
réunion de F et de l'ensemble des états s^if""ah pour lesquels ,ym € F. L'état
initial de 3i et son alphabet seront les mêmes que ceux de A. Enfin, la fonction
de transition S' sera définie comme suit :

si £„ € 8(sm, <r), on posera

2° sn € 8%ym, a) pour G € 2 — S';

3° ^'••••°V°€8'(Ci °'«,<r)

pour
a € S ' — { <ryi,..., ah } et { ajx,..., a,-., a } ̂  S' ;

4° 8'(*'"'fOfS «) = {**}

pour
<T € S ' — { cTil5 ..., ajs } et { GJI9 ...3 dyi5 a } = S' 5

pour
( T € { d y i 9 . . . ? a 7 i } U ( S - S 0 ;

enfin, on écrira 8'Cs*, a) = { 5* } pour tout a 6 2.
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Dans le cas où L serait un langage de Chomsky, on pourra trouver un
automate à mémoire empilée A = < K9 2, I\ §, su Zu F} tel que T(A) = L.
On construira un automate à mémoire empilée & = < K', 2 , F, S', sl9 Zu F' >
tel que 21(3$) = ££ d'une manière assez semblable à la précédente. En parti-
culier, les ensembles K' et F' seront définis comme précédemment. La définition
de la fonction S' sera cependant légèrement différente.

Dans le cas où < sn9 w > € 8(sm9 <jy T), on écrira

1° <4 w> € S'(*m, a, T) pour a € S' ;

2° < sn9 w > € S'C*m, cr, T) pour a € S U { X } — 2 ' ;

3° < ^ V " ' ° V a
3 w > € 8 ' ( ^ - " ^ ^ , T )

pour
a € 2 ' — { ayi5..., aH } et { ayi,..., oJi9 a } -£ S' ;

4° 8 ' ( * %a 5 T)^{<5*,w>}

pour
_ { CT>i)...? Gji } et { aJ15..., ajt9 a } - S ' ;

5° <tfi ° 4 , w ) 6 W - A f f , T )

pour

enfin, on écrira S'C?*, a, x) = { < .y*, X > } pour tout c i € i : U { X } e t tout T € I \

En troisième lieu, si L est un langage dépendant du contexte, il existe alors
un automate linéaire borné avec doubles marquants

jt = < Â , S U { # } , S , j 1 , F >

tel que T(A) = L. On formera un nouvel automate

du même type, en procédant de la façon suivante. Pour obtenir K', on ajoutera
à K des états s*9 tu t2 et t3i et tous les états de la forme fJV—f<\ où
1 ^ Ï < p — 1 et où les <7yi5 „., cj .€ 2 ' . On posera F' = F et on prendra tt

comme état initial de 3$. Enfin, la fonction de transition S' sera définie comme
suit :

S'('2, <*) = {<& ff,l>} pour a € 2 ' ;

S ' (^ ^ ) - { < ^ 2 , a , l > } pour <7€S — S ' ;
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pour
er € S' — { ajx9 ..., ah } et { ajl9..., aJi9 a } =£ 2 ' ;

pour
a € 2 ' — { o-,.,,..., ^.. } et { aJiy..., o,v cr } = S' ;

pour

«'('a, # ) = { <'3> # , - ! > } ;

8 ' ( ^ ' 'G/s # ) = { < h, # , - 1 > };

8'(*3.ff) = { < / 3 . ^ — O } pour a € 2 ;

8 ' ( ^ # ) = { < J i » # , 0 > } ;

S'(**,a) = { < J * > f f , l > } P o u r t 7 € S U { # } ;

S'O, a) = 8(s, a) pour tout s € K;

enfin, S'(j, or) = 0 pour toutes les autres possibilités.

Dans chacun des trois cas qui précèdent, il serait possible de démontrer
que l'on a T(A) = £%. En fait, pour les cas des automates finis et des auto-
mates à mémoire empilée, la façon dont la fonction de transition S' du second
automate a été définie permet d'imiter le fonctionnement du premier automate
tout en enregistrant à mesure qu'il les rencontre les symboles qui proviennent
de S'. Si le second automate parvient à lire un mot x sans avoir rencontré tous
les symboles issus de 2 ' , il entrera finalement dans un état de la forme sk ou
de la forme s{. Si x peut être accepté par l'automate A, on est susceptible
d'avoir skeF et par conséquent sk € F' ou s( € F', d'où Ton tire que x sera
accepté par $ , Si x ne peut être accepté par A,, on doit nécessairement avoir
sk $ F, donc sk $ F' et sk $ F'; alors, x ne peut donc pas être accepté par 3h.
Si, en lisant le mot x, le second automate réussit à rencontrer tous les symboles
de S7, il entrera dans l'état s* dont il ne peut sortir et qui n'est pas terminal.
Alors, le mot x ne saurait être accepté par 3J.

Dans le cas d'un automate linéaire borné, l'automate 3Î aura pour effet
d'examiner le mot x pour voir si on y rencontre tous les symboles de 2'. S'il
n'en est pas ainsi, il reviendra scruter le marquant de gauche et entrera dans
l'état sx qui était l'état initial du premier automate. Le mot x sera donc, dans
cette situation, accepté par l'automate 3b si et seulement s'il l'était par l'auto-
mate A, Dans le second cas où l'automate 55 aurait rencontré dans x tous les
symboles de S', il serait entré dans l'état s* dont il ne pourrait sortir. Alors,
le mot x ne serait pas accepté par l'automate $ .
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Rappelons que, si l'on a une permutation cp du sous-alphabet E ' et que
si ^(°yi)s — 9 tyivjp) représente une liste des symboles de S ' dans un ordre donné,
El(ty(aji)> «M $(Gjp)) désigne l'ensemble des mots x' obtenus à partir des mots x
de L, alors que dans x l'occurrence de ^(a^) remplacée par 9(4>(o>1)) est située
à gauche de l'occurrence de ^(OJ3) remplacée par <p(^(oj2))9 qui est à gauche de
l'occurrence de ^(o>3) remplacée par 9(^(0^)), etc. On peut à propos d'un tel
ensemble démontrer le théorème suivant.

Théorème 3. — Soient 9 une permutation du sous-alphabet 2 ' de S,
tyivjj,..., ty(vjp)

 u n e liste des symboles de S ' dans un ordre donné, et L un
langage dans S, alors, si L est un langage de Kleene (resp. un langage de
Chomsky ou un langage dépendant du contexte), l'ensemble ^(^(cr^) , . . . , ty(ojp))
sera un langage de Kleene (resp, un langage de Chomsky ou un langage dépen-
dant du contexte).

Démonstration

Suivant les cas, on doit pouvoir trouver un automate fini

un automate à mémoire empilée A — (K, S, F, 8, suZu F} ou un automate
linéaire borné avec doubles marquants A = (K, S U { # }, 8, sl9 F} tels que
T(A) = L.

Dans le cas où A serait un automate fini, construisons un automate fini
3i — (K\ S, S', st, F} de la manière suivante. Pour tout sm € K, on formera
un état sk

m pour 1 ^ k ^ /?. K' sera obtenu par la réunion de K et de l'en-
semble des états j * . F' sera Tensemble des états s? pour lesquels st € F. Enfin,
8' sera définie comme suit : si sn € 8(sm, a), on écrira sn € 8'(sm, a) et pour
1 < k < p, $* e 8'(Sm, a); on posera également j * € 8'(^, 9(cr)) si a = ^(G^)
et sk

n € S ' ^ " 1 ^ ç(a)) si a = ^(aJk)t pour 2 ^ k < p.

Si A était un automate à mémoire empilée, la construction d'un automate
à mémoire empilée 3i ~ (K\ S, F, 8', su Zu F} se ferait d'une manière très
semblable. En particulier, les ensembles K' et F' seront définis de façon iden-
tique. La fonction 8' sera soumise aux clauses suivantes : si <(sn9 w> € 8(sm, a, T),
on écrira <*„, u>> € Sf(sm9 or, T) et, pour tout 1 < k < p, < sk

n, w > € 8 '(^, cr, T),
ainsi que < j j , w > € 8 ' ^ , 9(or), T) si a = ^(a ; i) et < sj, w > € S'(^fc"1}, 9^)» T)
si a = ty(ojk), pour 2 < k < /?.

Enfin, si A est un automate linéaire borné avec doubles marquants, la
construction d'un automate 35 = (K\ S U { # } , 8 ' , / 1 > F'} du même type se
fera de la façon suivante. Étant donné une liste particulière ^(ojiX —, <K°ip)
des symboles de S7, on construira les états tu t2>..., ^ p + 3 . if' sera formé par
la réunion à A^de Pensemble de ces nouveaux états. On aura F' = F et / t repré-
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sentera l'état initial du nouvel automate. On définira la fonction S' de la façon
suivante :

&V2, #) = {< tjp+3, # , - 1 > };

pour
1 < i < jp, <* € S et

pour 1 < / < yp;

8'0k 0 { < 0 ^ l > } Pour

'(*,> + 3, G) = { < (fc + j , «r, — 1 > } pour G e S;

enfin, S'(j, cr) = 0 pour les cas qui n'ont pas été mentionnés.

Dans chacune des situations étudiées précédemment, il serait possible de
montrer que l'on a

Dans le cas où A est un automate fini ou un automate à mémoire empilée,
l'automate 3$ correspondant a pour effet d'imiter le comportement de A.
Cependant, lorsqu'il rencontre un symbole G susceptible d'être obtenu à partir
d'une permutation 9 des symboles de 2 ' , il peut alors ou bien se comporter
comme A, ou bien se comporter à l'égard du symbole a comme A se compor-
terait à l'égard de <?~1(a). De plus, dans ce cas, il enregistrera cette variation
de comportement, en passant d'un état provenant de K à un état du type slt

ou d'un état du type sJ
m à un état du type jjj+1. Supposons que x soit un mot

de L qui contient au moins une occurrence de tous les symboles de S 'etx ' un
mot qui provient de x au moyen d'une 9-permutation du langage L, la substi-
tution se faisant dans Tordre ^(GJI)9 ..., <\>(GJP). Alors, puisque les seuls états
terminaux de 3 sont les états de la forme s% pour lesquels sn est terminal
dans A, x' sera accepté par 3*> dans le cas et seulement dans le cas où x est
accepté par A.

Si l'automate A est linéaire borné, l'automate 3S examinera d'abord le
mot x' de manière à le ramener à la forme initiale x; il viendra alors scruter
le marquant de gauche et entrera dans l'état sv A partir de ce point, il imitera
scrupuleusement le comportement de A. C'est donc dire que x' sera accepté
par l'automate 3 si et seulement si x est accepté par A.
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Les théorèmes 1, 2 et 3, ainsi que le fait bien connu que la réunion d'une
famille finie de langages de Kleene (resp. de langages de Chomsky ou de lan-
gages dépendants du contexte), est un langage de Kleene (resp. un langage de
Chomsky ou un langage dépendant du contexte), nous permettent d'énoncer
le théorème suivant.

Théorème 4. — Si L est un langage de Kleene (resp. un langage de Chomsky
ou un langage dépendant du contexte) d'alphabet 2 , alors, pour toute permu-
tation 9 d'un sous-alphabet 2 ' de 2 , PV(L) sera un langage de Kleene (resp.
un langage de Chomsky ou un langage dépendant du contexte).

Le concept de langage de Kleene fut introduit dans Kleene [1]; ceux de
langage de Chomsky et de langage dépendant du contexte, dans Chomsky [1],
Les caractérisations que nous avons utilisées ici se retrouvent dans Rabin et
Scott [1], Chomsky [2] et dans les travaux successifs de Myhill [1], Kuroda [1]
et Landweber [1]. Les démonstrations du fait que la réunion d'une famille
finie de langages de Kleene (resp. de langages de Chomsky ou de langages
dépendants du contexte) est un langage du même type, apparaissent dans
Rabin et Scott [1] et dans Bar-Hillel, Perles et Shamir [1].
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