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RJ.R.O.
(1« année, N° 5, 1967, p. 57-79)

REGULARISATION D'OPERATEURS

par G. RIBIERE (x)

Résumé. — Dans cet article, on étudie un procédé de régularisation d'opérateurs
linéaires apparaissant dans la résolution de problèmes dits « mal posés ». Ce procédé
ressemble à celui étudié par Tychonov et Phillips. La régularisation est obtenue en rem-
plaçant le problème initial par un problème de minimisation stable dépendant d'un
paramètre.

Dans la première partie, on donne des théorèmes de convergence de la suite de solutions
dépendant du paramètre, puis on applique le procédé au problème particulier de la réso-
lution d'équations intégrales. On donne enfin des résultats numériques ainsi qu'une
indication expérimentale sur le choix du paramètre de régularisation*

I. — INTRODUCTION

Dans de nombreux problèmes, on est amené à chercher une solu-
tion de

(M) Au « /

o ù w g £ i , / € EÏ, Ex et E2 étant deux espaces de Hubert et A € £(Ei, Ez).
Même si le problème (1-1) admet une solution unique, il se peut que l'opé-
rateur inverse de A ne soit pas continu. C'est-à-dire qu'étant donné ui
et /i = Aui, on peut trouver ƒ2 = Au% aussi proche qu'on veut de /1
mais tel que \u% — U\\EI soit arbitrairement grand. Donc à une faible
variation sur / peut correspondre une forte variation de la solution u,
ce qui entraîne des difficultés pour la résolution numérique de (1-1).

La régularisation de problèmes du type (1-1) a déjà été étudiée par
Tychonov [7] et Phillips [5] en particulier. Elle consiste à remplacer
le problème (1-1) par un problème de minimisation stable, dépendant
d'un paramètre co ; c'est-à-dire que la solution du nouveau problème
dépendra continûment de /. En outre la famille U& de solutions du pro-
blème de minimisation convergera vers la solution exacte u de (1-1).

Dans la présente étude, nous proposons un procédé de régularisation
utilisant des semi-normes qui ressemble en cela au procédé de Phillips.

(1) Institut Biaise Pascal, Service de développement.
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Nous donnons les conditions d'application ainsi que des théorèmes de
convergence.

Enfin dans la deuxième partie, nous appliquons le procédé à la résolu-
tion d'équations intégrales de Fredholm de l r e espèce et donnons des
indications sur le choix du paramètre de régularisation.

II. — METHODE DE REGULARISATION PROPOSEE

Soit H un espace de Hubert contenu dans Ei muni d'une norme plus
fine que Ei, S un opérateur linéaire continu de H dans Ei admettant
un noyau N. Avec les hypothèses :

(IM) ?o € N => \\Af>o\\Ea > P ||PO||H , P > 0

(II-2) vi€H — N^ \\Svi\\El > a \\VI\\H , a > 0

on a le lemme suivant :

II-1. Lemme
„ I Pour tout 9 appartenant à if on a

I n A n 2 i 2 il o t i 2 ^ 2 il il 2

DÉMONSTRATION

On peut écrire v comme somme de deux éléments

Appelant F{s>) l'expression du premier membre de (II-3), on a :

On considérera alors deux cas
— 1er c a s .

H^HI*, ^ l/3||i4po

(II-4) peut être minoré par

F(c) > \\Avo\\k + | | ^ ^ | | i 2 - 2 \\Avo\\E'2

et utilisant les hypothèses (II-l) et (II-2)

Posant maintenant S2 = inf (|32/3, W2CT2), l'inégalité
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entraîne
(II-5) F{v) > S2/2 \\o\\h

— 2e cas :

L'expression (II-4) peut être minorée par

F{?) > « V ||w||i

L'hypothèse du 2e cas entraîne successivement

P/3 ||C.||H < 1/3 \\AVO\\B2 < lA^iH^ < \\A\\ H | H ,

dans la dernière inégalité on prend la norme de A défini comme opéra-
teur de H dans E%.

On a donc :

Mi >
et la minoration pourra s'écrire

(A \ il

(1 —a) || Q | |A | |

où 0 ̂  a < 1. On cherche alors la valeur oco telle que

9a0 = sup mm 1 —-a,
[ 9\\A\

et on a finalement la minoration

""*-'T ,-??%
Si bien que, quel que soit le cas, en choisissant

2 • / o 2 / £ ? 2 < 7 3 \
7] = min B /o. <o ^ *—•—-=-

\ P / ' 2 (p i + 0||il||Von aura

Avec ce Iemme, on peut démontrer le théorème suivant

II-2. Théorème Cf. [2]

Si les opérateurs A et S vérifient respectivement les conditions (II-l)
et (II-2), l'équation

(II-6) (Au*, Av)E2 + o)2(5uwj Sv)El = (/, AV)E2 V 9 € H

admet une solution unique U& € H qui réalise le minimum dans H de
la fonctionnelle
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DÉMONSTBÀTION

L'existence et l'unicité proviennent du lemme (II-l).
Soit maintenant w € H, on peut écrire

\\A(ua, + «0 - / | | l 2 + « s I5(u« + w)fEl = fliiu* — / | *

(Aua> — f,

Si on pose 9 — uo + *̂> w^ étant solution de (II-6), pour tout P €H f
on a

d'où le théorème.

II-3. Théorème

Si les opérateurs A et S vérifient respectivement les conditions (II-l)
et (II-2), si on choisit / dans l'image de H par l'opérateur A et si A est
biunivoque, alors ww solution de (11-6) converge fortement dans if vers la
solution unique de Au = ƒ lorsque <Ù tend vers 0.

DÉMONSTRATION

Puisque WÛ> réalise le minimum de R(Ù(V) dans H, on a en particulier

Ra>{Ua>) < Rœ{u)

soit

\\Aua, — /||I3 + 6>a||SuM||4 < \\Au — i\l + o* puf* = co2 \\Su\\l,
d'où on tire successivement,

(II-8) \\Auo — f\\\^ w2 \\Su\\l,

Appliquant le lemme (II-l) à c = uu — u, on a

v) ||MW — M||H < \\Aua, — /||sa -h co \\S(ua — UJIIBX

= || A M» — /|^2 + w |JSMM|B1 + W 11 SM II £! — 2w %e (Sua, SU)EI

et d'après (II-8) et (II-9)

7)a ||uw — u | | l < \\Au — f\\l2 + 2<ù2 IIS^Il!, — 2«23le (5w

(11-10) 7j8 Hî  — «f» < 26>2(|5«||11— %e (Su», Su)Bl)

< 4co2 ||5uBi,
Finalement, on obtient donc

(ii-ii) D»—»|E«< ~D«»ll-i



REGULARISATION ^OPERATEURS 61

(11-12)

On peut donc extraire de la suite wö5 une sous-suite um qui converge
faiblement vers un élément u* €H. De (II-8) on déduit que

Au* = / donc w* = M,

du fait de l'unicité de la solution.
Comme de toute sous-suite de la suite Uco, on peut extraire une suite

convergeant vers u, on en déduit que la suite U& elle-même converge
faiblement vers u dans H.

Reprenons maintenant la relation (11-10).
Puisque ww—»- u faiblement dans H, alors (Ke (Su^ SU)EI~> §SU§EI

d'où
lim Uw*, — UIIJÏ = 0

et Ua tend fortement vers u dans H.

II-4. Théorème de continuité
Soit utó et U& les solutions de (ÏI-6) correspondant respectivement

à ƒ et /, alors

DÉMONSTRATION

On écrit la relation (II-6) pour f et f en choisissant 9 = uw —
et on soustrait

Appliquant le Iemme (II-l) au premier membre

•rç2 Ju«—w»|| i < ||Z —7||*i \\A(um —
mais la relation (11-14) donne

d'où finalement

II-5. Lenime
Avec les hypothèses suivantes :
— / appartient à Fimage de H par l'opérateur A*
— Les opérateurs A et S vérifient respectivement les hypothèses

et (II-2),
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alors il existe une solution et une seule de l'équation Au = / qui mini-
mise || S^||si, v e H.

DÉMONSTRATION

On montre tout d'abord l'unicité. Soit en effet deux solutions ui et W2
de (I-l) qui minimisent | | | | , soit

| ^ = ||Sua||Si = S = min

1
alors — (MI -f- «2) est aussi solution de (I-l) et d'après la définition de S

mais

d'où

^ (Sui + Sus)

\ (Su») ||Bl = S

i (Sux) + \ (Sua) = 8 =

Puisqu'il y a égalité dans l'inégalité triangulaire, cela entraîne,

Sui = XSu2, X > 0,

mais puisque JISuiU^ = |jiSu2[|̂ 2> on ne peut avoir que Sui = Su2. On
applique maintenant le lemme (II-l) à ui — U2

(11-15) \\A(ui — u2)||l3 + a>2 ||S(ui — us)||îi

= O)2 ||S(U1 U2)\\EX > ï] II Ml U2|jiï
donc ui = U2 dans H.

On montre maintenant l'existence.
L'ensemble des u tels que Au = ƒ forme un sous-espace G fermé

de H, affin du sous-espace vectoriel fermé, noyau de A. Donc G est
complet. Il existe donc dans G une suite un telle que

Km U Su» If*! = S

1
Si Um et Un € G, il en est de même de - [um + M») d'où

2

1 11
^ (Sum + Sun) k

mais d'après la définition de G

1
+ 2

- {Sum + Sun)
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d'où

lim | (Sum + Sun) = S
m,n-*oo & \\Ex

On utilise maintenant la relation valable quels que soient um et un

II Su. — Sumfa. = 2 I Su^li + 2 \\Su4l, — 4

d'où il vient que
lim |j S(u» — Ui») f Et = 0.

i (Su» +
EX

Appliquant (11-15) avec cette fois-ci un = ui, M» = 1*2, on a

lim I Un Mm||tf = 0

Puisque G est complet, la suite de Cauchy un converge dans H vers
un certain élément UQ € G. On a l'inégalité

||Stto||* < II Su»IIÜ + \\Suo — Sun\\st
donc

||Stto||ft < S

mais d'après l'hypothèse uo € G, ||SUO|JBI > S

d'où ||Swo||«i= S.

II-6. Théorème
Avec les mêmes hypothèses que dans le lemme (II-5), la solution u

qui minimise la fonctionnelle (II-7), converge fortement lorsque <o tend
vers 0, vers la solution unique uo de Au = / qui minimise ||Su||li.

DÉMONSTRATION

On reprend le même type de démonstration que dans le théorème (II-3).
On a

soit

| ^ - / | | i 2 + a)2 \\Su4l, < \\Auo-f\\k + «a USuollSi = œ2 \\Suo\\k

d'où on tire successivement

(IM6) WAn* — /||la <<o2||Swo||îi

(IM7) \\Su42
El ^ \\Suo\\k

et en appliquant le lemme (II-l) on a une inéquation analogue à (11-10)
soit

2 2

| | | ^
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et d'après (H-17),

|| u»||jy ^ ||MO||H + — ||Swo||j?i.

On peut donc extraire de la suite Ua>, une sous-suite u< qui converge
vers un élément it* € H. De (11-16) on déduit que

Au* = /
mais d'après (11-17)

w* = uo.

Finalement u& —• wo faiblement dans H.
Pour montrer la convergence forte, il suffit de reprendre la démons-

tration du théorème (II-3).

III. — ETUDE DE L'ERREUR

Même si on connaît le second membre / analytiquement, on introduira
numériquement ƒ qui différera de ƒ en valeur relative de l'ordre de

où s est la précision relative de la machine utilisée.
L'erreur relative sera encore plus importante si / est fourni par

l'expérience.
La solution du problème de minimisation associé à ƒ sera uw. On

veut majorer Terreur ||u — U&\H.

III-1. Majoration
D'après le théorème II-4 on a tout d'abord la majoration

puis d'après la relation (11-11)

(III-2) [ju- — UHJST < — \\Su\\Ex

Finalement on a

) | 5 . - u|* < ^ \\Su\\Bl + 1 | / - 7 | *

Dans ces relations, 7) est la constante de coercivité dont on a trouvé
une minoration au lemme (H-l).

III-2. Proposition

La constante de coercivité y)2 est une fonction croissante, concave
et bornée de ta2. Si en outre pour tout v€H, \\SP\\EI < |MIH> l
la dérivée à droite de 7]2 par rapport à co2 est bornée par 1.
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DÉMONSTRATION

On peut définir 7]2 par :

7) = min [||i4f||Ea + <o \\Sv fl^] = min
| | | | i N I "

Pour deux valeurs de OÙ, OH et o>$, soit ui et U} € H les deux éléments
qui réalisent respectivement le minimum de R&(v).

Alors si co« < Wj

+ Û>? ISuifa ^ \\Au}\\% + o? \\Su4l,

ce qui montre que tf est une fonction croissante de o>2. Pour montrer
qu'elle est bornée, il suffît de remarquer que

min [\AA\ + o2 \\Sv\\l] < min |U^||!2 = p2

|| • ] ! , - ! | | V | )^i «

La concavité provient du fait que TJ2 est enveloppe inférieure des
droites définies par R(Ù{V).

La croissance de TJ2 entraîne que
2 II A II 2 i 2 H c I I 2 ^ 2 ^ \\ A II 2 . 2 il n il 2

7]i = | |^U|| | j îa + O)f O OUI IJ »! ^ 7)j < ||-AM«||*a + O)/ IJSUill^
d'Où

2 2 . , 2 2 \ H o ||2
>]i ?î< < (<ûj (ùi) \\Sui\\Ei.

Ayant fait l'hypothèse que ||Swi]| ̂  ^ j|u«||/r = 1 on en conclut que
2 2

2 / 2

((7] (cûi))d = h m

III-3. Comportement de l'erreur

On reprend la relation (III-3)

\\e\\n = | | « - ûw||w < ^ ||Su||Bl + 1 | | / - 7 | B 2 = si + s2

en posant

D'après la proposition (III-2) et en faisant toujours l'hypothèse
|| < |M|H, SI est une fonction croissante de co et £2 une fonction

écroissante. On peut penser qu'il existe un o>2 qui minimise si + £2.
On donnera plus loin une analyse plus précise de l'erreur dans un cas

particulier.
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IV. — APPLICATION

Soit [a, b] et [c, d] deux intervalles de la droite réelle. On prend

Ex = L2(a, 6), Ei = L\cy d) et H = tf*(a, &), p > 0 où
i/P(a, b) = {u € L2(a, 6) | »(»>

On définira la norme sur H^(at b) par

2 ( >

On choisit maintenant pour 5 l'opérateur de dérivation pème :

Dans ce cas le noyau N de S est constitué des polynômes de degré infé
rieur ou égal à p —- 1.

Tout élément u € Hp peut s'écrire comme somme de deux éléments

u = wo + u\

uoÇN ; uo(a) = u(a) ; ... ; u ? " 1 ^ ) = u(*"l)(a)

U1£HP — N ; ui(a) - »i(a) = ... - «^""(a) = 0

Du fait de la définition de ui, on sait qu'il existe a > 0 tel que

où a dépend de (b — a). Alors la condition (II-2) est remplie. Il suffit
maintenant que l'opérateur A vérifie la condition (II-l) pour qu'on puisse
appliquer les théorèmes des paragraphes II et III.

IV-1. Discrétisation

Afin de calculer la solution approchée uw de (II-6), on a préféré résoudre
le problème de minimisation (II-7). On est donc amené à minimiser
dans HP(a, b)

(IV-1) ZLM = \\Av — f\\lHc,d) + co2 \\v{P)\\Wtb)

[a, b] et [c, d] seront divisés respectivement en n — 1 et m—1 intervalles
égaux. 9 sera approché par le vecteur vn € Rn, c'est-à-dire

Vh = { Pi, *% ..., Pn } , 9{a) = Pi , P(6) == Pn.

L'opérateur A est approché par l'opérateur linéaire Ah de Rn dans Rm

soit
n
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On approche enfin l'opérateur de dérivation par l'opérateur des dif-
férences finies correspondant appliqué à vu

Par exemple pour p = 2
—1 2 — 1 0 —

0 — 1 2 —1 —

0 — —

b — a
n — l

1 2

n-p lignes
n colonnes

Finalement on est ramené à minimiser dans Rn

K"p(d-c)
Cette fois-ci, ||-|| indique la norme euclidienne. La relation (IV-2)

peut s'écrire aussi :
An

(IV-3)
<ù{b — a)

1/2

hv(d — xl/2 So

On a finalement obtenu un système linéaire à résoudre au sens des
moindres carrés. Cette résolution pourra être effectuée facilement, par
exemple à l'aide de la décomposition QR [4].

IV-2. Normalisation de So

Numériquement, on ne peut choisir un <o trop petit. En effet si on a

||So|| < e|[ii*||,

désignant la norme spectrale et e la précision relative du moyen de
calcul utilisé, l'introduction du terme de régularisation n'aura aucune
influence sur la matrice An, si bien que pratiquement il n'y aura pas de
stabilisation (ce qui pourtant est le but recherché). Aussi on va écrire
autrement la relation (IV-3), de façon à pouvoir rapporter la valeur du
paramètre de régularisation à la précision relative e. On choisit un coef-
ficient [L tel que

(IV-4)

et posant

S = [iSo et = \\s\\ = IM
co (b — a\

phP [d — e)

1/2

soit
d — c 1/2
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la relation (IV-3) s'écrira

(iv-6) ni"

An

Vn •—

0 Rn+m

En outre (IV-5) montre que, pour un COA fixé, augmenter le nombre de
points de la discrétisation revient en fait à diminuer o>.

IV-3. Résolution du système linéaire

Calcul de Verreur
Soit Q une matrice orthogonale dans Rn+m(QTQ = I), minimi-

ser (IV-6) est équivalent à minimiser

(IV-7)

On sait qu'il est possible de choisir Q (principe de la décomposition QR)
de telle sorte que

Q

An

WftS

vn — Q

U

0

(IV-8)
Ah

(ùnS

n

0

}n

}m

où Toh est une matrice triangulaire supérieure d'ordre n. En particulier

(IV-9) T*hT„h = AnAn + «>lSTS

Soit um la solution de (IV-7). Elle vérifie

h(IV-10) O\Q
0

Soit maintenant un la solution discrétisée exacte de notre problème»
Du fait des erreurs d'arrondis, de discrétisation et de données, on a

Le vecteur d'erreur est donc représenté par en.
En écrivant

(IV-12) um = un + {ua>h — un)
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et utilisant les relations (IV-10), (IV-8) et (IV-11) on obtient explicite-
ment l'expression de l'erreur sur la solution

enTZh O

IV-4. Recherche du o^ optimal

En général on a une idée de Tordre de grandeur de Terreur ||£A||. Si
le second membre est connu analytique ment et si le procédé de discré-
tisation est suffisamment précis on peut avoir \\eh\\ /||/A|| - s, où e est la
précision relative du moyen de calcul. Sinon, si le second membre pro-
vient de données expérimentales, on sait qu'on possède par exemple 2
ou 3 chiffres exacts. Il se pose le problème : connaissant ||ea||, déterminer
le coft qui donnera la meilleure solution, c'est-à-dire qui minimise la norme
de Terreur définie par la relation (IV-13).

Pour le moment, nous n'avons pas encore pu déterminer théorique-
ment le o)ft optimal. Il faut probablement faire des hypothèses supplé-
mentaires sur Ah'

Toutefois, les essais numériques effectués montrent (cf. paragraphe
suivant) l'existence d'un tùn optimal, qui vérifie en outre approximati-
vement

4) o»||Su»|| ~ \\en\l
Cette relation exprime que Terreur due à la discrétisation ou aux

données est de Tordre de Terreur engendrée par l'introduction du terme
de régularisation [cf. relation (IV-13)].

Outre cette détermination du <*>&, il y a plusieurs remarques à faire :
— Le problème initial (1-1) étant instable, il s'ensuit que le problème

discrétisé correspondant (sans régularisation) Test aussi. Cela signifie
que la matrice AhAn est très mal conditionnée et si on veut se protéger
d'erreurs trop importantes dues aux arrondis, on devra choisir COA > 10e.

Sur cette question voir [6],
Du fait de l'incertitude sur le second membre, a priori, toute solu-

tion Vh telle que

est acceptable. Mais on devra rejeter toute solution ne vérifiant
pas (IV-15). Cela donne une borne supérieure du co& optimal. C'est un
problème de compatibilité d'une solution calculée avec les données d'un
système linéaire. Voir à ce sujet [3].

Finalement pour résoudre un problème du type (1-1) on propose la
méthode suivante.

— On choisit (on — max [100 e, ||eft|| /| |/A||] d'où après résolution
de (IV-7), "âtùh et ||SMÜ>»||. L'expérience montre que, pour cette valeur
de CÙA, on a | SMA|| — || 5MWA|| . Par conséquent, il est aisé à partir de (IV-14)
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de calculer le to* optimal et, si cela est nécessaire, on recommence le
calcul avec cette nouvelle valeur de u>h. Enfin on devra vérifier que la
solution obtenue vérifie (IV-15).

V. — RESULTATS NUMERIQUES

La résolution de certaines équations intégrales est instable. On a
choisi des équations du type

(V-l) K(x,y)u(y)dy = f(x)
* a

Connaissant le noyau K et se fixant une solution u, on obtient le
second membre ƒ. Afin de simuler un second membre issu de données
expérimentales, on peut tronquer les valeurs de f obtenues.

La résolution numérique s'effectue par discrétisation de l'opérateur
d'intégration à l'aide d'une méthode de Newton-Cotes. On divise l'inter-
valle [a, b] en q subdivisions et dans chaque subdivision on applique une
formule d'intégration impaire d'ordre 2r -)- 1 (donc r = 1 correspond à
la formule de Simpson). On a donc

n = 2rq + 1.

La stabilisation est obtenue soit par la dérivée première, soit par la
dérivée seconde.

Les calculs ont été effectués sur C.D.C. 3600 où s ^ 2 • M)-11. Enfin
pour chacun des essais on a calculé les normes euclidiennes

| |Su»|| ; o>ft !|SMO>JJ ; \\en\\

|| A nuu>h — ƒ A || ; || un — û^ ||.

On considère un premier type d'exemple traité où K(x, y) = e~xtf.
On vérifie facilement que l'opérateur correspondant satisfait la condi-
tion (II-l)j en prenant pour noyau N les fonctions constantes et les
fonctions linéaires sur (a, b).

1 e r exemple

u{y) = 1 + sin ny [a, b] - [0,2]

-*~2X)

» = 21 ; r = 5 ; g = 2 ; m = 1 0 0

||eft|| = 4,2 10-8

Régularisation par la dérivée seconde.
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2e exemple

u(y) = {y + 1) e"" [a, b] = [0,2]

f(x) = [(x + 2) - (3* + 4) e " <2*+ l f] /(* + l)2 ; [c, d] = [0,4]

« = 21 ; r = 5 ; q = 2 ; m = 100

ffe»|| = 3,9 10"8

Régularisation par la dérivée première.

3e exemple

"(y) = (y + 1) e"* [a, 6] = [0,2]

ƒ(») = [(* + 2) - (3« + 4) e-(*x+1)]/(x + I f ; [c, d] = [0,4]

n = 21 ; r = 5 ; g = 2 ; m = 100

l|e»| = 1 , 9 10 ~ 6

Régularisation par la dérivée première.
On peut choisir d'autres noyaux.

4e exemple

Emprunté à Bellman-Kalaba-Lockett [1]

u(y) = y [a, b] = [0,1]

f(x) = s212-2x13 + 1 /4 [c, d] = [0,1]

n = l l ; r = l ; ç==5 (Simpson) ; m = 11

1*1 = l o r 4

Régularisation par la dérivée première.
Dans cet exemple, il n'y a pas unicité de la solution, mais on pourra

appliquer le lemme (II-5) et le théorème (H-6). On obtient des résultats
analogues à ceux de Rellman; mais la résolution d'un système linéaire au
sens des moindres carrés semble être plus simple que l'utilisation de la
programmation dynamique.

5e exemple

Emprunté à Phillips [5]

0 si \x — y\ > 3

1 + cos ̂  (x — y) \x — y\ < 3

l + K è ] [ 3 3 ]



72 G, RIBIERE

0 si \x\ > 6 ; [c, d] = [— 3,3]

K*) = i cos J

n = 21 ; r = 1 ; g = 10 (Simpson) ; m = 21

| |*H = 2 , 6 4 10"*
Régularisation par la dérivée seconde.

Les résultats de ces essais numériques ont été portés sur les graphiques.
On aperçoit nettement le minimum de l'erreur qui est souvent très plat.
On a porté également sur les graphiques la valeur du co& optimal déter-
miné par la relation (IV-14). En général il est assez près du minimum,
et comme la courbe de Verreur est souvent plate dans cette région, une erreur
d*appréciation sur le <ùh optimal h*entraîne pas d'erreur importante sur la
solution numérique obtenue.

Quant aux valeurs de la solution obtenue, elles ont en général deux à
trois chiffres exacts au niveau du coa optimal, sauf dans le 4e exemple.
Mais ce cas est particulier puisqu'il n'y a pas unicité de la solution. On
observe alors des oscillations régulières autour du graphe exact. Par
contre, si au lieu d'utiliser la dérivée première pour la régularisation, on
avait utilisé la dérivée seconde, on aurait obtenu plusieurs chiffres exacts
(cf. théorème II-6).

Pour comparer les résultats obtenus avec ceux résultant des procédés
habituels, il suffit de prendre G)& = 0. On s'aperçoit alors que les valeurs
numériques des composantes de la solution sont très grandes et souvent
ont des signes alternés. C'est le propre même des solutions des systèmes
linéaires très mal conditionnés. Sur le graphique 6 on compare les résul-
tats obtenus pour divers cofe, relatifs au 1er exemple.

Enfin, pour ce qui est de la régularisation par dérivées, il semble,
après avoir essayé avec des dérivées d'ordre croissant, que ce soit la
dérivée seconde qui donne les meilleurs résultats.

VI. — CONCLUSION

Finalement on a vu qu'il est possible de stabiliser la résolution de
problèmes du type Au = /, où l'inverse de l'opérateur A n'est pas continu,
en faisant une hypothèse sur A. Cela suppose essentiellement une cer-
taine « régularité » de la solution exacte du problème posé. On peut
également déterminer approximativement la valeur du paramètre de
régularisation qui donne la « meilleure solution ».
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