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SUR CERTAINS OPERATEURS
QUASI-ELLIPTIQUES
STATIONNAIRE ET D'EVOLUTION

par Moise Sisony (1)

SOMMAIRE

Aprés une bréve introduction des opérateurs quasi-elliptiques, nous avons étudié, aux
paragraphes 2 et 3, un probléeme aux limites quasi-elliptiques stationnaire, pour lequel
nous avons démontré Uexistence et Uunicité de la solution.

Dans le paragraphe 4, nous étudions un probléme aux limites quasi-elliptiques d’évo-
lution. Les paragraphes § et 6 sont consacrés a la discrétisation des deux problémes
précédents, donnent des résultats de stabilité et des théorémes de convergence.

Enfin, le paragraphe 7 est consacré aux applications numériques.

1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

z = (x1, 3, ..., Tu) € R"
o = (o1, 0tgy ..., Un)
est un point de R” 4 coordonnées entiéres non négatives.
loc[ = o1+ a2 + ... + «n
(2, y) = z1ys + ... + Tayn
Dlx . D‘i’-l A
- eos n

2t =272
3]

D, =2
oz;

P(y) est un polyndme de n variables y1, ¥z, ..., Ya.

(1) Faculté des Sciences de Rennes. B}

Ce travail est préparatoire & une thése de Doctorat d’Etat &s Sciences Mathéma-
tiques dont la soutenance est prévue en 1969. Enregistré au C.N.R.S. sous le numéro
A.O. 1268.
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P(D) est le polyndéme différentiable obtenu en remplagant y; par D; pour
1< j<n

mj est ’exposant maximum de la variable y;isolée dans le polyndéme P(y).

Posons m = max (my).
! mom. o m
q _ ml b m2 5 eeey mn

Définition 1.1
Un opérateur quasi-elliptique est de la forme
P(D) = Z a.D”

(@, 2)<m
vérifiant la condition.

axil™y® £ 0 pour y € R” y#0
(x,g)=m
ou a, sont des constantes complexes.
On vérifie facilement que ’opérateur
2my,

P(D) = (— 1)™Di™u + (— 1)™D3™u + ... + (— 1)™D7"u

m¢ étant des entlers = 0 =1, ..,n

est quasi-elliptique.

2. UN PROBLEME STATIONNAIRE QUASI-ELLIPTIQUE.
NOTATIONS

On se donne Q = (0, a) X (0, b) = Qz X Qy CRz
Posons
Zy = an X Q?/

' = 9Q = frontiére de Q

On cherche u(z, y) solution de

'y  du
2.1 cu_ 98-
(2.1) ot o f
(Po) ! (2.2) ulr =0
(2.3) g‘-‘ =0 (voir figure)
L x 1z,
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n n rp
:
o a X
Zy=ry U,
Figure 1
on pose
HQ=1u|u, u  Ou e L’(Q)
oz oy

Ho@Q) = {u|ueH(Q) ; ulr=0)}
2,1 ~Julu , 2, 2 a, 2 lpl <2
H (Q)_{ | w € D'(Q), Div € L¥Q), Diu € L*(Q) ol < 1

Hg'l(Q) = adhérence de D(Q) dans H2:1 (Q). On munit H2.1(Q)et Hﬁ'l(g) de

la norme
12
"u" 1,2 = ( E IDfqu?—f— E |D%uﬁ,ﬁ)
Ho (2)
|pI<2 lel<

On montre facilement que H21(Q) est un espace de Hilbert. On pose :

¢ *¥(z) = f oz — y)¥ (y) dy en supposant que ceci ait un sens.
R

=o}
Zy

Théoréme 2.1.

Si on pose

V(Q) = { u|lweH*™Q)  u|lr=0, Ou

ox
Alors
V(Q) = Ha''(Q)
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Lemme 2.1.
Si ueHy' Q) alors ulr =0
DEMONSTRATION
Comme H21(Q) CH(Q) topologiquement ; on a :
H3Y Q) € HyQ)
Donc

VueHo (Q) = ulr=0
Lemme 2.2.

ou
a un sens et —
oz

Siue Hg’l(Q) alors Ou
ax Z,

En effet, nous avons presque partout en z :

du du * 2%
a_x(x’y)=&(0’y)+fo a—g-z(i,y)dﬁ pour 0 <z<a

= 0.

Zy

ce qui donne

au ‘
— (=, d
o [ y) & y) E]
Intégrons les deux membres sur Q et app]iquons Fubini :
a b 2 u 2
f dxf dy<2f —(x, dz dy
0 0 2
dx dy = (&,
ce qui donne:
2 2 2 |2
(2.4) a Ou <2 ) Su + 2a 8_1,2(,
ox b, ozl , oz |,
L(Ty) L) L4

En utilisant la densité de D(Q) dans Hg''(Q) et Pinégalité (2.4) il
vient :

2

ol v 2| 2 A Ak S
ax . oz oz 2@) oz® oz @)
D’ou
qul _o,
oz I




SUR CERTAINS OPERATEURS QUASI-ELLIPTIQUES

A partir de I’expression :

ou u * %
(2, ) = =2 (o, 25 ()
aw(w y) ax(a y) + . agz(ﬁ y) d§
, . R ou
on démontrerait de méme que — | =
Oz IIs
Donc _a_u =0
ax Zy

Les lemmes 2.1 et 2.2 montrent que H%’I(Q) CV(Q).

Lemme 2.3.

On se donne la suite On(z) définie comme suit :

0 pour xE[O,i]; xE[a——i—,a]
m m

e
1 pour z€|—>, a——
m

m

Om(z) € C'(0, a) et OneL”

On suppose de plus que :
0m] < Ko 5 |08]| < Kim 5 |0n] < Kem'.

Alors 0nu — u dans Hy''(Q) quand m — oo

by
e T T l T
' ' ]
] | | ]
' | ' |
! I I ]
! [ | !
A : B Cc i B 1 A
| ]
! | | :
I ] ] i
! I
' | | :
v b\
| | | 1
1 ]
1 2 1 X
Q m ™ a-— d-— a

Figure 2
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DEMONSTRATION

une telle suite O, (z) existe. Nous pouvons prendre :

Opoura:e[O,l] et xe[a——i-,a]
m m

o)
1pourz€|—sa——

m m

3( _1_)3 6-3mz [1 2]
m iz — e pour z € |—, —
m m m

m m

posons Q = AUBUCUB'UA’.

Comme u(0, y) = 0 nous avons presque partout :

way) = [ 2 )

o ot
D’ou :
x au 2
2.5 ® g f == (t, de
(2.5) <) |5 6w

La relation %‘f (0, y) = O entraine presque partout :
t

Bu _f‘az_u
ot ty) = o 95 (s, y) ds

2

ou 2 | 3% 2

— < — ,

o &) tfo ot Y| ds
et (2.5) devient :

2 z 2 azu 2
(2.6) [ < a:fo tfo 58—2—(3, y) | ds| dt
ce qui donne

2 2/m 3 2/m
f8|u| d&sj. —dxf f 2 dsdy

D’ou:

2qr — ol L
@) [ 14 dE_O(m4)

3( 1)3 6-3m(a~z) [ 2
mila—zx——) e pourz € |a——>

1

a— —
m

|
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De méme les conditions aux limites

u(a,,y)———O et &(a” y) =0

entrainent :
28) | lu|2d£==0(i%)
B’ m

Les conditions du (0,y) = Oet Ou (a, y) = 0 conduisent aux formules :
oz ox
2
da=0(%)
m

(2.9) L
sl

(2.10) J
B
6 mu — u" = |0nu — u| + ‘ — (Omu) —

cu

ox
u

ox

au
ax

Nous avons maintenant :
H (ﬂ)

Qmu) % |?
8:1:2
LZ

u

+[—0mu) Ou +l

1’ fn|e,,.u—u|2dg sz[u]zngrKL[u[zdz

+ KLM? dt + L,[uﬁdg_, 0

quand m — oo (d’aprés (2.7), (2.8) et du fait que mesure (A), mesure (4’),
mesure (B), mesure (B’) tendent vers 0 quand m —co. D’out :

(2.11) lim |(')mu —u|?dE =0
o du |? du oul®

2° f — (Omu) — — | d€ < f Om ———1| d J‘ 0’ d
oz (Omu) ox 2 2 ox Ox &+ I ul :

En remplagant u par —g—u dans (2.11) il vient :
x

ou  oul?

g, T4 __ o«
"‘ax z

lim
m=c 2

d§ =0

L|e',,.u|“’da < KfmleuPdg + Kim® Ll|u|2dg_>0
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quand m —oo d’aprés (2.7) et (2.8). D’ou:

(2.12) tim | |2 (Omu) — | a2 =0
m= Q2 X ax
2 2
3°  lim 9 (O ) — %1 4E — tim 0 2% g
m=c0 J2 ay m=w JQ | ay

11 suffit de remplacer u par du [dy dans (2.11).

40 On montre facilement que
82 o°u |® J‘ ' 8 v |’
mU) — 5 (‘)m : — 3
L o 0 T | R < ] ot | 9%

u

GI

]

quand m —o0. Ceci démontre le lemme 2.3.

Car + Lle';nuﬁidg —~0

Lemme 2.4.

Posons Omu = ¢m, m étant fixé.
On se donne une suite y,(y) définie par :

0p0ury€[0, 4;];yé[b—isb]
n b

2

(2.13) 9
1 pour y € [—, b———}
n

xa(y) = 1

n

[ X, (%) €C'(0, b) ety € L
On suppose de plus que :
Ital < Koz Il < Kams ] < Kpn®

Alors, il existe une suite (¢p) € D(Q) telle que o, __, 0 dans Ho''(Q)
fort. Po©

DEMONSTRATION

De la meme maniére que dans le lemme 2.3. nous avons lim y_vm = vm
dans Hg''(Q) fort. n=e

On se donne maintenant une suite régularisante pn(&) définie comme

suit : (cf. [2])
@) en(E) €D(Q)

8) Support (gr) = { &| |E] < €a, En;_'—‘;'O}

Y) en >0 etf on(E) d& = 1.
R?
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On sait que (ynvm) % pn = om €D(Q) et 'on montre facilement que
2,1
om— A vm dans Hy (Q) fort

et d’aprés le lemme 2.4 nous avons :

HeY(Q) fort  H'(Q) fort

L Vm > Vm —> u

Done, quel que soit u € Vo(Q) on a pu trouver une suite
(92) = (¢m) €D(Q)
telle que ¢, ——> u dans H%'I(Q) fort. Ceci démontre le lemme 2.4 et

pP—co
termine la démontration du théoréme 2.1 (Ho'*(Q) D V(Q).)

3. FORMULATION VARATIONNELLE DU PROBLEME P,

e
L) y Y LX)

Le probléme (Po) est alors équivalent au probléme (P;) suivant : on
cherche ue V(Q) vérifiant :

(3.1) a(u, v) = (f, v) 22
Y ¢ € V(Q); pour f donnée dans L2(Q).

Posons
o) — [0, 2
A V- o oo

Théoréme 3.1.
Le probléme (Pi1) admet une solution unique.

DEMONSTRATION

Montrons que a(u, ¢) est une forme sesquilinéaire continue sur V X V
et V-elliptique, c’est-a-dire qu’il existe a > 0 tel que :

(3.2) la(e, )| = « ||¢] i VeeV
14
Nous avons en effet :
1° |a(u, ») QJ l Bul |2
oz® I oy I, 1oyl ,

or, pour as, b = 0 on a:

S
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ce qui donne:

2 2 2 1/2 2 2 2 1/2
|a<u,v)|<(a—% +§’-‘)(2 +@)
oz " dy 2 oz " dy "
2\ 1/2 2\1/2
ot ol < (1ol — 1o, = 2] ) (e = ol —| 22 )
b2 oz o oz 2
D’ou

la(u, )] < Jul ol

20 Nous avons presque partout

d £t

"a—:(ﬁ,y)= oa—;é(x,y)dw 0<E&<a
au 2 sz azu 2
oz (E’ y) <a o a.'z:2 dx

2
dz dy

| Sen] awarceflee],

En posant [y = 12 on a:

az
@)

du
o &y

du |’ % l?
3.3 I | = <2
(3.3) P . o |
ce qui donne :
1]8%|* | 1]ae|® | la| 8¢l
R == 2=
alw 2} > 5 6x2L2+2 8yL2+4 ozl ,

§£2

a 2
+ | )
ay L2 aw L2

e
+mf(2’ 4)(

or sl ¢ € H},(Q), Q étant un ouvert borné on a :
2
(3.4) [o]® < e(@) Ou 4
e ow oy I,
ou ¢(Q) est une constante positive ne dépendant que de Q.
1 12

En posant 8 — inf (=, =] on a:
p B =in (2 4) n
2
MmM>m%&&%"4
2 4 ¢

2

2

Dot (3.2)
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4. UN PROBLEME D’EVOLUTION QUASI-ELLIPTIQUE.
NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

On se donne un ouvert borné Q c R* de la forme Q = Q, X Q,,
Q. C R, ;Q, C Ry ; un point £ € R s’écrit :

E»:(x’y) wERr’ yGR’
Posons :

H™™Q) = { u|ueD(Q),Diuel’, DjueL¥Q) |p| < m }
lq[ <n
m et n étant des entiers non négatifs.
— P12 a7 12 1/2
e, = ( > opnlh o+ > IDyulem))
n

|p|<m l2|<
On note :

Ty =00 X Q,  To=Q: X 80y
H{,"'"(Q) est ’adhérence de D(Q) dans H™"(Q).

Par définition H™ ™" "(Q) = (Ho "(Q))’ = dual topologique de
H ?'”(Q) ; ¢’est Pespace des distributions u de la forme :

u= > Difp+ > Dife avee fnf€LYQ)

Ipl<m lgj< =
On sait que si u € Ho""(Q) on a : (cf. [3])
You = Y1U = ... = Y(m-y2 U =0
dou — S1u = ... = S(n-x/zj u=20

ou y: u est la restriction & Xy de la premiére dérivée normale de u par

rapport & Iy et Squ est la restriction & 3, de la premiére dérivée normale
de u par rapport a X..

* *
(m —5) et (n —é) représentent les plus grands entiers non néga-

tifs minorants (m — %) et (n — é) respectivement.
On note :
u(t) : (2, y) > ult; 2, y)
o) : (2, y) > f(t; 2, y)
tel0, T] z € Qg y €Qy.
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Probléme (P,)
On cherche une fonction u(t) € L0, T ; Hy'"(Q))

w(t) = %’-‘ € L0, T ; H™ " (Q))
t

vérifiant :
(4.1) w(e) + Au) = f(9)
(4.2) u(0) = uo

Pour l'opérateur A = A1 + Az avec:
A = (___ 1) 1’11)21)1 4oL ( 1)Prszr
Az = (— 1)PD® + ... + (— 1) Dy
avec f(t) donnée dans L2(0, T ; L(Q) ; uo € L2Q).

Probléme (P:)
Trouver w € L*(0, T ; Ho ' "(Q)) vérifiant :

(4.3) a(ult), ©) + 3 () ©) = (0, ¢) + (0, )3
Pour tout ¢ € Hy ' "(Q) et f donnée dans L0, T, L2); uo € L2(Q) avec:
(4.4) a(u, ) > (Dzu, Do) + > (Dyu, Do)
|p|=m lg|==

m=|p| =p1+ ... +pr
n= g =g+ ..+ g
%(u(t), p) étant la dérivée au sens des distributions sur ]0, 7[ de la
fonction t1— (u(t), ).
Probléme (P2)
Trouver u € L°(0, T ; Ho "(Q)) vérifiant :

65) [, Catu, o) — i, 10 y o = [ (0, 9(0) dt + (uo, 00)

pour toute fonction
€@ =1{o|oeL¥0, T; Hi""), ¢' CL*0,T; H ™ "(Q)); o(T) =0}

uo et f(t) sont données dans L2(Q) et L2(0, T ; L?) respectivement.
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On démontre comme dans [2] pages 44-46 1a :

Proposition 4.1.
Les problémes (Po), (P1), (P2) sont équivalents.

Proposition 4.2.

Le probléme (Po) admet une solution unique.

DEmMoNSTRATION
Il suffit de démontrer (cf. [2]) que
1) a(u, ¢) est une forme sesquilinéaire continue sur Hg " "(Q) X Ho "(Q)
2) II existe une constante réelle o > 0 :

lae, )| > « ”9“1?% Vo eH'"(Q)

— a(u, v) est bien une forme sesquilinéaire sur Hg'"(Q) X Ho "(Q)

a(u, v) = z (D5,uD%) + z (D3u, Do)

|p|=m lg]==»

la(u, ¢)| < Z |DRu| 2| D30 |2 + z |Dyu| [Dye|re

|p|=m lgf=n
|a(u, )| < ( z |Dzu ; 4+ Z |D$u|;) 1/2( z lch)l;
|p|=m la|=n |p|=m
+ > !Divl;)”z
la=n

Dot [a(u, )| < [ul ”V“Hf)n'ntm

— Sans restreindre les hypothéses, supposons que 0 < z; < as pour
tout . Nous avons alors :

z; ap.'+ 1 -

D} u(z, y) = fo Bopt

(@15 ooy Tim1, & Tit1y oy Tr 5 y) dE
Dl 2
lD l f |D W(X1, Ti-1, by Tit1y vvy Tr y)l dt

DZulz: < a ff |DZF e, y)|* de da dy

|D£fu[; < g |D"*+1 2

2
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Donc, il existe une constante ¢(Q) telle que
h 12 P 12
(@ > 1D’ < > [D2ul?,
I<m |7 =m
et de maniére analogue, il existe ¢’(Q) telle que
] k12 g 12
c'(Q) Z |DyulL2 < Z Il)!,u]L2
1¥<» lgj=n
En posant o = inf (¢, ¢’), il vient :

two 0] >

5. PROBLEME STATIONNAIRE DISCRETISE

Notations et position du probléme en différences finies

Nous écrirons un point de R2, M = § = (2, y) ; h = (h1, hs).
On a alors :

Ed+h=M+hi=(z+ hy,y)
£+h2=M+h2=(x,y+h2)
On pose :

Rh:{MlMeRz,M=((2p+1)}§,qh2)’%q€z}

Ru s’appelle réseau de pas h.
(¢, M) est le pavé ouvert de centre M, de cotés paralleles aux axes oz et oy
du plan et de longueurs hi, ha2 respectivement.

On définira la croix de centre M comme suit :
P(M) = (C, M)U(c’ M + hl)U(C, M + }é'z)

Posons :

Oh = {(¢, M), M € Rn;0(M)CQ}
Qn={M|MEePRn;p(M)CQ}

e+ ) —ofe—2)

Viu(g) = ;

Vi(Viu) = Viu

Q}, approche Q au sens suivant : pour tout compact K € Q, il existe un
nombre h(K) > 0 tel que si b < h(K) = K C Qj.
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En outre Viu(E) et V;u(E) sont bien définies dans Qf.
W i étant la fonction caractéristique de (¢, M) soit :

Vi= uhluk= thM}
{ Mgﬂh

Vn est un espace vectoriel de dimension finie, égale au nombre de points

de Qa.
Nous nous proposons d’approcher au sens de L2(Q) la fonction u()

solution du probléme (Pi) par une suite d’éléments de V». Nous cherchons
donc un € V5 telle que 'on ait :

an(un, vn) (f vn) VoneVa

(Pn) o
an(un, (Jn) = J‘ V?un Vf vn d€ —{—f Veoun Veon dz
2 Q

Existence et unicité de la solution du probléme (P)

Lemme 5.1.
51 un € Vi = 1l existe une constante k > 0 telle que :

k |V1uhl2 < 1V12. unlz
L%(9) L2(2)

DEMONSTRATION
Considérons les entiers P et N tels que :
h1 ha
(2p+1)5 < (2p + )2 et Nhe € b < (N 4 1)he
Soit

Ry, = M]=(2p+1)2,qhz) p=12,.,P
q=1,2,..,N

le réseau correspondant.
En prolongeant us(M) par zéro en dehors de Q et en supposant que
un(rh, ghs) = Opourr =0, 1, ..., M, quel que soit g, on vérifie les identités:

hs — ha
uh((2p + 1) 5 qhz) =h Zonh(rg ) qhz)
2P h]_
((2p — 1) ) qhz) =ha ; qun((r —2) 9’ qhz)
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pour soustraction membre a4 membre :

Viun(phi, ghs) = hy z Vlu,.( (r— 1)}; ,qhz)

ce qui donne :

z z |V1un(pha, qhz < EN 2"

g=1p=1

Vlun( (r— 1) ) qhz)
par passage a la limite on a:

fglVluhlz dz dy < 2a2f |Vfu;.|2dx dy
)

1

D’ou le lemme 5.1 en posant k = —;.
2

a
Lemme 5.2.

Si ux€n nous avons

2 2
< ¢(Q) |V
‘u»‘[l2 e(Q) | 1u;.|L2
ou ¢(£2) est une constante ne dépendant que de Q.

DfMoNSTRATION
Comme dans le lemme 5.1 nous avons

@0+ 1) ™ gha) = he S Vawa [+ 12, gh
h 14 z,qz—-l; 1L Un 2,q2

ce qui donne :

((2p+ 1= ’qhz)

2 2P

< 2phi z

r=0

Vlu;.(r ’;—1 > qhz)

N P N 2P h 2
Z z u,.( 2p + 1) ) qhz) < 2a° z z Vlun(r ~2~1, qhz)
g=1p=1 g=1r=0

et par passage 2 la limite :
Ll“"lz dz dy < 2a° L|V1un|2 dz dy

D’ou le lemme 5.2 en posant ¢(Q) = 24?2

Des deux lemmes précédents on déduit facilement le
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Lemme 5.3.

Il existe une constante « > 0 telle que :
|an(un, ua)| > o |ua|z2 + |Vaua|z2 + |Vaua|Z2 + |Viua|22)
Convergence de la solution approchée vers la solution exacte

Théoréme 5.1.

Il existe une sous-suite uk, extraite de us et un élément u* de V(Q)
tel que:

(5.1) lim us = u dans L*(Q) faible.
*
(5.2) lim Vius = 2% - -
k=0 oz
*
(5.3) lim Vour = 2% - =
k=0 ay
2 %
. 2 ou
(5.4) }cl=n‘1) Viur = " — _—
DEMONSTRATION

Du lemme 5.3 on déduit les inégalités :

1 1

luhItP(Q) S ; lf]L"’(Q) 5 lVluhllzz(ﬁ) < ; lflﬂz(f?)

Vol , < 211 Vo <2
Lﬁ(m L’(n) L¥(Q) o L2(2)

On peut donc extraire une sous-suite ux de un telle que uy, Viug, Vzuk
Viue convergent respectivement vers u*, Wi, Wa, Wa.

Nous sommes dans les hypothéses d’une proposition (cf. J. Cea [1],
théoréme 2.1) qui donne :

* * 2 *
W= owe=% . w=2%
oz dy oz
Théoréme 5.2.
Si u = lim w ; %* = lim Viux
k=0 ox k=0

ou” o%u*

—— = lim Vaug ; = hm Viur dans L(Q) faible

oy k=0 oz”

et Qf est un ouvert approchant Q.
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Alors :
(5.5) Wl.=0
*
(5.6) | _p
aa: =
DEMONSTRATION

Comme un sont nulles au voisinage de I', on peut les considérer comme
définies dans R2, en les prolongeant par 0 hors de Q.

Nous avons alors :

Hm ue = i dans L*(R%)
k=0
llm Vluk = % —_— -
k=0 oz
hm Vzuk = a—u‘ —_— —
k=0 ay

2n~
lim Viwe — 0%
k=10 ox

ou & = u* dans Q et & = 0 hors de Q.

Alors
o G 0% _ 2 pe
oz ¥t | @y )
ce qui entraine % = 0 sur I et ou = 0. D’ou le théoréme.
Tz

La sous-suite extraite uy vérifie I'équation

(5.7 an(uz, Wo) = (f, W) 1a g, pour tout p € Qn.
Soit ¢ € D(Q) et posons @z = z (M)W p.
Me&2,

Multiplions les 2 membres de (5.7) par (M) et sommons pour tous les
points p € Qa :

an(ur, ox) = (f, Px)

'@
On démontre facilement le
Lemme 5.4.
10 (5‘8) %}:I(l) (f’ CPk)LQQQ) = (i’ ?) L’(Q)

2° (5.9) lim ax(ur, 9x) = a(u”, ¢)
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Théoréme 5.3.

La suite ux converge faiblement dans L2(Q) vers la solution uw du
probléme variationnel (P) :

a(u, 9) = (1, 9) 120y quel que soit v € V
et 'on a dans L2(Q) faible :

2

. u ) ou . 2 ou

Iim Viup = —; lim Voup = —; lim Viup = —

h=0 A h=10 Yy h=0 ax
DEMONSTRATION

Par passage a la limite 1’équation :
ah’(u’k’ (Plc) = (f’ cpk)[}(;”
devient d’aprés le lemme 5.4
au’, @) =(f, ) o, V0 EDQ)
comme D(Q) est dense dans

V(Q) = { u Ou

2
we HYQ), 2% e 1), o
oz ox

w_=0}
z

a(u, 9) = (f, ) £2@) quel que soit v € V

par prolongement par continuité on a:

comme le probléme variationnel (P) admet une solution unique ; il s’en
suit que u* = u.
Par ailleurs, la limite u est indépendante de la sous-suite extraite ux.

Donc la suite elle-méme up——>u dans L2(Q) faible, et d’aprés le théo-
k-0

réme 5.1, on a dans L(Q) faible :

. > Ou . ou . 2 9%u
lim Viun = — 5 lim Voun = — ; lim Viup = —5
h=0 oz h=0 ay h=0 oz

D’ou le théoréme 5.3.

Théoréme 5.4. (récapitulatif).

Les problémes (P) et (P») admettent des solutions uniques u € V(Q)
et un € Va.

De plus on a dans L2(Q) fort :

(5.10) limus=0 5 lim Viun = 2%
h=0 h=0 oz
2
(5.11) lim Vaun = 2% ; lim Viu, = Q—‘;
y ox
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DEMONSTRATION

(cf. CEA [1] théoréme général de la convergence forte).
Posons : F = (L2(Q))4
Soit Pn: Vi — F définie par la relation :

n 1 2 12
Prun = (uo, un, un, un") pour tout ux € Va
avec
h . N
up = restriction 4 Q de ux
1
up = — — Viun
2
Uunp = -_— _ Vzun
12 2
Up = —_— _— V1uh

V(Q) peut étre considéré comme un sous-espace fermé de F : c’est
le sous-espacc des fonctions (uwo, ul, u?, u1?) de F pour lesquelles

uo = u;u,1 =Dgu;u2=D2u;u12=Dfu.
On a (u, 9)vie) = (4, ¥) Fia) Pour u, v,€ V(Q).
a(u, ¢) peut étre prolongée en une forme sesquilinéaire continue sur
PrVn X PpVy et 'on a encore :
(5.12) la(u, u)| = « “u";,(m pour tout u € PyVh.

D’aprés le théoréme 5.3 nous avons :

im Prus = u dans F(Q) faible.

r=0

de plus:

(5.'13) a;.(uh, un) = a,(pnu;., p;.u;.)

(5.14) (f, un) = (f, prua)

d’apres le théoréme 5.3 et ce qui précede :

(5.15) lim a(prun, v) = alu, u)
h=

(5.16) Ihm:) a(u, paun) = a(u, u)

(517) lim (f, prs) = (v

Les relations (5.13), (5.14), et (5.17) entrainent
lhinz an(un, un) = alu, u)
Donc
}‘131"1) a(pnun — u, prun — u)

= lhin%> a(pnun, prun) —Lin"x) a(paun, u) ——lhnr(x) a(u, prus) + a(u, u) =0
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D’aprés (5.12) on aura :
lim || paun — ul|, = 0 d’oit le théoréme.
h=0

6. PROBLEME D’EVOLUTION DISCRETISE
Probléme en différences finies. Notations.

Soit
h= (h1, hz, hr) hi > 0 Vi

k= (ku, ke, ... ks) ke>0 \
|h] = ks + ha + ... + hs
|k| = k1 + ke + ... + ks
M = (l1ha, lshs, ..., lhe 5 miky, ... meks) € R® = R” X R’
R={M|MeR" mlieZ,Vi}
(C, M) est le pavé de centre M, de cdtés paralléles aux axes et de

longueurs hi, ha, ..., hr, k, ko, ..., ks.
W est la fonction caractéristique de (C, M). Posons :

o= (g ofy o)

i=1 F=1

avec :
llil < piy lmjl < ¢q5 ;:
)

Qn = {M| M €RnpM)C

ot = { L) e 1 e i <

I e
Sxxu(x’ y) =
h;

h h
en posant g } -25 = (xl, veey Xt + E‘, Te41y eeny xr)
Sau = 32,(35 ")

< 21 of 1,
Stu = 552 .. shu



24 MOISE SIBONY

Soit V5 une famille d’espaces de Hilbert sur C. On munit V, de deux
produits scalaires :

(uny v1)n = f un(z, y)on(z, y) dz dy
Q(n)

((uny 92))n = f

2(h)

z Shudte dz dy + J;)m z Syusye dz dy
lvisn

li<m
On a donc:
ualn = [un|
1/2
unlln = ( S a4+ S |s§.u;;)
[F<<m i< n

En prolongeant w(z, y) par zéro en dehors de Q = Q; X Qy on
vérifie facilement les relations :

iy 2
|82u| 1o, < haT“ [ulmm a=1,2,..,r
) sz =1,2
| yBu[L‘z(Q) = kéﬁ lullﬁ(g) B‘_ 3 By eeey §
D’ou :
(6.1) lunln < Junls < C(R) [unln
avec
22i 2Zj 1/2
C(h) = — —
W (Z w2 kf)
[E|<m < »
Posons :
(6.2) an{un, vn) = z (32un, 82vn) + z (8% un, Syvn)
| p|=m lg|=n

C’est une famille de formes sesquilinéaires continues sur Vi X Vi et
Pon a avec la méme démonstration que dans le cas continu :

(6.3) |an(un, on)| < Jun]n [oa]n
(6.4) [ah(un, Vh)l < M(h) luhlh thlh
avec
9% 9%
M= S et S
< m <=

(6.5) |an(un, un)| > « flunn Vun€Vi  aréel >0



SUR CERTAINS OPERATEURS QUASI-ELLIPTIQUES 25
Soit On € £ (L2, Va) défini par:
Oru = N Z f U dz|\W
hl “os hrkl ven k.s (C,M)
M&Q,
ou U est le prolongement par O de u en dehors de Q

On a:

‘Ohlh — Sup iohu‘h 1

ueE L3 () l iLz

Considérons un découpage de (0, T): 0, I, 21, ... ml = T. Soit W,(t)
la fonction caractéristique de [rl, (r 4 1)[

Posons :
Ez(o, T+1;Va= { u,h,z(t) l wn, it Z un, (rhWe(t) 5 un,i{rl) € Va }
r=0
1 m—1 (r+1)2
fralt) = - (fl 0af(2) dt) X Wot)
r=0

Probléme (Py).
On cherche Un,i(t) € Ex(O, T + 1; Va) vérifiant :
(Viun,i(t), vr)n + an(un,i(t) + 6 Viun,i(t), vn) = (fa,1(t), vn)n
{6.6) pour t € [0, T| 0 paramétre réel > 0.
un,1(0) = Onuo VoneVn

avec :
Viun ) = (une + 1) — w0

Proposition  6.1.

Le probléme (Pp) admet une solution unique [4], un,: v érifiant dans
Van Téquation discréte :

(6.7) Viur,a(t) + (1 — 0)Anun,i(t) + 0Anun,i(t + 1) = fra(t)

avec :

an,1(0) = Oruo

Ap = z 32 4 z 82

| p[=m lg|==
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Majorations et stabilité de la solution u,i(?).
Définition.
La solution du probléme (Pn) est L®(0, T ; X)-stable, X étant un

espace de Banach ; s’il existe une constante C indépendante de h et [
telle que :

| pruna(®)|, < € quel que soit ¢ €[0, T[
ou Pjp est un prolongement de Vi dans X.

Théoréme 6.1.

L>(0, T; L2Q))stabilité.

10516 > %la solution wup,i(t) du probléme (Pj) vérifie les majorations
suivantes, indépendantes de h et I:

|un,a(t)|n < Ca
T
fo “(1 — O)un,(t) + Oun,i(t + l)"rz; dt < C»
et un, est L®{0, T ; L?)-stable quels que soient het !

. 1 . , . .
20 51 6 < = la solution ua,; vérifie les majorations :

|un,i| < D1
T
fo | wn.a(t) + 61 Vzun,z(t)ﬂi dt < D2 et t €0, T[

Si entre h et k on a la relation :

22€ 221 2
. l i e —
(6.8) (Z he +Zk§) 120 "

lfj<m"" <n

n > 0 arbitrairement petit.

3° Une condition suffisante pour que ua,; soit L®(0, T ; L2)-stable
est que l'on ait :

2°? 2% 1
6.9 l — —1 < —
(6:9) (z hi+zk§) 1—20 "

|p|=m laj=n

7

n' > 0 arbitrairement petit.

DEmonNsTRATION
10 Les théorémes 3.1 et 4.1 de [4] sont directement applicables.
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20 Plagons-nous dans les hypothéses du théoréme 6.1 de [4] en écrivant :
0 1
an(un, vn) = an(un, vn) -+ an(un, vn)

avec ai(un, o) = 0.

i) Les formes aﬁ(uh, o) sont sesquilinéaires continues sur Vi X Va
pour tout ¢t € [0, T] et 'on a:

|an(un, on)| < Yl Joal,

0 2% 2%
an(Un, 9n)| < — + ] lu 1%
b ol < (5 25+ 3 2) ol

fl<m ' lil<n
ao(un, on) = an(vn, un)
Vh, vn) = " Vnnn Von €V

it) Comme les formes an(ur, vx) sont indépendantes de t, toutes les
hypothéses de différentiabilité en ¢, sont trivialement vérifiées. D’ou

(6.8)
3% En prenant la partie principale de M(k) on a (6.9)

L2(0, T ; F)-Stabilité

Posons F = (L2(Q))*; « = r + s + 1 un élément de F s’écrit alors :
U = (u, w1, uz, ..., u,). F est muni de la norme hilbertienne.

2 2 < 2
1O =l S Ll
1-1
Si-mel(F, L?) est défini par nU = u
+ Pn€L(Vn, F) est défini par :
p"U"A= (uh’ 8;?“75’ 3909 82’3’:”’1; silqlluh: ceey sﬂlq:u") G'F
* qn € £(Va, L2) est défini par gaun = un € L3(Q)
On a alors :
Ipalla=1 " lgaln=1

Soit u la solution du probléme continu ; et P, la fonction qui la
prolonge par zéro en dehors de Q.

Posons

1
Sau = f P,dz}\W
" hihs ... kel ... ks z ((C,M) “ a:) M
Me2,

S»eL(V, Vi) en posant V = Hy'"(Q)
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"Sﬂ”h = sup ”§ﬂﬂ_” < Cct

i by S
Théoréme 6.2.

On suppose que uo € V et Us,i(0) = Sruo. Alors :

108i 6 > - on a les inégalités :
(6.10) luna| < D1 pour tout t €0, T]
(6.11) f:]v,uh,ﬂ}f dt < D2
et un,i{t) est inconditionnellement L=(0, T ; F)-stable.

208i § < % on a, (6.10) et (6.11) si la condition (6.8) a lieu.

Une condition suffisante pour que Ua,x soit L=(0, T ; F)-stable et que
Pon ait (6.9).
Convergence faible

Définissons un opérateur w € £(V, F) par la relation

— %y %o 3%y %o
@y = V, P10 . ? qu ceey % EF
dz1 dz;" dy1 oys

Soit enfin r» une application linéaire de D(Q) dans Vi, défini par
rpy = Z (M)W pour tout v €D(Q)
Me&2y
Théoréme 6.3.

On suppose que usi(t) est L=(0, t, L?)-stable et L0, T ; F)-stable.
Alors u, étant la solution du probléme continu on a:

[paus,ilo — eu  dans L%0, T ; F) faible

[qrun,i]o — dans L®(0, T ; L) faible

DiMONSTRATION

D’aprés les majorations des théorémes précédents, nous pouvons
extraire de (us,;) une sous-suite encore notée (ua,:) telle que I'on ait:

(6.12) [paurilo — U dans L%0, T ; F] faible
(6.13) [gnunilo — u==U  dans L (0, T; L') faible
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[]o désigne la restriction & [0, T] de la fonction ¢(t). Vérifions les
points suivants :

Huel0,T; V)=> U =au

En effet U = (wo, ua, ..., u,) et 'on montre facilement a I’aide de
(6.12) que I’on a au sens de D'(Q)

™ " u %u
T s weey Ur = T3 eeey Usg =
»m’ P, ’ a
oz1 Oxzr” oy,’

8

uy =

2) Soit ¥'(¢) € £1 ([0, T1) avec o(T) = 0.

me- 2
Posons Wy(1) = Z Y((r 4+ D))We(t). On a alors :
re=-1

(6.14) foil;h(uh,l(t), Wi(t)rae) di — alu(t), ¥(t)») dt Vo eDQ)

h=>0J0

En effet, pour ¢ € D(Q)
PrIaY —> @9 dans F fort

Yipurne —¥ae  dans L*(0, T ; F) fort

et 'on en déduit (6.14).

3) De méme la restriction a (O, T) de

V¥, = ! @) —Y¥e—10) - ¥ dans LZ(O, T) fort

l 1-0

ce qui entraine :

(6.15) fo ((uh,l(t)ﬁz‘ln(z)rw))hdt:ﬁ fc (u(®), ¥'(t)) L. dt
4) Enfin

fo (Onf(2), F4(e)rav)n dt — fo (P(t), F(t)9) ,a dt

et

(Onwo, rre) — (uo, 9) pour tout v € D(Q).

2

Nous venons de nous placer dans les hypothéses du théoréme 8.1

de [4].
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Convergence forte
Théoréme 6.4.
La solution ua,; du probléme (Pn) est telle que
[grunilo —u  dans L0, T; L%
u étant la solution du probléme continu.

DEMONSTRATION

D’aprés le théoréme 6.3 nous avons déja la convergence faible dans

L0, T ; L#).

Par ailleurs I'injection canonique de Hg*"(Q) dans L(Q) est compacte.
On démontre que :

i

B = {qhuh I un € l ' Va, "Phuh"F <C”* }
1<

est relativement compact et ceci démontre le théoréme.

Conclusion.

Le schéma explicite correspondant au probléme formel :

® O ok (— ™D = (o,

z € Ra u(z, t) = uo(z) est stable sil’on a:
n 2m;
At( 2—2; < Cte)
hi ™'
i=1

SiTon cherche la solution dans un « bon espace » on obtient la conver-
gence forte de la solution du probléme discrétisé vers la solution exacte du
probléme continu.

7. APPLICATIONS NUMERIQUES

Etude d’un exemple : méthode de Gauss-Seidel.

Donnons-nous ici, une solution analytique du probléme (P) soit:

(7.1) u(z, y) = 2°(x — a)’yly — b)
elle vérifie (2.1), (2.2), (2.3) si on pose :
(7.2) f(z, y) = 24y(y — b) — 22”(z — a)®

Nous nous proposons de calculer la solution approchée ur a 1’aide des
formules (Pp).
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Nous donnons ici quelques tableaux récapitulatifs des différents cas
que nous avons étudiés, mettant en jeu le nombre de points du réseau, le

rapport hs /hf, le nombre d’itérations, 'erreur dans L2(Q) et enfin ’erreur
maximum relative.

NoraTIoNs

V(I, J) est la solution exacte au point de coordonnées (I, J).
N = nombre de points du réseau.

K = nombre d’itération.

La résolution du systéme (P) a d’abord été faite par la méthode de
Gauss-Seidel [5].

Nous obtenons les résultats suivants pour

ha

N=1000 ; 2_2
1
K Erreur pans L2(Q) Max T_’_;/:_u
500 0,96635351 - 10—3 0,19
1 000 0,15893485 - 10—3 0,80 -10—1
1 500 0,26438360 - 10—4 0,33 -10—1
2 000 0,44804373 - 10—5 0,145 - 10 —1

2 X .
Pour un rapport hs[hi = 2, la convergence est trés lente mais est
cependant améliorée par une initialisation & la valeur moyenne.

Pour N = 500 et hg/hg—_— 1/2 la convergence est beaucoup plus
rapide et indépendante de P'initialisation.

K Erreur pans L2(Q) Max |4 ;/— “
2 0,63340228 - 10—2
200 0,22875134 . 10—5

500 0,13782348 - 10—7 0,105 - 10—2
800 0,13062713 - 10—7

1000 0,13062713 - 10—7 0,101 - 10—2

aprés K = 500 le nombre d’itérations n’améliore pratiquement pas les
résultats, tous les chiffres restent constants aprés K = 600.
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Pour confirmer les remarques qui vont suivre en ce qul concerne le
T R 2
rapport hs [k, nous avons étudié le cas ou N = 767 et hs[hi= 0,75.
Nous obtenons les résultats suivants :

K ERREUR paNs L2(Q) Max V—;u
200 0,14088292 - 10—3 0,84-10—1
600 0,22690915 - 10—$ 0,37 - 10—2
800 0,20887202 - 10—7 0,10 - 10—2
1200 0,51474549 - 10—8 0,68 - 10—3
1 400 0,484954 - 10—8 0,665 - 10—3

A partir de K = 1200, le nombre d’itérations n’améliore plus les
résultats.

Nous pouvons écrire I’équation (Pp) sous la forme
u(l, J) = Aa[u(l — 2, J) — 4u(l — 1, J) — 4u(l + 1, J) + u(I + 2, J)]
+ Asfu(L, J —1) + u(l, J + 1)] + D(I, J)
3 = -:__h.;__ As = _~__h%___
6h3 + 2k 6h3 -+ 2h1

avec

Quel que soit le pas A = (h1, h2) nous avons l'identité
(7.3) — 641+ 243 = 1.
. 'u %
Elle exprime seulement que dans la discrétisation 0 ot la
z

somme algébrique des coeflicients est nulle.

Il est évident que si 'on prend A; trés grand par rapport & 4As ou le
contraire, I'un des crochets va &tre presque négligé par rapport a I'autre
bien que I'identité (7.3) reste vérifiée.

Cect nous améne a étudier le rapport 4;/4; = —hg/h‘i ou bien le
rapport ks [hi.

Définition.
On appelle cellule Cx d’un réseau Ry, le pavé de cotés ki, hs respective-
ment paralléles aux axes Oz et Oy.

On se propose de déterminer la cellule optimale pour le probléme qui
nous intéresse.
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Appelons C(hs k) la courbe de P’erreur dans L%Q) en fonction du
nombre d’itérations K, pour hg /h% donné.

En falsant varier ce rapport nous obtenons un éventail de courbes
comme ci-dessous.

La valeur optimale du rapport hs /hf est celle qui donne la plus forte
pente a la courbe C(h2 /hf)

Nous voyons que C(0,5) est la plus décroissante pour K < 400 mais elle
a l'inconvénient de «s’épuiser » assez rapidement.

C(0,75) continue & décroitre pour K > 400, mais le nombre d’itérations

augmente. Nous payons en itérations ce que nous gagnons en précision.
L2

107 4 (@@

107 |

102

]
-4
107 |

107 |

107¢ |

107 |

8(0,75)

10 ———— ey N
200 400 600 800 1000 1400 2000

=Y

Figure 3

Méthode de relaxations successives.

Nous avons essayé la méthode bien connue de «relaxations successives »

cf. [5].
R é&tant le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel on sait que

2
1+V1_R

Wopt =
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Pour N = 767 hs/hi = 0,75 et « = 1,920. Nous avons les résul-
tats suivants :

K Erreur pans L2(Q) Max V"; v

50 0,67916924 - 10—4 0,27 - 10—1
100 0,12570775 - 10—5 0,12 - 101
150 0,26951347 - 107 0,285 « 102
200 0,42046396 + 10—8 0,47 - 103

Nous pouvons conclure d’aprés ce qui précéde que la convergence de
u(I, J) vers la solution V(I, J) est nettement plus rapide si kg /hf <1

et opt (ha[hi) ~ 0,75, ce qui donne A; ~ —%A?, et la relation (7.3)

devient plus équilibrée.

Les calculs ont été effectués sur I'ordinateur I.B.M. 7094. La durée
de I'exécution du programme de Gauss-Seidel permettant le calcul de la
solution exacte en 767 points, des coordonnées, de la valeur moyenne, de
Perreur dans L%Q) toutes les 200 itérations avec impressions partielles
toutes les 200 itérations, est de 1 mm 27 s.

Les mémes calculs faits avec la méthode de relaxations successives ont
été effectués en 29 secondes pour 250 itérations.
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