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Approximations diophantiennes
des nombres sturmiens

par MARTINE QUEFFELEC

En l’honneur de Michel Mendés France

RESUME. Nous établissons pour tout nombre sturmien (de dé-
veloppement dyadique sturmien) des propriétés d’approximation
diophantienne tres précises, ne dépendant que de ’angle de la suite
sturmienne, généralisant ainsi des travaux antérieurs de Ferenczi-
Mauduit et Bullett-Sentenac.

ABSTRACT. Generalizing previous results of Ferenczi-Mauduit
and Bullett-Sentenac, we prove that any sturmian number (with
sturmian dyadic expansion) enjoys very sharp diophantine approx-
imation properties, depending only on the angle of the sturmian
sequence.

1. Introduction

Une suite (un)n & valeurs dans un alphabet fini d’entiers {0,1,... ,g —
1}, g entier > 2, peut étre considérée comme le développement en base
g d’un nombre réel ; on peut également lui associer le nombre dont le
développement en fraction continue est donné par la suite (1 + uy)p, et
dans tous les cas, étudier, par des méthodes d’approximation, la nature
algébrique de ce nombre en relation avec la nature combinatoire de la suite
initale. Dans le second cas, les nombres irrationnels ainsi obtenus sont mal
approchables par les rationnels (puisqu’d quotients partiels bornés) [25],
mais dans le premier cas, I’approximation rationnelle et le théoréme de Roth
peuvent étre des outils appropriés. De nombreux travaux, certains récents,
s'intéressent & la transcendance d’irrationnels définis par leur développe-
ment, en base entiére ou en fraction continue, lorsque celui-ci est une suite
de faible complexité : rappelons que la fonction complezité p compte, pour
chaque n, le nombre de facteurs distincts de longueur n dans la suite. Une
liste non exhaustive de ces résultats apparait dans la bibliographie [1], [2],
(3], [6], [8], [9], [10], [11], [13], [18], [24], [27]. D’autres développements
peuvent étre envisagés : développement de Engel [17], développement en
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base de Pisot par exemple. On renvoie & [14] et [28] pour des compléments
sur les fractions continues.

Une suite pour laquelle p(n) < n pour un entier n, est en fait ultime-
ment périodique [19]. Les suites sturmiennes sont les suites de plus basse
complexité parmi les suites non-périodiques et, & ce titre, possédent de
nombreuses propriétés extrémales. Rappelons quelques-unes des définitions
équivalentes d’une suite sturmienne [4], [5], [19]:

Définition 1.1. Une suite binaire sur I'alphabet {a,b} non ultimement
périodique est dite sturmienne si elle vérifie 'une des conditions équiva-
lentes suivantes:

(1) (Complexité) La suite est de complexité minimale : p(n) =n + 1.

(ii) (Equilibre) Les nombres de a et de b contenus dans deux facteurs de
méme longueur different au plus de 1.

(iii) (Arithmétique) Il existe a, 8 € [0, 1], « irrationnel, tels que, la suite
codée par a = 0 et b =1 vérifie :

Vn up, =[(n+1)a+p] - [na+ ] ouVn [(n+1)a+ 8] — [na+G].

(iv) (Dynamique) Il existe a,8 € [0,1], a irrationnel, tels que la suite
codée par a = 0 et b = 1 vérifie : Vn up, = 1[1_q(na + B) ou Vn u, =
1)1_q,1y(na + B).

Elle est dite caractéristigue ou homogene si 8 = 0, et dans tous les cas,
a est appelé I'angle de la suite.

La transcendance des nombres sturmiens (dont le développement dya-
dique est une suite sturmienne & valeurs dans {0,1}) a été établie par
S. Ferenczi et C. Mauduit [13] en utilisant une conséquence combinatoire
du théoréme de Roth, le théoréme de Ridout [22], aprés que plusieurs cas
particuliers eurent été traités [6], [9], [10], [1]. Lorsque la suite est sturmi-
enne caractéristique, un résultat plus précis, concernant les approximations
diophantiennes du nombre, a été démontré par S. Bullett et P. Sentenac [8]
et nous nous proposons d’étendre ces estimations a toute suite sturmienne.

2. Nombres sturmiens—Résultats antérieurs

On sait que les rationnels sont les nombres & développement adique ul-
timement périodique ; lorsque le développement adique d’un irrationnel
ressemble & un développement périodique, on peut donc espérer utiliser
I’approximation rationnelle et le théoréeme de Roth [23] :

Théoréme 2.1 (Roth). Soit £ un nombre irrationel. Si l’on peut trouver
b> 2 et une infinité de rationnels irréductibles & tels que |z —2| < q—lg alors
T est un nombre transcendant.

C’est le cas pour les développements sturmiens, dont la complexité est
tres basse, et on peut méme préciser, suivant I’angle de la suite sturmienne,
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la qualité d’approximation (ou la mesure de transcendance) du nombre
lorsque la suite est sturmienne caractéristique. On rappelle

Définition 2.2. Un irrationnel z est dit S-diophantien (8 > 0) s'il existe
une constante ¢ > 0 telle que |z — §| > q% pour tout rationnel irréductible
2

! Un nombre de Liouville est un nombre qui n’est S-diophantien pour
aucun 8 > 0.

Le théoréeme de Roth dit qu’un nombre algébrique sur Q est S-diophan-
tien pour tout 8 > 2.

Soit donc « € [0,1], « irrationnel, et €, €,... € {0,1}N" la suite stur-
mienne caractéristique d’angle o, définie par : ¢, = [(n + 1)a] — [na] =
1[1_q((na) pour tout n > 1.

Le résultat suivant [8] est assez frappant :

Théoréme 2.3 (Bullett-Sentenac). Soit z = 3 7° 52-} le nombre sturmien
associé & €. Alors x est transcendant ; plus précisément, la nature dio-
phantienne de x est reliée auz propriétés arithmétiques de l’angle o :

a) Si a est & quotients partiels non bornés, = est Liouville.

b) St a est ¢ quotients partiels bornés par k entier > 2 avec une infinité
d’entre euz égauz & K, T n’'est pas (k + 1)-diophantien.

c) Si a est noble (i quotients partiels ultimement égauz d 1), = n’est pas

B-diophantien pour =2+ p — ¢, pour toute > 0, ot p = 3@

Démonstration. La démonstration de ce résultat est trés simple [2], lorsque
I'on connait la construction ci-dessous des suites sturmiennes caractéri-
stiques [26]:

Proposition 2.4. Soit a un nombre irrationnel de [0,1] dont le dévelop-
pement en fraction continue est [0;a1,a2,...], avec ax > 1 si k > 1, et soit
(gn) la suite des dénominateurs associée. On construit une suite de blocs
de lettres de {0,1} de la fagon suivante :

By = 0
B, = 0---01
. a1—1
B, = B,---B B
a2
Byy1 = By --ByBp_

k41
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Alors pour tout n > 1, le mot By, est le préfize de longueur g, de la suite
(eén)n sturmienne caractéristique d’angle a.

A Taide de cette description, on s’apercoit que le nombre z a un dévelop-
pement en fraction continue trés simple : si (Qy), désigne la suite des
dénominateurs de z, on établit en effet

anzq" - 11

ou, rappelons-le, g, = gn(a).
Pour cela, notons ry, le rationnel dont la suite des chiffres est la suite
périodique B,, de période B,, ; r, tend vers s et on va montrer que 7, = %’

20n+1 _ 9qn—-1
avec Q1 = 0,Qo = L,Qy = Ay = 29 — 1, Any = o 227

9un+14 1 2n — 1
2n-12___ —_ ~ Posons
29 — 1
. qn .
t, = z €j2_'7 = Z ejZ‘J.
€;€Bn Jj=1
Le rationnel r,, vaut alors
=ta(1+ . —ty
nom 20 22qn+"')‘"2qn-1‘
Et puisque Bpy1 = Bp--- By Bp—1, n > 1,
Qn+41
an _1 s i
tatl = 20l0 Dorgut1<i<(r1)an 927 F Dansigati<i<onss G2

= to(1+27% 4 ...+ 2 (@+1-1)0n) | 9=0nt+10n¢g,

20%n+1In ] 29n 1
20n+1dn 39qn_1 tn + 2n+19n th—1

2%n+19n ] 29n—1_1
nFidn Tn + Sy Tn-1-

On vérifie aisément que r, = 5: pour n = 0,1 ; supposons-le & 'ordre n.
11 vient alors

_ 2041 (20n419n_) P | 2In-1_] Pp;
Tntl = 2‘1n+1_1( WnFiTn Qg T 3@t Qn—l)

— 1 (2anmn_iog.
= ot (Zg=lymeip, + Py

= 1 (An+1Pn+P—1)

Qn+1

Ppyy
n+l'

i
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La preuve de la transcendance utilise maintenant de facon classique le
théoréme de Roth (on reproduit celle de [8]). Puisque @, =2% — 1, on en
déduit

1
lim sup M = lim sup It >0,

n—o00 log Qn n—o0 dqn

avec 0 = L%@ le nombre d’or ; en effet, si < @ pour un indice n, par

dn—1

. . 1 ..
Pinégalité gn+1 = gn+gn-1, on doit avoir Gn+1 >1+ > 60, et ainsi,
qn Qn/ dn-1

dnt1 > 6 pour une valeur de n sur deux au moins. On en déduit

dn

o - |— 1+a’

pour une infinité de rationnels 6’: Plus précisément :

a) Si a n’est pas & quotients partiels bornés, il résulte de |z — gﬂ <

Qn5n+l < 2qn+t,. +7» que z est un nombre de Liouville : on peut trouver

en effet une sous-suite a,;+1 > n; et une sous-suite de rationnels telle que
P,

n, [
lz — g2l < Pkl
J

b) Si o est & quotients partiels bornés par k > 2 et si 'on peut trouver
une sous-suite an;+1 = K, on peut trouver une sous-suite de rationnels telle

P,
que |z — —J—I < =7

QK.
c) Si ap, = 1 a partir d’un certain rang, alors |z — g':l < al—,f;:; O

Exemple. Considérons le cas ol a = 3[— =[0;1,1,...] ; ainsi la suite
sturmienne (z;);j>1 d’angle o est la sulte de F1bona.cc1 point fixe de la
substitution 0 — 1, 1 — 10. Le réel z = 332, a:]2‘j admet comme
développement en fraction continue

[0;20,21,21 22 23 25 ..  ofm-2 ]

ou f, désigne le n-ieme terme de la suite de Fibonacci commengant par
fo = fi = 1. Ce superbe exemple a été décrit par J. L. Davison [10] et
étendu & d’autres bases d’entiers dans [1]. Pour d’autres généralisations
voir [20], [27], [16].

On note o : t = 2t mod 1 le shift sur le cercle, 0% (z) = {o"(z), n > 0}
Porbite de z, et K = K(z) = Ot(z). Le compact K est un ensemble de
Cantor de mesure de Lebesgue et de dimension de Hausdorff nulles, avec
de nombreuses propriétés extrémales (cf [8], [7]) dont nous retiendrons les
suivantes :
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Proposition 2.5. Soit £ = Y 7° 3 avec (¢;); sturmienne caractéristique.
Alors Uorbite fermée K de x est minimale, uniquement ergodique pour le
shift o et contenue dans le demi-arc fermé [%, % + 1], extrémités comprises.

Cette derniére propriété est optimale, car, une orbite fermée du shift o
qui évite un arc ouvert de longueur > 1/2 est nécessairement finie. A noter
qu’elle admet une réciproque.

Démonstration. La minimalité et 'unique ergodicité de K résultent directe-
ment de ces propriétés pour les systémes symboliques sturmiens, I'unique
mesure o-invariante portée par K étant simplement la transportée sur le
cercle de la mesure de Gibbs d’un tel systéme, décrite par F. M. Dekking [12]
dans le cas de la suite de Fibonacci, et par V. Berthé [5] dans le cas général
d’une suite sturmienne. En particulier, a est la fréquence d’apparition de
1 dans la suite (¢;) des chiffres de z, et aussi bien dans la suite des chiffres
de tout nombre du compact K. C’est un invariant de ’orbite fermée.

Pour la derniére propriété, commencons par une remarque. La condition
de complexité, pour une suite sturmienne, signifie que pour tout n, il existe
un seul facteur de la suite prolongeable & gauche de deux facons ; lorsque la
suite €, €9,... est caractéristique, cet unique facteur est le mot €;¢€3...¢€,
[4]. On peut alors préciser la condition d’équilibre dans ce cas : si s = Qe =:
(81,82, ) est la suite prolongée & gauche par 0, et p[i, j] le nombre de 1
dans le mot s; ... sj,

(*) O0<pk+Lk+n]—-p[l,n)<1, Vk>1, Vn>1.

(<= Notons N4 le nombre de 1 dans le facteur A. Si (x) est remplie,

et A, B deux facteurs de ¢ de méme longueur, il existe k, | et n tels que
A = €k yn) €t B=¢€14n); d00 Na—Np = (plk+1,k+n+1]—p[1,n]) -
(pll +1,1+n+1] — p[1,n]) € {0,1, -1} et la condition d’équilibre.

= Supposons la suite sturmienne caractéristique ; en particulier, pour
tout n > 2, Oey...€p—1 est un facteur de longueur n de la suite € et
-1 < plk + 1,k +n] — p[1,n] < 1. Mais ’égalité p[k + 1,k + n] — p[1,n] =
ek—l-Z?__fll(ekH—ej) = —1 implique ¢, = 0 et Z;-';ll(ek+j—e]~) = —1. Main-
tenant A = le;...€,—1 est encore un facteur de € et, si B = €. .. €x4n_1,
on doit avoir |[Ng — Np| < 1 par la propriété d’équilibre ; or Ny — Ng =
e —1+ Z;:ll (€x+j —€;) = —2, d’out la contradiction et la propriété (x).

Supposons maintenant que K = O%(z) ¢ [£,2 + 1]. La suite (s;); des
chiffres de s = z/2 est 0,€;,¢€3,... . Soit alors k le plus petit entier > 1 tel
que o%(z/2) ¢ [z/2,2/2 + }].

Uk(.’l:/2) = €k €k41---
(*%) z/2 = 0¢ ...
/24+1/2 = l¢ ....
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Siex = 0,641 = €1,... ,€k4j—1 = €j—1 €t €x4; # € pour un indice
J > 2, nécessairement €x4; = 0 et ¢; = 1. Si au contraire ¢ = 1,€x41 =
€1,... ,€k+j—1 = €j—1 €t €x4j # €5, nécessairement ex4; =1 et €5 = 0.
Notons toujours p[i, j] le nombre de 1 dans le mot s;...s;. Dans le
premier cas, plk+ 1,k + j] —p[1,j] = —1, dans le second +2 et la condition
d’équilibre
(#)  O0<plk+Lk+f-pLAl<1, VE>1, Ve21

n’est pas satisfaite. |

3. Théoréme principal

Fixons lirrationnel a, le nombre z et K = K(z) = Ot*(z). Ce compact
est en fait constitué de tous les nombres sturmiens de méme angle a : un
nombre sturmien arbitraire d’angle a appartient en effet a ’orbite fermée
K(z) du nombre sturmien caractéristique de méme angle [19].

Théoréme 3.1. Le compact K est constitué de nombres transcendants
dont les propriétés diophantiennes sont analogues a celles de x, et ne dépen-
dent que de a. Plus précisément, soit z € K,

a) Si a est a quotients partiels non bornés, z est Liouville.

b) Si a est a quotients partiels bornés par k entier > 2 avec une infinité
d’entre euz égauz d K, z n’est pas (k + 1)-diophantien.

¢) Si a est noble (@ quotients partiels ultimement égauz a 1), z n'est pas
pB-diophantien pour B =2+ p — €, pour tout € > 0, ot p = 35211

Démonstration du théoréme. On a posé z = 2s de sorte que s €]0,1/2[.
Pour chaque tel s, on peut définir une branche inverse de o sur [0,1]\{z}
de la fagon suivante : sit # z, on définit d(t) comme 1’unique pré-image
de t par o qui tombe dans [s,s+1/2]. L’application o est continue mais
dilatante sur le cercle alors que d est discontinue en = mais %-contractante
sur chaque intervalle [s, z[, ]z,s + 1/2]. On va montrer que toutes les pré-
images de s et s' = s+1/2 jouissent de bonnes propriétés d’approximation,
et ce, uniformément. On en déduira le résultat pour tout point de I'orbite
fermée.

La difficulté est d’estimer les dénominateurs d’un point de K connaissant
ceux de z car o, le shift sur la suite des chiffres, et T, la transformation de
Gauss, c’est-a-dire le shift sur la suite des quotients partiels, n’ont pas, en
général, de bonnes propriétés de commutation. Hurwitz les a schématisées
dans [15] par

2 [0;2a,b,c, ... ] = [0;a,2b, g]

et
2 [0;2a +1,b,...]

[0;a,1,1,%,...] si a#0
0;1,%2,...] si a=
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Commengons par étudier les approximations rationnelles des nombres s et
s'. Comme les A; sont pairs pour j > 2, le développement en fraction
continue du nombre s se calcule aisément :

A
s = [0 2A1,—§2—,2A3,...]
Par récurrence, en notant g% les réduites de z, on établit alors :
{ pon(s) = 3Pm et pumti1(s) = Panyr.
@n(s) = Qo et gumy1(s) = 2Q2n+1.
Ainsi s est bien approché par ses réduites paires puisque
|3 _ p2n(3) < 1 1

@2n(8)" ~ q2n(5)g2n+1(s) B 2Q2nQ2n+1’
moins bien par les impaires.

A I'opposé, le nombre s’ = s+ 1/2 est bien approchable par ses réduites
impaires (moins bien par les paires) : en effet, on remarque que (algorithme
d’Hurwitz) M

s = z;r 1_ [0;1,1,—12—1,2,42,%,...

S’=[0;1,2A2+1,é2§,...] si A;=1.

]

si Ay #1, et

On en déduit les réduites de s’ :
{ Pont2(s) =Pon+ Qan et popti(s’) = 2(Pon—1 + Q2n-1)
Q2n+2(31) = 2Q2n et QZn+1(sl) = Qon-1
si A]_ # 1, et,
{ pon(s) =Pon+Qon et pony1(s) = 3(Pont1 + Q2nt1)
g2n(s’) = 2Q2n et @2n+1(8") = Qan41
si A; = 1. Ainsi, 4 son tour,
I8 — P2n41(s') < 1 ’
@n+1(5")" T 2Q2nQ2n—1

On remarque déja que si une infinité de quotients partiels d’indice impair
(resp. pair) remplissent les hypothéses a), b) ou ¢) du théoréme, les con-
clusions sont vérifiées pour s (resp. s').

On poursuit par la remarque évidente mais fondamentale ici : les coef-
ficients Ay sont divisibles par une puissance de 2 de plus en plus grande
quand k augmente, puisque Ay est divisible par 2%-2 et que gk tend vers

oo avec k.
On va établir, par récurrence sur j, le lemme suivant :

Lemme 3.2. Les quotients partiels de d?(s) et de d’(s'), ot s' = s+ 1/2,
sont tous pairs d partir d’un certain rang dépendant de j.
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Démonstration du lemme. On va montrer plus précisément,
(*) V¥4 >13N tel que TNd(s) = [0;27+ A4, ‘;‘If, gy
ol I est tel que g > j +1 (ainsi 27*! divise A;12), et, si N(j) est le premier
tel indice N, N(j) > 4 (avec un résultat analogue pour y = d’(s'))).

e C’est vrai pour j = 1 et d(s) = ﬁzi En effet, toujours par 1’algorithme
d’Hurwitz, on peut calculer le développement de d(s) : si A; =1 (c’est-a-
dire si a; = 1),

As Ay
d(s) = [0;1,2,1, 2= 4A3,4, 1
et si 4; > 2,
d(S) = [0;171aA1 - 11 1’ 11 ?141437 éf:' "]7

en utilisant [...a,0,b,¢c,...] =[...a+b,c,...] par exemple lorsque Ay = 2
(c’est-a-dire az = 1). Ainsi la propriété (x) est remplie avec N(1) > 4.

e Supposons maintenant le résultat vrai pour z = d(s), j > 1, et
montrons-le pour y = d’*!(s). En appliquant P'hypothése & z =
[0;a1,a0,...], il existe | et N tels que TNz = [0;an41,aN+2,---]

i A
[0; 2]+1Al+1, 7;—_?,:12', P ].
En particulier les oy sont pairs & partir d’un certain rang et on note ko
le plus petit tel &, de sorte que ko = N ou N — 1, o, est impair et
1 Q2
~T*2 = [0; 20041, —22, .. .
2 2
est bien défini pour k > ko — 1.
Notons (p,) la suite des numérateurs de z ; puisque kg > 3 et

Dky = CQkyPko—1 +pko—27
les trois numérateurs pg,, Pko—1, Pko—2 D€ peuvent étre simultanément im-
pairs : en effet, si py,_ est impair, pg,—2 et pr, sont de parité opposée
puisque oy, est impair, et 'un des deux est pair (pg, si ko = 3).
Maintenant, si py est le premier entier pair parmi pg,, Pky—1, Pko—2, alors
k > 2 et on écrit

_ pre—1T*y + px
ar—1T*y + gk
de sorte que
k
Pr—155E +
gk + 2gk—1

R

= d(z) =
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sid(z) = £ ; sid(z) = #1 (p; + ¢;j); vérifiant la méme relation de
récurrence,

k
Bt 4 (py_g + 1) 52

ak + 2qk—1 T%ﬁ
ou k, de méme, est ’un des trois indices ko, ko — 1, ko — 2, et k > 2. Ainsi,
dans les deux cas, d(z) est équivalent & %Tky.

La méme relation py = oxpx_1 + pr—2 pour k > ko montre que les
numérateurs de deux en deux ont méme parité puisque oy est pair.

Le fait que N(j + 1) reste supérieur ou égal a 4 vient de I'algorithme
d’Hurwitz qui implique N(j +1) > N(j).

d(z) =

’

Pour s’, le raisonnement est le méme, initialisé par le développement de
d(s') :

d(s) = 0:3,1, =2 an,, _“.‘4‘1, ]
si A1 > 3, et lorsque A; =1,
d(s') = [0;2, Az, 1,1, _‘4_3‘{_3,4,44, %, )

a

Les propriétés diophantiennes des nombres d’(s) et d’(s’) découlent alors

de la proposition plus précise qui suit (on rappelle que (Qr, ), désigne la suite
des dénominateurs de ) :

Proposition 3.3. Siy est de la forme d’s (resp. d’(s')), il exziste n; tel
que pour n > 1

Pnton;(¥) = Qan et @antiran; () = 271 Qonpy
(resp.  @an+142n;(¥) = Qan-1 et Gant242n;(y) = 271 Q2n.)

On en déduira comme précédemment pour s (et s'), que y = d’(s)
s'approche bien par ses réduites paires d’indice assez grand, (d?(s') par ses
réduites impaires d’indice assez grand) et que ’approximation est uniforme
en j puisque pour n > 1,

ly_P2n+2n,-(y) < 1 _ 1
Qon+2n; (¥)' ~ Gonton; (¥)@on+142n;(¥)  27H1Q2nQont1

On dira pour simplifier que 21%1—% est une bonne approximation de
n nj

y, lorsque y = d’(s).

Démonstration de la proposition. 1l est plus pratique ici d’utiliser la nota-
tion matricielle et la décomposition de Raney [21], [28], plutdt que 1'algo-
rithme d’Hurwitz sur les quotients partiels. Rappelons qu’un rationnel
g admet toujours une décomposition [0;ai,as,... ,ar] de longueur paire



Approzimations diophantiennes des nombres sturmiens 623

puisque l'on a l'identité évidente : [0;a1,az,...,a¢ = [0;a1,a2,... ,a¢ —
1,1] siag > 1, et [0;a1,a,... ,ap—1 + 1] sia; = 1.
Si on associe & g = [0;a1,az2,... ,a2,] le vecteur

()=r(a (@ (= ().

0 1) , et si on introduit les matrices de Raney (d’Hurwitz)

10
11 10
R_(O 1) et L_(l 1)’

(1)) = R*J = JL® que

avec J = (

a
1
P) _foiger...goen (9

q 1)’

P [mpm... g,

il résulte de la relation (

qu’on note briévement

q
De la méme fagon, on identifie le rationnel 2% au produit AL** R%2 ... R%n
avec A = (g (1)) Trouver I’expression de 25 a l'aide de sa décomposition

en fraction continue revient a trouver la décomposition de AL* R%2 - - - R%2n
dans l'alphabet {R, L}, avec I’état de sortie A ou A’ (car on travaille ici avec
des fractions continues limitées). Il suffit pour cela de connaitre le tableau
des propriétés de commutation de ces matrices (tableau de transition d’un
automate & états matriciels) :

AR = R?A, AL? =LA, ALR = RLA'
A'R? =RA', A'L = L?A', ARL = LRA,

(10
avecA-(O 2).

Remarques. 1) Si W est un mot sur alphabet {R,L}, AA'W définit le
méme rationnel que le mot W (AA'W ~ W). En effet le vecteur obtenu &

laide de AA'W est @Z ) puisque AA' = 2I.

2) De méme W A’ (‘1)) —Ww (g) = 20w (‘1)) —W (‘1’) .

La démonstration de la proposition se fait par récurrence sur j > 1. On
peut 1’établir pour j = 1 en utilisant la décomposition de d(s) obtenue plus
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haut. On calcule sans difficultés,
{ @n+1(d(s)) = 2g2n-1(s)
gn+2(d(s)) = g2n(s)
pour n > 1 si A; =1, et sinon, pour n > 2,
{ @on+1(d(s)) = 2g2n-3(s)
@n+2(d(s)) = qan—2(s)
De méme pour les numérateurs,
{ Pn+1(d(s)) = pon—1(8) + gan-1(s)
Pont2(d(s)) = 3(P2n(s) + gan(s))
pour n > 1 si A; =1, et sinon, pour n > 2,
{ Pam+1(d(s)) = pan-3(s) + gon—3(s)
pont2(d(s)) = L(pan—2(s) + gon—2(s))
Soit y = d?(s) = [0;a1,0z2,...], avec j > 1, et supposons la proposition

établie pour y. Ainsi, pour n > n;, % est une bonne approximation de

y. Quitte & augmenter n; on peut supposer que z < 2228 <y siy > g et
s < %gysiy<z. On a donc

ot a2 1y 2t

) ) étant gan(y) ou 2gan(y), on

obtient que d(‘;:: v ) vérifie la condition du théoréme de Legendre [14] :
|z — gl < %{ ; c’est donc une réduite de d(y), d’indice encore pair puisque
d respecte l'ordre sur [s, z[ et sur |z, s'].

pan(d(y))

g2n (d(y))
On va établir I’identité :

et, le dénominateur du rationnel d(

On note cette réduite . Commencons par calculer gan(d(y)).
Lemme 3.4. Pour n > n; et N lindice associé précédemment,

gan-1(d(y)) a_(‘]2n—1 (y) )

en(d®y) T\ gen(y)
Démonstration du lemme. En utilisant la décomposition
gon-1(y)
—qzm = [0; a2, @201, - ,01],

on peut identifier le rationnel

a(——q2"_1(y) ) — AL%n RO2n—1 R*
‘I2n(y)
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Par ailleurs traduisons ’hypothese

pan(d(y)) _ d(P2n(y))

en(d®y) \@n(y)

par
A'LO1RO2 ... R — [PriRB2 ... RPan 4!
ou
A'RL® R®*2 ... R%n — LRﬂz .. .RﬂzNA'
selon I’expression de d(y). En effet I’état de sortie est nécessairement A’
car, les oy étant pairs pour k > 2ng, le développement de d(y) finit par
@2n a
L2®mg-1 B2 . lzazﬂ-lR'%n, ce qui traduit I’action de A’ sur le mot W' =
La2no—1Ra2no R A L R%2n

Par transposition, qui échange R et L, il vient dans le premier cas
Lo Ra2n—1 ... R A! — A'TPeN RPon-1 ... RA

ou encore
AL%2n Ro2n-1 ... RO A! ~, [P2N RP2N-1 ... RP1
par la remarque 1) faite plus haut, et la remarque 2) donne l'identité du

lemme dans ce cas.
Dans le second cas, on obtient

Lo Ro2n-1... RO A" = A'[PeNy RP2N-1 ... RA1

soit
AL R¥2n—1 ... RO1T A , [P2N RB2N-1 ... Rﬂl’

et, 12 encore, puisque LA’ (2) = ((2)) = A (2), les rationnels associés

sont les mémes.

Pour achever la démonstration de la proposition, il suffit de noter que

I’orbite sous o du rationnel ”‘I;ﬁ‘%z est constituée de rationnels de la forme
k

Qonan;» Par hypothese sur @2n(y)- On a ainsi g2n (d(y)) = Q2n—2n;, ce que
'on peut écrire gan(d(y)) = Q2N-2n;,, avec nji1 > nj car N > n.

Il nous faut maintenant calculer gon.x(d(y)) pour k > 1 : partons de

g2n+1(d(y)) gn-1(d(y))
g2n(d(y)) g2n (d(y))

ol fon41 = —5tL. Il résulte par ailleurs du lemme

= fBan+1 +

g2v-1(d(y)) _ G,(Q2n—1(y))

9 ( @on+1(Y)
g2 (d(y)) @ (y)

- Qa2 +1)
gon(y) "
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q2n-1(Y

car q2nly

1
< 5 pour n; assez grand, ou encore

@2n-1(d(y)) _ 2Q2n+1(y)
g2n(d(y)) @2n(y)

— fan+1

ce qui conduit &

2r+1(dy) _ ,ent1(y) _, @on+1(y)

g2 (d(y)) @n(y) aen(d(y)
On calculerait de méme les dénominateurs gon+x(d(y)) pour k > 2. La
proposition est ainsi démontrée. O

Reste a déduire de la Proposition 3.3 que tout point z de I'orbite fermée
de z jouit de propriétés diophantiennes semblables & celles du nombre z
lui-méme, ces propriétés ne dépendant que de c.

Afin d’utiliser les propriétés d’approximation des nombres de la forme
d’(s) et d’(s'), on commence par remarquer (voir aussi [8]) que

{di(s), j 20} ={di(s'), j 20} = K.

(Soit en effet z € K = Ot(z). Puisque K est minimal (proposition 2.2),
Ot(z) =K, et

Ve > 0 3N tel que |s — o™V (2)| < e.
Si € est assez petit, on va trouver j < N tel que |d’(s) — 2| < 27Ve : pour
cela, notons I1 =]s, z[ et I =]z, s'[ ; sur chaque intervalle, I’application d
est 2-contractante et respecte 'ordre. Sie < s, s et o™ (2) sont dans I de
sorte que d(s) < oV ~1(2) et eV ~1(2)-d(s) < §. Tant que d*(s) et V% (2)
restent dans un méme intervalle, d¥(s) < o™V ~*(z) et oV *(2) - d¥(s) < 5
k > 1. Soit k le premier instant < N avec d*(s) < z < oV *(2) (puisque
d*(s) < oV%(2)) ; oV *(2) € I, mais oV F(2) -z < oV K (2)-dF(s) < 3
et d(oV*(2)) = oV *"1(z) € I; avec, de plus oV F1(2) — s < sigr- On
recommence avec les points s < 0¥V "*¥~1(z) < z et on trouve ainsi j < N
tel que
|d(s) — 2] < 27 Ne.

On procéderait de méme avec s'.)

Comme les nombres d’(s) sont uniformément bien approchés par les
réduites paires et que les nombres d’(s') sont uniformément bien approchés
par les réduites impaires, on approche z par y € {d’(s), j > 0} ou par
y' € {d?(s'), j > 0} selon la suite des quotients partiels (ay), de a pour les
deux premiers cas, le troisiéme étant indifférent.

Supposons en effet que I’on soit dans le cas a) : « est & quotients partiels
non bornés ; il existe donc une sous-suite a,,, qui tend vers l'infini et,
quitte & ré-extraire, une sous-suite dont les indices ont méme parité, telle
que ay,, > my pour chaque . Supposons, par exemple, les indices m;
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impairs. Fixons n avec 2n+1 € {my,...,my,..} et prenons ¢ = |s — ’;I’:—:%I.

Il lui correspond j tel que |d/(s) — z| < €, y = d?(s) et le rang n; de la

oy . P2n+2n; (y) . . .
Proposition 3.3. Le rationnel qzn—mﬁﬁ fournit une approximation pour z

puisque
P2n+2n; (.7/) P2n+2n; (y)
lz - ‘hu+2nj (y) | g |Z yl + Iy q2n+2n]- (y) |
< l 5 — Panls 1
= g2n(3) G2n+2n; (¥)g2n+1+2n; (V)
< 1 1

@@ T @2n+2n; (¥)q2n+1+2n; (¥)
par le choix de ¢, ou encore, par la Proposition 3.3,

1 + 1
- 2Q2nQ2n+l 2'7-':16275Q2n+1
1

I P2n+2n; (¥) I

z —
q2u+2nj Zy;

anan-cH

(‘l2n+2nj Zy” nd

puisque gan+2n;(¥) = g2n(5) = Q2n €t gant1420;(¥) = 27 'Q2n11. On a pu
trouver une infinité de rationnels (%)hzl tels que

IN A

-2y < &
qh qh

et z est Liouville.
Si au contraire, les indices m; sont pairs, on choisira ¢ = |s — %’ﬁ%l
!
avec 2n € {my,...,my,..}, ¥ = d?(s') et les réduites %:—i—::ﬁyy;.

Dans le cas b), on peut trouver une sous-suite a,,, = k£ ou les indices
ont méme parité et suivant celle-ci, on choisit, comme dans le cas a),
d’approcher z par d?(s) ou d’(s'), puis par leurs bonnes réduites associées.

Le cas a) ne fait pas intervenir la parité et se démontre de méme ; d’ou
le théoréme. O
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