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Irrationalité de 03B6(s) pour s  q dans

certains modules de Drinfeld de rang 1

par G. DAMAMME

Introduction

Soit Fq le corps fini à q éléments, et p sa caractéristique. On considère le
corps des séries de Laurent fq((T-1 )). E lE’q((T-1~~, x ~ 0, x s’écrit :

On définit le degré, la valeur absolue et la signature de x par :

avec pour convention 101 [ = 0 et deg 0 = -oo, sign 0 = 0 ; x sera dit unitaire
si sign x = 1.

Soit x un élément unitaire de de degré 2, A une constante
de lFq (non nulle si p = 2), et F un polynôme unitaire de Fq [X] de degré
3 (de discriminant # 0 si p =1 2). Alors il existe y unitaire de 
vérifiant :

(et nécessairement deg y = 3).

L’application :

est un isomorphisme d’anneaux.

On posera :

Manuscrit reçu le 17 avril 1992, version révisée le 24 septembre 1992.
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Comme:

on a :

Le degré, la valeur absolue et la signature des éléments de k peuvent être
induits par ceux de 1Fq((T-1)). Dans ce cas le complété pour la valeur
absolue n’est autre que :

Remarques :

i) On a : sign x - 1, sign y = 1,

deg x = 2.

Comme le degré du polynôme F en T est 6, on a : deg y = 3.

ii) Si z e A, z peut s’écrire :

Comme a et b sont de degré pair, et deg y = 3, on a

par conséquent A n’a pas d’éléments de degré 1.

On remarquera que la valeur absolue définie sur A par /z/ = est donc

indépendante du choix de x et y. Il en est de même pour sign.

iii) On peut définir une structure de A-module de Drinfeld [5] de rang 1
auquel est associé une fonction e, analogue de la fonction exponentielle,
admettant une période ~r transcendante sur Il, ([9]). La fonction zêta
définie au paragraphe suivant est indépendante de la structure de module
de Drinfeld mais liée à la fonction e par la relation :

2. Fonction zêta

On suppose à partir de maintenant et jusqu’à la fin que :

(C) : y2 + Ay - F(À) est une courbe lisse de genre 1 choisie de façon
que A soit principal.
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On pose ensuite :

(éléments unitaires de A),

Calculons card A+n . Soit z = a + b~ E A+n, avec a e E 

si n est impair : deg b = n - 3, sign b = 1, deg a  n. Il y a q(n-3)/2
choix pour b et q(n+l)/2 choix pour a ;

si n est p air : deg a = n, sign a = 1, deg b  71, - 3. H y a qn/2 choix
pour a et q( n-2) /2 choix pour b.
On trouve donc dans les deux cas :

PROPOSITION. Si n &#x3E; 2, alors,

DÉFINITION ET COROLLAIRE. , alors :

Définissons maintenant :

On a:
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3. Résultats de Thakur ([8])
Thakur définit (j) par :

où en(t~ est une généralisation du polynôme de Carlitz, ([1]). Il montre

ensuite que en(t) est Fq-linéaire et pose :

En se servant du théorème de Riemann-Roch, Thakur montre alors que, si
n &#x3E; 2,

Il montre d’autre part, que si n &#x3E; 1 et s  q,

On en déduit donc que :

C’est cette égalité que nous allons simplifier dans le paragraphe suivant.

4. Calcul de ç(s)
Pour simplifier (4), il faut trouver un équivalent du [k] défini dans le cas

du module de Carlitz, ([4]). Il est donné par :

DÉFINITION. 
_

On a ainsi :
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THÉORÈME 1. 2, alors

Preuve : On va montrer que

ont même décomposition en produit de facteurs irréductibles. Par définition
de Dn et de Ik, et comme A est supposé principal, les diviseurs irréductibles
de F et de Dn sont de degré h, 1  h  n. Soit ~’ un polynôme irréductible
unitaire de degré h, 1  h  n. Comme P divise ~~ si et seulement si h

divise l~, la valuation de F est donnée par :

avec :

D’où :

Calculons maintenant 

Pour chaque entier i &#x3E; 1, désignons par v2 le nombre d’éléments z E A+n
divisibles par P’ ; on a alors, si ih  n :

et

~r ~
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Comme Dn et F sont unitaires, et que A est principal, on a bien :

COROLLAIRE 1. &#x3E; 2, on a :
1

Preuve :

Ecrivons (7) à l’ordre n + 1 :

d’où :

Montrons maintenant (8) par récurrence. Comme :

et (8) est vraie pour n = 2. Puis, supposons que :

Alors d’après (9) :

D’après (6) et (8), on a pour n &#x3E; 2 :

d’oû :
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COROLLAIRE 2. Si s  q, alors,

5. Irrationalité de (( s) pour s  q
Avec les hypothèses énoncées au début du 2, on a :

THÉORÈME 2. Si s  q, ((s) n’appartient pas à K = Frac A.

Remarques :

a) L’hypothèse "A est principal" est essentielle dans la, démonstration du
théorème 1. A priori (7) n’est plus vraie si le nombre de classes d’idéaux
est strictement supérieur à 1.

b) Si le genre de la courbe est 2, (7) se généralise, mais l’approximation de
(( s) n’est pas suffisante pour démontrer directement l’irrationalité de ~(s).

c) Les deux hypothèses sur le genre et le nombre de classes nous conduisent
à trois cas seulement, ([6], [7]),

Preuve :

On utilise le critère d’irrationalité suivant :

LEMME. Soit A un sous anneau de A"oo tel que pour tout x E 0, on
ait 1 x 1 &#x3E; 1. Soit ~’ le corps des fractions de A, et soit a E K 00. S’il existe
une suite (Un, d’éléments de A X A* telle que Un - ~ 0 pour
tout n, et lim/Un - = 0, alors a n’appartient pas à K.

n

Preuve : Si a E K, posons a R où ((R, S) e A x A*). Pour tout

couple ( U, V ) e AxA*,on a U - aV = donc si U - aV ~ 0,
on a U - a &#x3E; s puisque U,5’ - 0 Si est une suite

- isi 
° ’

de A X A* telle que lim Un - oVni = 0, on a donc Un - = 0 pour n
suffisamment grand, contrairement à l’hypothèse du lemme.
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D’après (10), si N &#x3E; 2, ~(s~ peut s’écrire sous la forme :

avec VN) E A x A* et (I2 - ~ ~ I~r)S. On a donc :

On étudie donc les suites :

On a: O

et d’après (2) et (9) : pour n &#x3E; 1,

d’où

Comme la suite vérifie (14), on trouve :

PROPOSITION. Si n &#x3E; 2, on a :
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D’après (12) et (13) et les définitions de Pn et Q~, on a :

On va maintenant chercher à estimer

dans chacun des cas i), ii) et iii) : (voir remarque c))

i) si q = 2, alors (16) devient

et

D’où :

Pour N - 1 mod 8, on a :

Comme pour n &#x3E; N + 1, on a pour N suffisamment grand + Pn-1 &#x3E;

2~~v+3~ ~2 , on conclut donc que pour N - 1 mod 8 on a :

Il résulte donc du critère d’irrationalité que ~’(s) n’appartient pas à K.

ii) si q = 3, alors d’après (16)

et, d’après (15),

Il en résulte comme précédemment que pour N - 1 mod 12, et N suffisam-
ment grand, on a : 

,-- ,,-
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et

donc (( s) n’appartient pas à K.

iii) si q = 4, on a 
- - 1 ,- _1’") _--

et donc, pour tout N,

donc

donc ((s) n’appartient pas à K.

Ces approximations ne peuvent conduire à des mesures d’irrationalité de
((s), car elles ne sont pas du type IVNI-’Y, où 1 soit un
nombre réel positif.
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