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144 SUR UNE EXTENSION DE L’ESTIMATION SANS BIAIS

SUR UNE EXTENSION DE L’ESTIMATION SANS BIAIS

(Théorie des sondages)

Dans un article qui n’est plus trés récent (), DurBin indique une extension trés
commode de la notion d’estimation sans biais, — tout en en attribuant & Kenbavw la pater-
nité (2). Transposant cette idée de la théorie statistique & la théorie des sondages, nous

obtenons une généralisation de la condition classique d’estimation sans biais :
ETSE)=0(Q), ou &[T(S)—0=0
T désignant le vecteur d’estimateurs du vecteur des paramétres 0,

S désignant I’échantillon, et Q la population sondée,
& désignant P'opérateur : espérance mathématique.

(1)

I1 s’agit simplement d’écrire une équation d’estimation sans biats, et non un estimateur

sans biais &4 proprement parler.

I. — ir® EXTENSION : EQUATION LINEAIRE D ESTIMATION
Soit T (8) =P (8)/Q ()
0= Z(m "’/Z(m y
T = 2 x/ 248 Y

un certain estimatéur de 0 = %; par exemple {

La condition (1) est souvent beaucoup moins maniable que la condition (2) :

&[P—6-Q] = 0

ou 6[Q(T—0)] =0
Supposons T un estimateur cohérent (consistent) de 0, c’est-a-dire
o 2@
Q(Q)
ou P(Q —0Q(Q) =0

La condition (2) s’écrit (car 0 n’est pas aléatoire) :
EP(S)]—06[Q(S)]=0
relation vérifiée si on a :
EPE)]=PQ), 6[QE)]=Q(Q
ou encore :
EP S =kP(Q), €[QE)]=kQQ)

(par exemple : k = (n — 1)/n, n étant la taille d’'un échantillon de Bernoulli).

(2)

3

(3)

(2)

(4)

(4)

1. Dureix (J.), Estimation of parameters in time-series regression models, Journal of the Royal Statis-

tical Society, Series B (1960), 22 Ne 1, pp. 139-153.
2. Kenparr (M.), Biometrika 38 (1951), pp. 11-25.
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Erreur d’échantillonnage : nous pouvons retenir, pour mesurer les erreurs d’échantil-
lonnage, le critére

EP(5)—8Q@E)P=W (6)
c’est-a-dire (compte tenu de (3'))
VP—20Cov(P,Q +02VQ=W

Or il est bien connu que le calcul de la variance exacte d’'un ratio P/Q est inaccessible
en pratique des sondages, et qu’on lui substitue le calcul de :

o=y"—2pyy +y?
avec
Y =VP)E £E=6P

Y2 = V(QM, n=6Q
pYY = Cov(P,Q)fEn

On constate que :
W=%0w

ce qui montre que les errements des praticiens sont en bon accord avec la méthode inspirée
de Dursin.

Remarque : Quand on écrit
E(T—6) =0

on exprime que & (T — 0)2 est minimum si O est estimé sans biais par T. Cette relation
subsiste :

EP—0Q2:=W+ (6P—066Q)?
a pour minimum
EP—0Q2:=V(P—06Q =W
si
EP—0Q =6P—06:-6Q=0
Applications :

1) Estimation classique par ratio (Sondage bernoullien) :
P=22 Q=2umy
VP =2¢%n VQ=546?n, Cov(P,Q =pcad'ln

avec
Vz=20e2 Vy=20" Cov(z,y) =pod
Ez=E 6y=n

1 b, B
W=;(c”—2%pcc +%c’)
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2) Estimation stratifiée par ratio

On peut définir la répartition optimale de I’échantillon n, — ou des ressources finan-
ciéres ¢, — entre les strates h = 1,2 ... K, — comme étant celle qui rend W minimum
(pour n ou ¢ donnés).

Soit Z ¢y np = ¢ le colt constant.
n
2.1) Pour une variable z, ’estimateur sans biais P est :
Na=- - .
P= Z N Tp. Xp = 2(3) a:;./n;,
"
avec

Ni\2 on2 Np—n
VP = ()T
» \N npn Np—1
qui est mimmum pour : np < Np o;,/ Ja (théoréme de Neyman- Yates).
Il s’agit au contraire ici de trouver les n; qui rendent minimum :

_ thi 2 E ’ 52 7 Nh—nll
W—Z (W) ™ (O'h —2591;6»0‘» +,’T§0h ) "N—1

Ainsi les ny devront étre proportionnels aux Nj ‘r;,/ Jch, avec :

2
= [cf — 2 % pnonon’ + i—z O'h'z] Na/(Na—1)

2.2) Un probléme différent se pose si I'on estime, disons Xj, par ratio dans chaque
strate :

= x
esti X; = ol Nk
Yn

et au total :

8!

h
Nn

= Nh
ti X = 2, —
i X = 3 2

<

On peut choisir comme critére & minimer :
_ Na\2 () 2
W= (3) @)™
qui est de la forme

W= z;, (%')2 M2 W,

La répartition optimale des ressources : ¢ = Z;. na cn, est alors telle que lés ny soient
proportionnels aux

Na 2 7/ Aea
. , 2 , 1 N
Or : 7\"87"2=[c"z—ﬁp"c"c"-i_e—ﬁc”z]—l\h_—h—i
Si I'on pose : T = T (%, y)

on a donc M= (y, x)
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Pour choisir 'une ou I'autre de ces estimations, — donc I'une ou I'autre des réparti-
tions de ressources, — on fera intervenir d’autres considérations, telles que commodité
des calculs ou moindre biais (vraisemblablement).

3) Estimation d’une pente de régression
Soit B=2 (m—X) g — )/, (@ —
1) o
la pente de régression de Y en X; et sur un échantillon & de couples (x;y;) considérons
Pestimateur b (8) consistant mais biaisé. Ecrivons 'équation d’estimation :
2 (20— 2) (e — ) — b 2 (m— 3 = 0
avec b=estif

Posons
P (8) = 2 (25— 2) (ye — 9)/(n — 1)
Q(8) = 25 (v — 9)*/(n —1)

On a
&SP = Z (ze — X) (y1— Y)/N
T}
6Q =2 (s —XpIN
donc EP—BQ =0

On en déduit par exemple
W=VP—28Cov(P,Q) +B2¥VQ

Remarque : Pour obtenir I'expression de ¥ P, Cov (P, Q), ¥’ Q, on pourra utiliser
les différences quadratiques moyennes

23 (533 (5 (7). 33 ()"

4) Remarque : Estimation d’un coefficient de corrélation.

La formule
2 @ —X) p—Y)

JE (ws—'XPJZ (ye — Y)?

p=

récrite sous I'une des formes

Z(xg——-X) y«——_ ——P»/z xg—_ y‘—?)3=0

Da—Xm—9 2 @—X2 2 y— Y2 =0

est encore linéaire (en p ou en p?).

ou bien

Toutefois on peut constater que la présente théorie ne s’applique ni & p, ni & p?:
En effet : On peut bien considérer les équations d’estimation :

soit P—p4yQR=0

soit P2—2Q-R=0
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R désignant I'expression en y homologue du Q (z) défini plus haut.

On aura : EP=pod, 6Q=02 6R=0"2
Ier cas : E(P—p4QR)=pcc’—p&E4QR

Il n’y a aucune raison que & «/Q_R soit égal & o o',
Si 'on suppose les distributions de Q et R indépendantes, on aura seulement
& (QR) = 0?2
2¢ cas : E(P2—p2QR)=6EP2—p26 (QR)

Si les distributions de Q et R peuvent étre indépendantes, soit & (Q R) = o? o2,
on a sans aucune doute :

EPP—(6P2=6P—EP2>0
donc 6 P2 > p?o?o'?

Conclusion : La présente théorie ne s’applique donc pas au coefficient de corrélation
de couples (z; y,) tirés au sort.

Remarque : On envisage souvent le cas des x, choisis (souvent équidistants) et des y;
tirés au sort, ce qui constitue un probléme tout a fait différent. Il ne s’agit plus d’estimer la
corrélation p dans une distribution double, mais la corrélation liée par le choix des z.

Cependant la présente théorie ne s’applique pas davantage, qu'on écrive

soit E[-i—P—pJﬁ]=o, soitE[—i—Pz—-sz]=0;
JQ Q
puisqu’on a : E «/I_{ #a'; E P2 # (E P)?
II. — 2€¢ EXTENSION DE L’ESTIMATION SANS BIAIS

On vient de substituer & ’estimateur T de 6 vérifiant
G[T(S)—-0]=0 (1)
un estimateur P/Q de 6 vérifiant
&P (8)—6Q(S)] =0 (2)
Autrement dit, on a utilisé I’équation linéaire d’estimation :
P(S)—estif-Q(S) =0
avec T =estif

Or rien ne s’oppose a priori & ce qu’on utilise une équation d’estimation quelconque,
ni un systéme d’équations d’estimations.

C’est ce qu’on fait déja quand on écrit, soit les équations des moindres carrés, soit
les équations du maximum de vraisemblance.

Par exemple, avec une loi continue de densité f (z; 0), on écrit le systéme d’équations

3 .
ZmLogf(z¢;0)=0 li=12...K
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@[s%—jLogf(z-O] ff;;gjd fsfdx=0

conséquence de ffdz=1

qui correspond &

L’estimation du maximum de vraisemblance est donc fournie par une équation (ou
un systéme d’équations) d’estimation sans biais.

Le critére de qualité de 1’estimation W n’est autre que I'information (ou la matrice
d’information) de Fismer. Ces diverses remarques se trouvent dans l'article de Durbin
mais aussi déja dans notre thése (1958). Nous avons (malheureusement) rarement (en pra-
tique) Poccasion d’utiliser I'estimation du maximum de vraisemblance, avec la méthode
des sondages (sauf si par exemple I'on cherche & ajuster aprés coup quelque loi de Pareto
ou de Galton-Gibrat sur les revenus d’un échantillon de ménages).

Estimation d’une moyenne généralisée

Rappel : Toute relation de la forme :

D f @) =Nf@

définit la moyenne généralisée { estimée sur échantillon par z tel que :

211 (@) =nf)
On a Ef(m)—f (€)=
Le critére W=6&[f(z) —f %)

mesure les erreurs d’échantillonnage. Si f dépend de certains paramétres, & estimer, on peut
convenir que les estimations rendant W minimum sont optimales.

On appliquera le procédé & des couples, z y (et plus généralement des K-tuples) de
variables.

III. — IMPERFECTION DE CETTE THEORIE

Rappels concernant la perte d’information

Etant donné un estimateur sans biais, on sait que sa variance a les proprié¢tés d’une ’
perte d’information (voir par exemple notre Etude théorique n® 7, L. N. S. E. E., 1957).
Quand on remplace la condition
ET—06=0

par une condition telle que
&E6P—0Q =0
P’expression
W=(P)—26Cov(P-Q + 62 (Q
est une combinaison linéaire de 3 pertes d’information

Y (P), Cov (P Q), ¥(Q).



150 SUR UNE EXTENSION DE L’ESTIMATION SANS BIAIS

Si 0 et 62 étaient constants, W serait, elle aussi, une perte d’information. Mais quand
on passe d’une population de taille v & un grand échantillon de taille N puis 4 un petit échan-
tillon de taille n, I'expression 0 se modifie. Montrons-le dans le cas d’un ratio.

Posons

t= Z(n) -”’/z(n) y=aly
T= Z(m “‘/Z(N) y= i/-.1;

0= Z(v) "’/Z(v) y =&

Supposons (iu’il s’agisse de sondages exhaustifs. Rappelons d’abord les formules

classiques :
[Z(n) x| "] = VV_—GBI (_ — %)
V [Z(m 33/1\] = vv__i (_ —%)

VS i) — % (S 2] = 727 (‘ - §)

la variance du sondage du petit échantillon tiré du grand est

N s? 1
V[Saail = oy (5 %
ol s? est la variance du grand échantillon. On a enfin
& N s? v 6%
N—1|  v—1
d’ou la relation caractérisant la perte d’information, écrite pour abréger :
V(n) = (N) + 6V (n)
Passons au 2¢ terme : il n’y a pas de raison qu’on ait

6 Cov (n) = 6 Cov (N) + & [T — Cov (n)]

et enfin

donc

c¢’est-a-dire :

(z—8) (y—n) _ (z—X) y—Y)
GZM v—1 _@[TZ(N) N—1
Alors qu’on est assuré d’avoir
s =81 [ w-—X(y—_)]
) v—1 ™) —1

De méme pour le 3¢ terme : Il n’y a pas de raison qu’on ait

&[Tzzgv_—ji]ﬂzzu

(N) w v—1

alors qu'on a certainement

‘o - 2oy

™ vV—1
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Conclusion : W n’est pas une perte d’information; alors que
V(P)—22Cov(P,Q) + 22V (Q)
en est une (!) quel que soit le paramétre A indépendant du sondage.
Ainsi la présente théorie de ’estimation par une équation d’estimation sans biais ne

nous donne-t-elle pas pleinement satisfaction, puisqu’elle ne conserve ni ne transpose 'une
des propriétés fondamentales de I’estimation sans biais.

Aurait-il fallu associer 4 & (P —0 Q) = 0 un critére mieux choisi que W = & (P—0 Q)??
c’est assez vraisemblable.

Iy a cinq ans que nous nous posons la question et nous 'avons déja posé quelques
fois & nos étudiants de 3¢ cycle. Nous souhaitons qu’un lecteur plus imaginatif que nous
suggére quelque solution & ce probléme (s’il en posséde).

P. TuionET

]
1. Plus géneralement la forme quadratique (u v) & ({;leg) (3)'



