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IX
VARIETE

Théorie statistique de la mesure et des comparaisons de productivité

PREMIERE PARTIE
1. Introduction.

Au cours des études sur la productivité effectuées au Service d’Etudes et de
Mesures du Comité National de la Productivité, divers problémes se sont posés.

L’un des plus importants consiste & ramener des résultats concernant des
produits différents & une commune mesure. Il se pose lorsque, dans une pro-
fession déterminée, les produits fabriqués ou les services rendus sont de diverses
natures, ce qui est naturellement trés général. Ainsi, dans I'industrie de la
chaussure, les produits différent par la pointure et par le type (chaussures
hommes-ville, femmes, enfants, etc...). De méme, dans les chemins de fer,
les services rendus peuvent s’exprimer en voyageurs-kilométres, ou en tonnes-
kilométres.

L’étude théorique que nous présentons vise a résoudre le probléme de
I’équivalence de productions différentes dans le cas particulier ou les produits
fabriqués sont d’un seul type, mais différent par un nombre quelconque de
caractéristiques continues (les dimensions par exemple). Ce probléeme se pose
dans un grand nombre d’industries : les produits métallurgiques, tréfilés ou
laminés, les tubes d’acier, les produits chimiques fabriqués & différents degrés
de concentration, etc...

Dans la filature du coton, le fil est caractérisé par son numéro métrique (1)
et par sa torsion; dans une étude non encore publiée (2), nous avons pu mettre
en évidence l'influence trés importante du numéro du fil fabriqué, sur les
résultats de productivité par entreprise. Dans cette étude, nous avons calculé
la corrélation entre le numéro moyen du fil fabriqué par une entreprise et
la productivité du travail (exprimée en kilomeétres de fil par heure d’ouvrier)
et la corrélation entre le numéro moyen et la productivité des broches, exprimée
en kilomeétres de fil par broche et par heure.

Le probléme de la définition correcte du numéro moyen est excessivement
important, car les gammes correspondant aux diverses entreprises sont trés
étendues et se recouvrent dans une large mesure.

Le probléme que nous avons résolu est celui de la détermination de la régres-
sion réelle entre la productivité du travail ou d’un facteur quelconque, et les
caractéristiques dimensionnelles du produit : la détermination du numeéro

(1) Nombre de kilométres par 500 grammes de fil.

(2) Etude basée sur des donnees statistiques obtenues par le Syndicat Général de I'Indus
trie Cotonniére.
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moyen et la définition de 'équivalence de productions différentes peuvent
alors s’en déduire immédiatement.

2. Hypothéses.

Nous admettrons dans la suite, que 'ensemble des conditions économiques,
psychologiques et humaines d’une époque détermine une loi de distribution
telle que toutes les entreprises d’une branche professionnelle peuvent étre
considérées comme formant un échantillon tiré au hasard, dans la population
définie par cette loi.

Cette hypothése parait naturelle lorsque 'on examine I'action des facteurs
nombreux, variés et instables, qui peuvent affecter la productivité d’une entre-
prise.

Il est bien connu, par exemple, que I'exploitation des mines de charbon
se présente sous des formes qui rendent I’extraction plus ou moins difficile,
que la qualité des matiéres premiéres offertes a4 une industrie quelconque varie
avec le temps et le lieu, que le personnel embauché, méme lorsqu’il est soumis
a des examens scientifiques, a des aptitudes variables, etc...

Le chef d’entreprise lui-méme a une formation culturelle qui différe de celle
de son voisin; ils ne peuvent, tous deux, connaitre tout des méthodes d’orga-
nisation du travail, de la comptabilité, de leur fabrication, et leurs aptitudes et
leurs goits sont nécessairement différents. La réflexion nous conduit done,
logiquement, a cette hypotheése, qui est d’ailleurs confirmée par I'étude expé-
rimentale de la répartition statistique de la productivité.

3. Principes de la comparaison d’articles de dimensions variables.

Les seuls obstacles rencontrés lors des comparaisons de productivité concer-
nant des articles identiques, sont de nature matérielle. Au contraire, des
difficultés d’interprétation surgissent dés que les articles différent.

11 est toutefois intuitif, qu’entre I'identité parfaite et la non-comparabilité
totale, il existe des stades intermédiaires et que la comparaison n’est pas
dépourvue de sens lorsque I’analogie est assez étroite entre deux produits.

11 arrive fréquemment que des produits de méme nature, fabriqués selon
des procédés analogues, ne different que par des caractéristiques dimension-
nelles. Un exemple en est donné par les productions métalliques de laminés,
de tréfilés ou de tubes.

11 est clair que du fait de ’analogie des procédés, les influences des conditions
générales s’exercent sur les produits de toutes dimensions et selon une fonction
continue des caractéristiques du produit, mais les influences aléatoires sub-
sistant, une description compléte du phénoméne ne peut étre donnée qu’en
utilisant la théorie de la régression, celle-ci ayant lieu entre la grandeur étudiée
(productivité) et les caractéristiques. La représentation de la productivité
par entreprise dans un ensemble économique homogéne, qui, pour un produit
déterminé (la traverse de chemin de fer, par exemple), se fait sous la forme
d’une distribution unidimensionnelle, se fera, dans le cas du fil métallique,
sous la forme bidimensionnelle, et pour le tube d’acier, par exemple, tridi-
mensionnelle.
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Nous comprenons désormais dans quelles conditions nous effectuerons les
comparaisons de productivité, que ce soit dans I'espace ou le temps.

La comparaison de deux échantillons d’entreprises appartenant & deux
époques ou & deux pays différents, se raménera a celle de deux populations
unidimensionnelles, s’il s’agit de produits parfaitement définis. Mais s’il
s’agit de produits dépendant d’une ou de plusieurs caractéristiques continues,
la comparaison sera celle de deux ensembles bi ou multidimensionnels, ayant
chacun leurs répartitions marginales propres et leur régression propre.

Lorsque les caractéristiques varient, non plus d’une facon continue, mais
par sauts, comme, par exemple, dans le cas de produits normalisés dont les
dimensions ne prennent qu’'un nombre fini de valeurs, nous adnettrons encore
I’existence d’une fonction de régression dont seuls quelques points sont connus
et les comparaisons entre pays resteront possibles, méme si les dimensions
type choisies ne coincident pas (cela peut arriver si les deux pays ne possé¢dent
pas la méme unité de mesure).

Ce qui est essentiel, c’est que les comparaisons ne vont plus porter sur les
résultats effectivement obtenus par les entreprises du premier et du second
échantillon, mais sur les caractéristiques d’ensemble de ces échantillons, et
que, par conséquent, ces comparaisons vont rester possibles, méme si ces
derniers ne s’interpénétrent pas, c’est-a-dire, méme si les gammes de pro-
duits fabriqués ne se recouvrent en aucun point.

En effet, la connaissance de la répartition multidimensionnelle qui nous
est fournie par I'échantillon, s’étend au deld des limites de celui-ci et nous
renseigne, en quelque sorte, sur la productivité probable qui serait observée
pour des productions encore non réalisées, les conditions économiques (et
autres) d’ensemble, restant les mémes.

Les comparaisons seront donc effectuées sur des ensembles d’aprés les
méthodes de la statistique mathématique et le genre de probléme a résoudre
sera celui-ci : deux échantillons d’entreprises etant donnés, est-il raisonnable
d’admettre que ceux-ci appartiennent, ou non, 3 une méme population infinie
théorique. En d’autres termes, est-il possible d’admettre que ’ensemble des
conditions économiques, techniques, psychologiques et humaines, qui existent
pour I’échantillon n® 1, existent aussi pour ’échantillon n° 2, et ceci, méme si
les caractéristiques des produits sont différentes en 1 et en 2?. Il suffira que les
procédés de fabrication soient les mémes, pour qu’il soit possible d’imputer
les différences observées aux autres facteurs de productivité. L’élude se pour-
suivra normalement, d’ailleurs, quant a I'influence de chacun des facteurs,
sous la forme, par exemple, d’une analyse de corrélation.

La méthode reste valable lorsque les procédés sont différents, mais lorsqu’il
en est ainsi, il n’est plus possible de savoir si la différence est due aux procédés
ou 4 d’autres facteurs, et la comparaison est seulement globale.
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DEUXIEME PARTIE

DETERMINATION ET CALCUL DES FONCTIONS DE REGRESSION

19 Chagque entreprise ne fabrique le produit que dans une dimension seulement.

Pour fixer les idées, nous prendrons I’exemple simple du fil métallique.

Chaque entreprise fournit alors un point sur le diagramme productivits,
diamétre, dont 'abscisse (le diamétre) est certaine. On dispose alors de tous
les procédés statistiques classiques pour rechercher la régression de la produc-
tivité par rapport au diamétre.

En particulier, si I’on suppose que pour chaque valeur de la caractéristique,
la productivité suit autour de sa movenne une loi de Laplace Gauss d’écart
type constant, on peut appliquer la méthode des moindres carrés et ajuster
un polyndme de degré quelconque aux résultats observés.

20 Chagque entreprise fabrique une gamme de produits.

2. 1.) Soient Q;, Q... Q,, les quantités fabriquées sur les valeurs ¢,, ¢,...,
c, de la caractéristique.

On pourra choisir arbitrairement I'unité de mesure des quantités produites;
il suffit que la caractéristique ¢ restant fixe, le travail dépensé soit proportion-
nel a4 ces quantités. De méme, I'unité de la caractéristique pourra, dans le
cas du fil métallique étre le diamétre, son inverse, la section ou le poids au
métre.

Il vient naturellement a I’esprit de se poser la question suivante :

— Quelle est la valeur de la caractéristique c telle que le méme temps est
nécessaire pour fabriquer la quantité totale de produits sur ¢ uniquement,
ou pour la fabriquer en diverses dimensions ¢, ¢, ..., ¢, et respectivement en
quantités Q,, Q,..., Q,?

Il s’agit donc de calculer une moyenne possédant la propriété évidente de
conserver les temps nécessaires.

Soient :
b, tl, AR ] tn

les temps nécessaires & la production d’une unité sur les valeurs
Ciy Coy «vey Oy

de la caractéristique dans une entreprise déterminée. Alors, le temps total
est :

T=Qt+ Qts+ ... +Qut,

Soit ¢ (c) le temps nécessaire pour fabriquer I'unité de production sur la carac-
téristique c.
Alors, notre probléme s’écrit :

Qt(c)=T
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ou
Q=Q+ Q@+ ...+ Q

T qui est le temps nécessaire a la production du complexe, est supposé connu,
mais ¢ est une inconnue.

Diverses hypothéses sont possibles quant & ¢ (c). Nous allons en étudier
quelques-unes, en commengcant par les plus simples, et nous finirons par P'étude
d’une hypothése trés générale qui permet d’étendre les possibilités de la
méthode de calcul de la régression par les moindres carrés.

2. 2.) Supposons la fonction t (c) connue.

Nous poserons t =4 (c) et nous supposerons que la forme de la fonction ¢
est certaine.
Cette fonction est évidemment particuliére & I'entreprise considérée.
On aura :
h=¢(a)... a =¢ ()

T=Qo(r)+ ... + Quo(ca)

T=0Q¢(c)

d’ou :
et d’autre part :

il vient donc :

t=n

Qe (0= 2 Q¢ (e)

équation qui, résolue en ¢, fournit une racine co qui résout le probléme.
On remplacera le complexe :

Ql, Qh S ] Qm T

cl’ c” * 00y c,‘
par les quantités :
QT o

Remarque : Si les temps ¢, ty.., t, étaient connus, on pourrait penser i
placer directement sur le diagramme général par entreprise (Productivité en
ordonnées, caractéristique en abscisses) les points (c;), ¢;; (cg), Ca; - (Cy)y Cp-

On risquerait pourtant de commettre une erreur due au fait que ces temps
forment une classe particuliére parmi I'ensemble des résultats, puisqu’ils.
correspondent & une méme entreprise. Dans I'estimation des caractéristiques
générales d’un échantillon, il en résulterait une pondération involontaire selon
le mombre de valeurs de la caractéristique ¢y, ¢, ..., ¢, qui donnerait aux diverses
entreprises des importances différentes. Il est donc préférable de rechercher &
déterminer co.

Pratiquement on ne connait presque jamais la fonction @ (c), mais il n’est
pas impossible qu’une entreprise particuliére ait procédé a une étude de temps
permettant de retrouver g.

2. 3.) La fonction g (c) est inconnue, mais on peut en obtenir un ajustement.

Si on connait les résultats Q;, Qp ...Q,, ¢, Co.. ¢, et les temps unitaires
correspondants, t;, ty, ...t,, on peut ajuster une fonction ¢ a ces résultats,
lorsque n est assez grand.
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De cette fonction, on déduira la valeur de ¢, telle que, si I’on avait fabriqué
sur cette caractéristique seulement, le temps le plus probable que I'on aurait
réalisé aurait précisément été égal a T.

2. 4.) La fonction ¢ (c) de chaque entreprise n’est pas connue, mais la fonction
de régression telle qu'elle apparait au 1° est connue.
’

"Désignons par ys cette fonction.

Cette fois, les temps ¢y, t5, ... 1, ne sont pas connus, mais on peut chercher
3 leur attribuer une valeur en utilisant une pondération au moyen de la fone-
tion ¥,

On peut alors proposer la formule :

t=an

QY (w) = 3 Q¥ (c)
analogue a celle citée en 2. 2.), mais avec la différence que la fonction ¥
utilisée est la méme pour toutes les entreprises. Cela revient & choisir pour
t, la valeur la plus probable s (c,) ou valeur moyenne.

S’il est évident qu’une telle pondération est valable lorsque I’entreprise
est voisine de la moyenne, il n’en est pas de méme lorsque celle-ci s’en éloigne,
sauf, peut-étre pour certaines formes de distributions conditionnelles de la
productivité (distribution statistique de la productivité lorsque ¢ est constant).

D’autre part, la connaissance de la fonction suppose une étude préalable,
basée sur des renseignements qu’il est peu probable d’obtenir sous la forme
voulue.

2. 5.) On ne connait que les quantités Qq, Q,, ...Q, fabriquées dans chaque
usine les valeurs ¢, c, ..., ¢,y ainsi que le temps total T utilisé.

Hypothése 1. — 11 existe, dans une entreprise déterminée, un grand nombre
de facteurs généraux de productivité, tels que les capacités d’organisation de
la direction, le systéme de salaires, le climat de I’entreprise, la valeur de
I’équipement. Ces facteurs influent, généralement, sur toute la gamme des
produits fabriqués sans qu’un produit déterminé soit favorisé par rapport aux
autres.

C’est pourquoi il nous semble naturel d’admettre soit que :

Si la probabilité d’observer un temps unitaire supérieur a ¢, pour une valeur
¢; de la caractéristique, est’ P, celle d’observer un temps unitaire supérieur
a ty pour la valeur ¢, de la caractéristique, est aussi égale & P, lorsque ¢, et ¢
représentent des temps unitaires d’une méme entreprise.
ou encore que :

Si la densité de probabilité est x en t;, c,, elle sera aussi égale & r en 25, cy,
les temps unitaires ¢, et ¢, correspondant & deux valeurs distinctes de la carac-
téristique, mais & une méme entreprise.

Cette derniére hypothése semblera plus familiére si nous faisons remarquer
qu’elle ne correspond qu’a attribuer une méme valeur de la vraisemblance
& tous les résultats observés dans une usine.
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Dans le premier cas, si nous posons :

=P, {t> t/e}

on peut transformer cette relation, et, moyennant certaines conditions de
régularité, écrire :

te =1 (¢, )
done .

th =1 (e, X)

L= f (ca, )

t, = f (cm )‘ﬂ)
et notre hypothése revient 4 admettre que :
dp=1g ... =)=\

On peut remarquer d’ailleurs que la seconde hypothése s’exprime de la
méme facon, mais que la fonction f sera, en général, différente.
Nous pourrons donc, en partant de la relation :

(2. 5. 1.) Qty +Qats+ ... +Qt,=T
écrire :
(2.5. 2. Qflen,d) + Qafles, ) + oo + Qufleay)) =T

Cette équation admet en ) une racine )o, et nous prendrons pour valeur de
¢ moyen, la valeur ¢, telle que :

(2. 5. 3) T=0Qf (cns 2)

Cas particulier :

En utilisant (2. 5. 2) et (2. 5. 3), on obtient I’égalité :
(2.5.4)  Quf(e,?) + Qefles,?) + ..o + Quflen,?) = Qf(c,,?)

I1 peut arriver que celle-ci ait lieu pour une certaine valeur de c,, quel que
soit A et donc aussi pour Jo.

En donnant & ) une valeur fixe quelconque, f (¢, 1) devient une fonction
de ¢ seulement, qui servira au calcul de c, pour toutes les entreprises, et la
solution,du probléme sera trés simplifiée, comme nous le verrons plus loin.

Eaxtension du procédé de calcul de c,, dans le cas d’'une hypothése plus générale
(Hypothése probabiliste).

Admettons I'existence d’une fonction f (¢, )) telle qu'a chaque entreprise
correspond une valeur de ) bien déterminée (qui exprime sa productivité
indépendamment de ¢).

Supposons que pour une entreprise donnée les temps unitaires &y, &y, ... ¢,
correspondant & des caractéristiques ¢, ¢y, ... c,, solent déterminés par un pro-
cessus stochastique ne dépendant pas de ), mais que :

E[t)]=f(ey, ?)
(2. 5. 5. E [t:/2] = f (csy 3)

E [tn/l] = f (e 3)



— 147 —

alors 'espérance mathématique du temps total T nécessaire a la production
du complexe est :

E[TN=E[Qt+ Qta+ ... + Quti]
= Quf(e,)) + Qafles?) + oo + Quf(end)

En remplagant E [T/)] par la valeur T effectivement réalisée, on obtiendra,
en résolvant en )\ I'équation :

(2. 5. 2.y Quffe, )+ Qaflea?)+ oo +Qufley?) =T

une estimation )o de X. ,
)o et T étant des estimations de ) et de E [T/a] I'équation :

(2. 5. 3.y T=0Qf(c, )

résolue en ¢, fournira alors une estimation de c,,.

Cas particulier :

On peut écrire que 'espérance mathématique du temps total T'nécessaire
a la production d’une quantité Q quelconque pour la valeur ¢, de ¢, est :

E[T'A] = Qf(en })

Si, en particulier, Q = Q, + Q; + ... + Q,, le complexe équivalent T,
Q, ¢, tel que :
E [T’/A] = E [T)1]
sera tel que :

(2. 5. 4.) Qflen,?)+ oo + Qiflend) =Qf(e,,?)

Si cette égalité est indépendante de % du fait de la forme de la fonction
f (c, &), la valeur de ¢, sera déterminée au moyen d’une fonction de c seulement
comme dans le cas particulier précédent.

2. 6.) Traitement mathématique des cas particuliers du paragraphe (2. 5.) :

Cherchons 4 quelle famille de fonctions, f (¢, A) doit appartenir pour que la
relation (2. 5. 4.) soit valable quel que soit ).

L’hypothése est la suivante :

Etant donné un ensemble Q;, Qg, ..., Qu, €1, Cay -.- €y, il existe une valeur ¢
telle que :

1=n

(2. 6. 1) 3 Qlf (e,) — (6] =0

a lieu identiquement en \.
Nous allons montrer que si une fonction f (¢, 1) est telle que :

(2.6.2) Quflen?) + Qfle?) =(Q+ Q)fle?)

a lieu quel que soit A pour une certaine valeur de ¢ quand Q,, Q,, ¢, c; sont
donnés arbitrairement, cette fonction peut satisfaire (2. 6. 1.).
En effet, si (2. 6. 2.) est réalisé, on peut écrire :

Qflend) + Qfle?) + Qflen?) =(Q+ Q)fed)+ Qfled)
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mais puisque la propriété est supposée vraie pour n = 2, le second membre
se transforme et s’écrit :

(Qu + Qs + Qi) f (¢, 2) e. q. £ d.

et la démonstration s’étend & n quelconque.

Soit :
(2. 6. 3.) Qflen?) + Qfled) =Qffed)

Pour

A=

on a :
(2. 6. 4.) Qfleyh) + Qiflesds) =Qf (62
et enfin on a :
(2. 6. 5,) Q+Q=0Q

Les équations (2. 6. 3.), (2. 6. 4.), (2. 6. 5.), forment un systéme homogene
admettant une solution en Q, et Q,, donc le déterminant

f (cb )‘1) f (CS’ )‘1) f (c) )1)
f (er, ) f (cas 2) fle,) | =0
1 1 1

Cette derniére condition, lorsque Q,, Qq, ¢;, c;, sont donnés arbitrairement
devant &tre remplie pour au moins une valeur de ¢ quel que soit A.
En mettant (2. 6. 4.) sous la forme :

R (o) + @ o) = f (61
et en remarquant que :
o<T<t t<T<t
on peut démontrer, en supposant pour fixer les idées :
f(eny 1y <<f (en 1)

<) + R o) < F )

que :

f e ) <

Ce qui prouve que si la fonction f (c, );) est continue en ¢ en tout point, élle
admet toujours une racine satisfaisant (2. 6. 4.).

En donnant & Q, et Q,, toutes les valeurs positives possibles, ¢ peut méme
prendre toutes les valeurs de l'intervalle ¢;, c,.

Comme il est nécessaire que les équations (2. 6. 3.), (2. 6. 4.), (2. 6. 5.),
soient satisfaites non pas pour un seul systéme de Q,, Qg ¢;, ¢3, mais pour tous
les systémes possibles, il faut donc aussi qu’elles admettent une solution quel
que soit c.

En développant le déterminant selon les éléments de la troisiéme colonne,
on obtient une condition de la forme :

oM fed) +kfle,)+¥0)=0
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Ce qui veut dire que f (c, ) posséde nécessairement la forme :
fed)=0()p(c)+ ()

On vérifie immédiatement que cette condition est suffisante en substituant

f(c, )) dans (2. 6. 1.).

Remarque : Si la répartition des entreprises autour de la courbe de régression
est normale avec un écart type constant, on peut écrire :

fle,))=¢e()+8g()

et nous sommes dans les conditions d’application des développements précé-
dents :

i=n

2 Qlf (es ) —1 (e, ] =0
g’écrit :

i= i=nu

2 Qe =¢() 2 Q

2. 7.) La fonction f (c, )) est inconnue, mais on suppose qu'elle peut s'écrire
f(es)) = @ (c) + g (\) (Hypothése 1 non probabiliste).

Les éléments que I'on suppose connus, concernant les usines sont les suivants :
Pour chaque entreprise, le complexe :

Q, a3 Qg 25 o5 Quy ca

relatif & une période définie, et le temps total T nécessaire & la production de
ce complexe.

On supposera d’autre part que g ()) définit une répartition normale, et que
I'on peut donc employer la méthode des moindres carrés.
Notations :
Soit i I'indice de I’entreprise
1<t

Soit j I'indice relatif & une quantité fabriquée sur une certaine valeur de la
caractéristique dans l'usine @

1I<i<k.
Caractéristique : ¢,
Quantités : Q,
T
T itaire global : ¢y = &4
emps unitaire g w=Tq;

Détermination de la fonction ¢ (c) :
La caractéristique moyenne ¢, relative & I'entreprise i est alors déterminée
par I'équation (voir remarque du paragraphe (2. 6.) :

=K

@ 7. 1) 37Q, 86 =0 @3 Q (=12 ...,n)



— 150 —

et 'application de la méthode des moindres carrés revient & rechercher quelle
fonction ¢ appartenant 4 une famille définie rend minimum P’expression :

@2.17. 2) E, [r, — ¢ ()1
Comme on peut d’aprés (2. 7. 1.) écrire :

?.(;I) = J=K, _|=2~.l Qul ¢ (clf)

1 =k
E QIJ
=1

J

on obtient en substituant dans (2. 7. 2.), la condition :

(2. 7. 3.) Eh—3X %—" ¢ (c,)]* minimum
‘ J i
ou la notation Q, est employée pour :
Q=2xQ,

Le probléme est alors résolu en principe lorsque la famille proposée pour ¢
est connue.

Ezemple :

@ appartient & la famille des fonctions linéaires de c :

Cherchons & ajuster une fonction linéaire aux observations.

Soit :9o =ac+ b
Notre équation s’écrit :

Q,

Er,—2 Q (a ¢, + b)]* minimum.

On voit aisément qu’en dérivant par rapport & a puis & b, on obtient deux
équations linéaires, comme cela a lieu par la méthode ordinaire des moindres
carrés.

Ainsi, on a :

Q,C, 5 Q, C\* Q, G,
2. 7. &) S‘J?t'—‘Q'—-—ag(}:—‘Q.—’)+b2‘}E 0
et :
@2. 7.5.) EE%‘—”:aEEQ—b—Cq-{-bn

wer bt
I1 en résulte que la connaissance des c, et Q, permet donc de déterminer
quand mé&me la régression ¢ = a ¢ 4+ b et que I’on retombe sur un cas analogue
au cas classique.
Nous remarquerons enfin que 'on obtient encore des équations linéaires
si 'on désire ajuster un polynéme de degré n quelconque aux observations.
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(2. 8.) Détermination de la fonction de régression dans le cas de I'hypothése pro-
babiliste :

Soit ¢, le temps unitaire global correspondant a I'entreprise i. On a alors :

Bl 0=F|g| =g BT =G

ol c,, est déterminé par (2. 5. 4.)".

Nous pouvons écrire :

T, = 2+ Yy
ol
T = Tl—f(cm’)‘)
y = f (cm’ 1)
Les variables z et y étant telles que :
Efz] =0 E[y] =L f (e ) da

on en déduit que ;

E [Tl] = ﬁl m’ )) d ‘
Supposons que :

(2. 8. 1) Fle,) =00 e +v@)
Dans ce cas :
(2. 8..2) Efx] = f2[00)w () +v W] da

et 'on voit que E (t,) ne dépend que de c,.
Appliquer la méthode des moindres carrés revient a rechercher la fonction
p (c) choisie dans un ensemble, qui rendra I’expression :

(2. 8. 3.) T [(r, — E [,]'?| minimum

Mais pour que cette méthode soit applicable, il faut que :

E[r—E[])}/
soit indépendante de c.
Or d’aprés (2. 8. 1) et (2. 8. 2) :

T—E[]=00)u()+v0)—wl) f1o0)d)— f1v(
d’ou :
(t—E [ = jle ) d2]® us )-—2u.( — Lo dN”
jl N +[v ) — Ly dl]’

En prenant l’esperance mathemathue de cette expression, on peut voir
que si la fonction :
— 1o (a)da

n’est pas nulle en moyenne (1),

E[(=—E[])¥d

{1) Nulle en tout point sauf sur un ensemble de mesure nulle.
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est de la forrhe :
apt(c)+ du(c)
fonction qui, quel que soit @ non nul et b (méme nul) ne pourrait étre cons-

tante que si la fonction . (c) ne pouvait prendre qu'une ou deux valeurs par-
ticuliéres.

Ainsi donc en général :

E [( — E [])¥c]

ne sera indépendante de ¢ que si la fonction :

() — fle(d)d)
est nulle presque partout.
En se restreignant pour § ()) & une fonction continue, il faut donc que :

6 — [16(2)dr=0
ce qui entraine :
6 (1) = constante.

et 'on vérifie que la condition est suffisante.
La seconde condition d’application de la méthode des moindres carrés est
que T soit réparti lorsque ¢ est constant, selon une loi de Laplace-Gauss.
Dans ces conditions, nous écrirons en convenant que c, désigne la valeur
de c, relative 4 l’entreprise i :

Elr]=Kp (;3-.) + K,

ol ;‘ est déterminé par :
iI=k . =Kk
(2. 8. 4) L R Qre)=e@ E

car quels que soient K; et K, on peut effectuer la simplification comme a la
« Remarque » du paragraphe (2. 6.).
La condition (2. 8. 3) s’écrit alors comme (2. 7. 2.) :

:?, [x, — (K;  (¢) + K,)]* minimum.

Comme la fonction qui nous intéresse est :
¢ (c) =E[t/c] = K (c) + Ke

et que I’équation (2. 8. 4.) ne change pas quand on multiplie . (¢) par K; et
qu’on ajoute K; quelconque, on retrouve exactement la condition (2. 7. 2.), et
le calcul pratique se poursuit de la méme facon.

2. 9.) Généralisation au cas ou le produit dépend de plusieurs caractéristiques.

Désignons par a, @, ..., 6 les caractéristiques au nombre de p.

Pour simplifier nous désignerons symboliquement cet ensemble par la
lettre ¢, qui représente alors un point dans un espace & p dimensions.

Les considérations développées au paragraphe (2. 5.) restent valables, mais
le systéme des équations (2. 5. 2.) et (2. 5. 3.) ne permet plus de déterminer
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¢y, d’'une maniére unique. En général, ¢, pourra appartenir & un ensemble
défini par p — 1 paramétres.
De méme dans le cas de 'hypothése probabiliste, on peut encore poser les
équations (2. 5. 5.), ¢y, ¢y, ..., ¢, Feprésentant n ensembles de p paramétres.
Cependant le traitement mathématique du cas particulier, ot I'identité :

Qiflen?) + QflenNl + oo + Quflend) =Qf(c,?)

alieuen ) pourunc, donné reste valable. En effet, le probléme s’exprime tou-
jours par (2. 6.1.), la démonstration par récurrence peut étre généralisée, et les
équations (2. 6. 3.), (2. 6. 4.) et (2. 6. 5.), donnent lieu aux mémes conditions.
Le déterminant doit encore étre nul quel que soit ¢, car en faisant varier
Q1 Qq ¢y, ¢, la variable ¢ décrit son domaine de variation.

Le développement du déterminant redonne la condition :

fled)=060)p()+=()
Dans le cas de I'hypothése non probabiliste, (2. 7. 1.) et (2. 7. 2.) deivent
étre vérifiés et conduisent a (2. 7. 3.).
Lorsque la fonction ¢ dépend linéairement de ses paramétres, on est encore

conduit & un systéme d’équations linéaires.

Les mé&mes considérations s’étendent au cas ou 'on fait I’hypothése proba-
biliste.

Conclusion :

Plusieurs méthodes d’ajustement de données ont été propesées.

1o Déterminer pour chaque usine une fonction ¢ = ¢ (¢) qui caraetérise
la régression dans U'usine de t par rapport a c. Utiliser ¢ (¢) pour la pondéra-
tion des résultats et le calcul de ¢ moyen.

20 Utiliser une fonction g (c) (se rapprochant le plus possible de la fonction
de régression réelle) obtenue d’aprés les résultats d’un calcul de régression.

3° A la rigueur, utiliser une fonction ¢ (c¢) théorique basée le plus objecti-
vement possible sur les faits. Par exemple, pour la production du fil de fer,
le temps est d’autant plus élevé que le diamétre est plus fin (car il faut un plus
grand nombre de passes). On peut donc proposer par exemple, une fonetion

du type :
1

t=ﬂ

40 Faire le calcul de régression d’aprés la méthode que nous avons indiquée
en dernier lieu.
a) Siles Q,, ne sont pas trop nombreux, en particulier si les k, sont faibles,
calculer directement.
b) Siles Q, sont nombreux, chercher pour chaque entreprise la répartition
des quantités fabriquées dans des intervalles ou classes choisis a4 I’avance
et prendre pour valeur des c, les centres de ces intervalles.

Frangois BAsTENAIRE.

Statisticten au Comité National de la Productivité.



