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L’évaluation des probabilités des lois binémiales.

10 Le terme général de la loi bindmiale est, avec des notations usuelles :

!
(1) y=n(nL'_;T!P'T"-

La quantité a évaluer est, suivant les cas, un terme isolé ou une somme de termes
consécutifs.

Il 0’y aurait aucune difficulté pratique 4 évaluer un terme isolé, si 'on disposait
couramment de tables de la fonction log n!; c’est en partie cette considération qui
nous a conduit i en publier une, avec sept décimales, valable jusqu’a 100, dans [2].

Il n’y a de méme aucune difficulté & évaluer une somme de termes lorsque I'on
dispose des tables de K. Pearson de la fonction I, (r, s), comme le signale spéciale-
ment M. Fréchet dans [4].

Ces deux possibilités ne détruisent pas l'intérét qu’il y a a disposer de bonnes
formules approchées, surtout si celles-ci sont accompagnées d’indications sur la
précision qu’elles assurent. Bien des auteurs se sont penchés sur ces questions;
leurs travaux nous ont inspiré quelques réflexions ainsi que le désir d’apporter une
certaine contribution & cet édifice; la lecture de 'ouvrage [4] de M. Fréchet nous
a incité a préciser, ainsi qu’il suit, notre point de vue sur ces questions. Les travaux
antérieurs que nous avons plus spécialement pris en considération sont ceux de Miri-
manoff [5] et [6], ccux de Feller, — sur lesquels notre attention a surtout été attirée

par les quelques mentions faites de [3] par M. Fréchet dans [4] —, et enfin ceux de
notre ouvrage [2].

20 Du point de vue de I’évaluation d’un terme isolé, les auteurs se limitent au
cas des termes voisins du maximum; nous avons déja marqué dans [2] que les for-
mules a appliquer n’étaient pas les mémes suivants que le terme est a une distance
de ce maximum de I'ordre de (n p ¢)''* ou de (n p ¢)''%; le cas ol ce terme est trés
voisin du maximum est encore différent; enfin, nous aurions pu préconiser une for-
mule spéciale pour lc cas ou le terme est 4 une extrémité; si par exemple p est infé-
rieur & 1/2 et si r est petit, le rapport n!/ (n —r)! qui figure dans (1) parait devoir
étre remplacé par n(n—1) (n—32). ... (n—r+1), produit auquel s’applique la for-
mule qui suit, extraite de [2] :

@) n! (n_r—l)' '1_(r-|-1)r(r—1)

(n—r)!'= 2 ] 24(n_,;1)2

+(r+1)r(r—-1)(r——'2)(r—3)(5r+7) -

) o
5760 <n —5 ) |

30 Toujours du point de vue de I’évaluation d’un terme isolé dans la région du
maximum, les auteurs différent a la fois par la place de l'origine et par la formule

qu’ils appliquent pour remplacer les factorielles. Examinons un peu ces points avant
d’indiquer les résultats obtenus.

3-1. Presque tous les auteurs, et en particulier Mirimanoff, comptent les termes
A partir de np ; pour nous, il y a une origine qui s’impose : c’est ’abscisse du sommet
de la courbe représentative de la fonction continue :

F'(n+1) . s
(3) T F O n—rF P 7T "
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Nous avons dans [2] situé ce sommet & 'abscisse,

(4) npt+ P E1- 2
Pg 1.2
(n+ =)

et nous pensons avoir établi que le premier terme négligé est en 1/nt.
Quant a Feller, il a, dans [3], pris pour origine

(8) (n+ 1) p—1/2,
ce qui est équivalent aux deux premiers termes de (4).

3-2, Pour remplacer les factorielles, chacun utilise la formule de Stirling; cepen-
dant la question vaut d’étre examinée d’un peu plus prés.
La formule usuelle est :

I @.Exp 1 1 1

2w 360 T 1260 "

Nous avons remarqué que Feller employait (6) sous une forme légérement diffé-
rente, & savoir :

M p_(w+ ! 2= <u+1)"+‘

(v 4+ 1) u+t1 e

L’avantage qu’'il y a a agir ainsi est double : on gagne un peu sur la précision,
et surtout on peut appliquer la formule (7) quelle que soit la valeur de u, positive
ou méme nulle.

M. Fréchet a signalé en fin de [4] que nous avions attiré son attention sur V’ex-
pression suivante :

1 =9~ u-|—-1-—"+% |
8 ul=vy2= ) E zp

1
Ezp 3 VITES VI

Wy
1
2 (u +5)
Nous avons publié dans [2] cette méme formule, sans toutefois la limiter, et depuis

nous avons établi que I'exponentielle de (8) est toujours comprise entre une limite
supérieure égale soit a 1, soit a '

avee 0 <o, <<1.

e

— 1‘ 7 |
©) T n (v+3) o ) ;

et une limite inférieure que ’on peut prendre égale soit a (10), soit & (11) :
S S e
1
-1 " 7 . 31 '
2% (u+3) 2880 (u+3) 40320 (u + 1)
(w3) 290 (u+3) (v +3)

(10) Ezp

[e—

(11) Ezp

On peut évidemment appliquer & (8) une remarque analogue a celle qui fait passer
de (6) & (7); le terme principal est

(12) Vs <“ + g)'“’;
u+1 e
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Voici pour quelques valeurs particuli¢res de u, comment s’établit la comparaison
entre les termes principauz de différentes formules que nous venons de passer en
revue; des considérations pondérées de simplicité et de précision militent sérieuse-
ment en faveur de ’emploi de la formule (8). Il y a seulement que, pour les faibles
valeurs de u données surtout A titre de curiosité, (7) et (12) paraissent préférables,

u —1 —1/2 0 1 5
T (u+1) = u! ®© Vr 1 1 120
Formule (6). . » » 0 0,922 118,02
“a e (D). ® 0,86 V= 0,922 0,959 118,34
»  (8).. » 1,61 V= 1,075 1,028 420,91
»  (12).. ® 1,04 V= 1,028 1,017 120,77

49 Voici maintenant les résultats auxquels on est conduit.

4-1. Les résultats exposés par Mirimanoff et Dovaz dans [6] peuvent &tre regardés
comme trés classiques, en ce sens que I’origine est prise en np, et que c’est la formule
usuelle (6) qui a été utilisée par ces auteurs. L’expression établie est valable seule-
ment pour npq au moins égal & 9 et pour |z |=|r—np| < 2 Vnpg; de ce point de
vue elle est incompléte; quoi qu’il en soit, elle est :

2’:; l e
L (9—p) %( z? > + —
13) y = PRI et JE. ¥ (PRI ul — 0,1
43 v= e |} T 27pg t3wpg)) T npgvnpg BVl

4-2. Feller, dans [3], prend pour origine np 4 (p—gq)/2; pour n!, il utilise la for-
mule (7), non pas d’ailleurs pour I'un des avantages signalés a propos de cette for-
mule, mais sans doute parce que son emploi constitue en I'occurrence une véritable
astuce de calcul, favorable & I'obtention d’un résultat relativement simple. Pour r!
et pour (n—r)!, c’est la formule (8) qui est utilisée. Plus précisément voici les for-
mules qui ont servi aux calculs de Feller :

u+1 w+g —1 7(1 4+ 8,)
(14) u!= 2= 2) Eazp |- 1\ + 1\8
<—e 2% (u+§) 2880 (u+§)
2% fu4 1\u+1 1 1+ 6, ;
'= —_—
15y ul u+1< e > E””312(u+1) 360 (u + 1)

ou | ®i|<% et ou ©, —= 0 lorsque u —> -

Le résultat de Feller est :
Si r et n—r sont au moins égaux a 4, posant

gy=r—np—(p—q)f2 et *=(n+1)pg
'1 ] v—1___ (. v—1 v
P (—aqy ' =
E —_—
cV2m xp\ 2

(16) y = 2, o (v —1) gy
12 o 442
+2—4-u§3(p”“—(-—q)"“)f?,,_g'-i- ;}kcapq-—ng

avec
7, 1 7
0<e<g|smeip + 3

1 1
1\8 * 1\s |-
(+3) (r=r+y)
Ce résultat est remarquable & plus d’un titie; il suit certainement la réalité de
trés prés, et les termes en 2, sont donnés sous forme de séries infinies, pour la pre-
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miére fois semble-t-il. §'il y a mieux a faire, ce ne peut guére &tre que dans les voies
suivantes : partir d’une origine plus précise, utiliser (8) au licu de (7) méme pour n!,
et surtout limiter (8) de fagon plus stricte que cela est fait par le ©, de Feller.

4-3. Nous avons publi¢ dans [2] ce & quoi conduit ce qui nous parait pouvoir &tre
fait de mieux a la fois des points de vue de I'origine et des expressions des factorielles,
mais nous n’avions pas eu alors I'idée, comme Feller dont les travaux n’étaient pas
publiés au moment ou nous établissions notre manuscrit, de les présenter sous forme
de séries infinies.

Nous donnons ci-aprés (17) qui est extrait de [2], et nous y ajoutons une expres-
sion inédite — Pexpression (18) — dans laquelle se trouvent, de fagon explicite ou
sous I'un des signes 3, tous les termes qui figurent dans (17). Cette expression (18)
est obtenue en écrivant que de la quantité n!/r! (n—r)! on a d’une part une limite
supérieure si I'on remplace n! par une de ses limites supéricures — en I'occurrence,
celle donnée par (9) — et r! ainsi que (r—r)! par des limites inférieures — en I’oc-
currence celles données par (10) —ct on a d’autre part une limite inférieure si I'on
fait usage de (11) pour n! ct de (9) pour r! ¢t pour (n—r)!

Posant :

1\
s=r—np—(p—g2—a et 61’=(n+-2)pq

1 1 2 — q)3

(17 =—— Ez _(_w_ (p—29)?®
) y V2= P o,° 2+ 4 )
1/ 2#p—q) , 2*pg (1—pepg
""614(— L S— )

A _2#(1—3pq  2(p—qpg  2*(1—2pg—6pgh
+cl°[— o T 6 + a8 "
+—9+22pq+60p*q*—16p39’]

5760
1 ®(p—q (1—2pg  #(1—3pgpg
+;1_8.[— 20 + 8 +.....

+ termes en 1/5,® (b entier > 4) et x (au plus a la puissance b + 1) 2

1 1 v o
I neh o o R AL
+2i4§ﬁ%[”' (= o =T (= +5+ a)'_.]

1—pg 7 1—3pe—pP¢_ ,
24 o2 2880 g%

avec
7 1—3pgq
—-2—8§6——‘_'cls <l et

- — - 3
1 n 1 _1 3 Pq| 1
1\3 1\2 9 1\
(r+3) (r—r+3) 40320 (n + 3)
L’expression (18) ci-dessus comparée 4 (16), c’est-a-dire & celle de Feller, n’a pas
pour elle le mérite de la simplicité, mais elle a des qualités qui méritent de retenir

7
* < 2885
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Pattention, et qui apparaissent surtout si 'on considére son développement partiel
que constitue (17); ainsi :
— le coefficient de z est de I'ordre de 1/n% dans (16); il est de ’ordre de 1/n* dans
(18); ‘
. — pour p=g¢= 1/2, le terme constant sous Ezp est de I'ordre de 1/4n dans (16);
il est de I’ordre de 1/256 n2 dans (18);

— P’écart entre les deux limites soit de g, soit de ) est sensiblement plus faible
dans le cas de (18) que dans celui de (16);

— et surtout, le résultat (18), au contraire de (16), est donné comme valable
quels que soient r et n—r qui, analytiquement, doivent seulement étre supérieurs

a —1/2

4-4. Peut-étre est-il parfois avantageux de gagner en simplicité, quitte & perdre
un peu en précision; dans cet ordre d’idées, on peut dans (18) supprimer le terme
7 (1—3 pq)/2880g,% a la fuis sous Ezp et dans 'une et 'autre des limites de ), car ce
terme n’a été mentionné a ces endroits qu’afin de pouvoir éerire de fagon compléte
le terme en 1/g,% de la formnule (17); mais on peut surtout partir, comme I’a fait Feller,
de la formule (7) pour évaluer n! : si pour tout le reste on suit la voie qui conduit
aux formules (17) et (18), on retrouve exactement la formule (16), sauf & remplacer
dans cette derniére x, par v+« et a remplacer par 'unité le coeflicient 7/6 de 'iné-
galité limitant p supérieurement: du point de vue analytique, il suffit encore que r
et n—r soiert supérieurs a3 —1/2.

50 Si I’on se horne au cas p = ¢ = 1/2, de nombreuses simplifications se produi-
sent; en particulier tous les auteurs comptent les abscisses & partir de la méme origine
n/2. Posons donc uniformément

z = r — nf2.

5.1.- Mirimanoff indique dans [5] que moyennant les conditions

|z| < 3Vn/2 sin>320u 2! 4Vn/2sin> 50,

qna
19) y= %Ew%—z—j (—-i+% ’“‘)+$zz

5.2. La formule de Feller améliorée comme il est dit en 4—4, donne sans aucune
restriction concernant n : ‘

(20) h= \/Tnz-—i) Ezp

S 22 9 \2e-1
Ny ey (n+ 1)

v

-+

s

1 o 9 2t—1 1
12.2,” s'(n+1> +7f('n—+T)—P'g

avec

0<e<3pm (ni—l— Tt 28780[<r _:1>s+ <n :+1>a]
—r+3


file:///inJ2
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5.3. Les formules (17) et (18) donnent respectivement :

(21) y1=\/ 2—ISE1PS—“21+ 1.1 (z""i%)

'n:(n.{-i ( "+§ <n+-2>2
+ G-_i—%—s (“%ﬁ + %,> + (-n—ifiy 244....)
2 3
(22) y= \/—(———%—-)- Eop | _ 3 9-1 <m ‘%Y— (—( 1) ‘1‘)<z-l-i--14)
=\ n 3 v=13 v o—1) (n + 1
LS 2- (z_%)""_(_ r-(etg) 27 )
T’%f (n-{- %)"_1 +8<n+%)_192(n+%5‘— 1
avec
- "1 <} et
180( +2>“

. . . 7 31 _
1 < 2880 <(r +%>s + (n—r+ %>8> 180 (n + %>s T om0 (n + %)s

5.4 Un résultat intermédiaire des points de vue simplicité et précision entre-ceux
de 5.2 et de 5.3, s’obtient en faisant apparaitre dans I'expression de y préparée pour

aboutir & (18) puis & (22), le facteur [(n + !) f(n + 1):|"; il est :

—2—- pet ' 9 2 —1
23) wm= —— Eep ,§1t(2z—1)(n+1)
n(n+§>
1” 'Zt—l 2 n-t
+3,3, 2 (71)
1 "+3 3 1 _ 7 .
16 (n + 1) 17 2t x 2 (nF1y-? !

1\8
avec pour ); la méme valeur qu’en 5.3.

La formule (23) se préte a une évaluation des erreurs commises si I'on se borne
aux premiers termes des sommes qui se trouvent sous le signe Ezp. Ainsi, avec

0<e<<1t: _
® z2t 2 \*-t 2 a2 4 oA 16 z® 1
< t(2t—1)<n+1) =n+1+3("+1)3+513("+1)51 R
T (n 12
102 2 \®-t 28 1
7.2, () T3y 1p, 4=
' T (n 4 1)2
3 1 _ 1 1
:=4t><2‘(n+1)“‘_s"64(n+1)31 1

IS,
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60 Les différentes expressions passées en revue au 50 attirent I'attention sur les
valeurs qu'elles font correspondre a z=0, suivant d’ailleurs que I'on accepte ou non
le calcul d’un terme sous le signe Ezp. Le tableau suivant est caractéristique des
résultats que I'on obtient; il fait en particulier apparaitre la grande précision qui
correspond au terme principal des formules (21) a (23), sans aucun terme sous Ezp.

FORMULE n 0 1 ) 2 (] 82
i) vrale valeur 1,000 0,6366 0,50000 | 0,31250 | 0,139906
(19) Ve 0,7979 0,6642 | 0,32574 | 0,14106
(20) Ver @ + 1) 0,798 0,5642 0,4607 0,30157 0,18889

(21) & (28) \/ g/,‘(n + é) 1,128 0,6516 0,6046 | 0,31206 | 0,13996
19) v _—2,-‘ Ezp ; - -‘-1; 0,000 0,6214 0,407 | 0,81213 | 0,18006
20) \/r (n2+ - Eow ;‘ — 1)% 1,024 0,638 | ©,8007 | ©,8125¢ | 0,18006

2 / 1 N
(21) et (22) \/ +1‘ Eap ;_._1 -§ 0,879 0,6336 0,4996 0,81249 0,18995
i (' ) 10(n+5)
2
—2 1 ™y
@ . (n+1)n” —Emyny 1| 198 0,06401 0,5000 | 0,81265 | 0,18008
el | *+3
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