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Quelques théorémes de composition ;

Par S. MANDELBROJT.

Dans un Mémoire récent (*), que j'ai écrit en collaboration avec
H. Brunk, le théoréme suivant (théoréme 2 du Mémoire) a été
démontré : ‘

THiOREME A.. — S7 les conditions suivantes sont satisfaites :

1° Les fonctions F(z), ®(z), 3=x+ iy, sont holomorphes dans le
demi-plan x > o et continues sur le demi-plan fermé x > o.

-2 I existe une constante positive 0 telle que

F(z)[=0(5%), |®(=)|=0(3%

lorsque z — o.

3° Les nombres {M,}, {M | étant positifs, logM, et logM, étant
Sfonctions convexes de n, et les nombres {a,}, {b,} étant réels ou com-
plexes, on a pour x >0, n2x1:

. n -
0 F(s) = X a5~ | < Ma| 5],
. 1
(a) ® () — N bys | < My| =]
& 1
) (yy—1=byy_y=0 (v>1).
be '

(oybay =10 (vél)

(*) S. ManpeLsrost et H. Brunk, A4 composition theorem for asymptotic
series (Duke Math. J., vol. 18, n° 2, 1951, p. 297).
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Z MM,
Mn+1 Mn+1 ’
alors l'une des deux fonctions F, ® est identiquement nulle. SiF (3) = o,
onaaussia,—o(vx1),etsi®(z)=o, on aaussi b,—=o(v2>x1).

La démonstration de ce théoréme est essentiellement basée sur les
trois lemmes suivants que j’aurai a utiliser plus loin. Leur demonstra-
tion se trouve dans le Mémoire cité :

Lemme 4. — Soient f(s), 9 (s) deux fonctions holomorphes dans la
bande | t| < ;——r(s = 0 | it) et continues sur la bande fermée. Définissons

. k ST
ces fonctions pourtout s, avec t= 2 L, par périodicité, avec la
période 1.

Supposons qu'il existe deux constantes pasitives M, M' telles que
S| <M, |o(s)| <M lorsque |t < ; ¢ étant une constante réelle,

posons

(3) Hc(w):%ip' F(5)o (% —s)ds,  ow=u-+ip,
. o(w)

ol le chemin d’intégration T'.(w) est la ligne polygonale partant du

. T . . . .
point ¢ — 1, ayant comme sommels les points u— ¢ — gz, u—c-+ g l
et aboutissant au point ¢ ++ E L.

La fonction H () est lzolomo: phe dans la bande o < v < w; elle est
aussi définie par l'intégrale

(4) . He(w)= L S(w—s)o(s)ds.

T elw)

LemMe 2. — Les fonctions f(s) et ¢ (s) satisfaisant auzx mémes condi-
tions que dans le lemme 1, supposons qu’on ait en plus :

(5) f()= D ayev | < Mpeo,
1
(6) @ (s) — Zrave—“ <M, ero
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- pour |t[< ~y avec agv_._bgv_._o(v>1), logM,, logM, étant

Jfonctions convexes n. :

Il existe alors une constante K zndependante de c, telle que, pour ue,

o < v m, la fonction H.(w), définie par (4), satisfait aux inégalités
n N N

.(7) ‘ H.(w) — 2 a,byevs

1 -

< KM, M, en° (n>1).

Lemme 3. — Si les fonctions f(s) et 9(s) satisfaisant aux conditions
du lemme 1 et si, en plus, il existe une constante positive 8 telle que pour
lt| < Z S on aut

[f(s)| £Me80l, | g (s)| < Meblel,
la Limite '

(8) | H(w)=lim [ f(s)o(w—s)ds

. G=» Fr(W) . .
existe, et la fonction H(w) est holomorphe et bornée pour o < v < %.
Et st H(w)=o0, l'une des fonctions f(s) ou ¢ (s) est identiquement
nulle. '

Dans ce travail je me propose, tout d’abord, de généraliser le théo-
réme A. Je rappelle que {v,} étant une suite de nombres positifs, en

posant N(t):Z 1(t>0) (le nombre des v, inférieurs a t),

V<t
D ()= ), on appelle fonction de densité inférieure de la suite {v, }
la foncllon D, (f)=DborneD(x). La quantlte D = hm D (9)=limD()

Y ==

est appelée densité inférieure de {va}. Nous pouvons alors énoncer le
théoréme suivant :

TukoritMe 1. — Supposons que les conditions 1°, 2°, 3° du théoréme
A sotent satisfaites, et soit { v, | une suite d’entiers positifs contenant tous

les entiers impairs, dont la densité inférieure est supérieure a 5 etdont la
JSonction de densité inférieure est D (t). Posons

C(o)= bo;ne [no— log(M.M,)].
n2>t '

Journ. de Math., tome XXXI. — Fasc. 1, 1952. : 11
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St
(o) iy, by, —o0 (nx>1), Aoyt =bsy_1—=0 (v>1).

C . T dz
®) - [Te@ed T = -,

" lune des deux fonctions F(z), ®(3) est zdentzquement nulle. St
F(s)=o0, on a aussi a,=o(n>x1), si ®(3)=0, on a aussi b,=o0(n>x1).

~ Remarquons que la condition 6° du théoréme A est équivalente &
la condition (*)

(B fﬂéC(a)e—cdazw.

On voit aussi que I'ensemble des conditions 4°, 5° du théoréme A

équivaul a la condition («)avecv,=n(n 1) Commelim — ( ) =00,

C—

et comme, pour le cas ou v,=n, D (¢)= py sin<tén+1,on

voit facilement que, dans le cas ou v,= n, la condition (3) est équi-
valente ala condition ('), c’est-a-dire a la condition 6° du théoréme A.
Ainsi donc le théoréme 1 contient bien le théoréme A comme cas
particulier.

Posons f(s)=F(e), o(s) ® (e*). Il est clair que les fonctionsj
et ¢ satisfont aux hypothéses des lemmes 1, 2, 3, la constanté ¢ inter-
venant dans le lemme correspondant 3 n’étant pas nécessairement la
méme que celle qui intervient dans 1'énoncé du théoréme. Si I'on
désigne par {1,] la suite d’entiers complémentaire a la suite {v, } par
- rapport 4 l'ensemble de tous les entiers positifs, on voit, d’apreés les
lemmes 1, 2, 3, que la fonction H (w) définie par (8) est holomorphe
et bornee dans la borne o <(¢< =, et, dans ceite bande, on a, quel
que soit n>>1:

H(w)— 2 dye=p

1

(9) = "lqe_w{( )néq < Anst )s

(*) Voir, par exemple, S. ManpsLerOIT, Anutlytic Functions and classes of
infinitely differentiable Functlons (The Rice Institute Pamphlet vol. 29,

1942).
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ot '
dp= ak,‘bl,,y mq-—- KM(/+1 M:7+1
Si’on désigne par D;(¢), D; respectivement la fonction de dens1te
supérieure de la suite {,) et la densité supérieure de {1, }, c’est-a-
dire |

D;(¢)=DborneDy(z) , ou D;.(t):N’—f‘-),
x>t
~ avec ,
"N)‘(z)zzx C(£>o0), D,_hme(t)_.lnan(t),
==
Al t

on voit facilement que la condition () est équivalente a la condition

daz

(10) f Ci(o)e fwzmwﬁndo-_.w,

ou :
C,(o) = borne (no — logm,).
n>1

On a d’ailleurs D; < = Il suffit alors d’appliquer un cas trés parti-
i 2 )
culier du théoréme fondamental du Mémoire que j’ai publié
en 1947 (*) pour voir que de (9)(dans la bande o < ¢< =), de (10)
et du fait que |H(w)| £ L < résulte que, quel que soit u,, on a
| dp | < AdpApedrs, ’
ou la suite {A,}, définie dans le Mémoire que je viens de citer, ne

dépend que de la suite {1,}. En faisant alors tendre u, vers — o, on
voit que d,= o (px1). On peut alors écrire (9 ) sous la forme

(11) [H (@) | £mge=r (gD 0 <v<m).
Il résulte, d’autre part, de (10), que

fw Ci(o)eSdo= o0,

c’est-a-dire ,
mq
12 = 0.
(12) 2 Mgy )

(3) S. ManDELBROJT, Sur une znegaltte fondamenmle(Ann Ec. Norm. Sup o
(3), t. 63, 1946, p. 351).

II.
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Il suffit d’appliquer le théoréme classique de Watson [en posant,
- pour revenir & une forme plus connue de ce théoréme, H, (z) = H (w),
z=¢"], pour voir que H(w)=o0. On arrive a la conclusion que
I'une des deux fonctions f ou ¢ (c’est-a-dire FF ou ®@) est identiquement
nulle en appliquant la fin du lemme 3. Supposons alors, par exemple,
que F(z)=o. Il résulte alors de (1) que (du fait que a,,,,=0) :

2p
Z ays™ | L Mypyy | 5721 (px1)
1

et, en faisant tendre |z | vers 'infini, on voit que a,—=o(v>x1). Le
théoréme est ainsi complétement démontré.

Nous allons maintenant établir quelques nouveaux lemmes quinous
permettront d’appliquer le théoréme 1.

Lemme 4. — St { g, } est une suite d’entiers positifs tels que
1 q P q

(13) X<
il existe une fonction non identiquement nulle f(x)(—xo < x< ®)

telle que f(0)=f1(0)=o0(n>>1), /™ F£ o (M=~ g,,n>>1,m~0),
|fM(@) | Z1(r>0, —o 2 o).

Le produit

(h) ro=TlF2  w=t+in

représente une fonction méromorphe, et I'on a

‘ borne | A (a + in)| =1 pour aX> o,

(15) p—
( borne [A (@ +in)| <A (a)] pour aLo.
B =

Posons pour — g, < a<o:

.( — ! i o —i—1 (ZC
- (16) j}(x)_/" e I:[_,-'.c u A(C)—(%ﬁ-@)"] du.

D’aprés (15) on a, pour {=a + i1, —g, < a< 0
I

A () —
“ (')(q&m*

(17)

,é‘““““ LA (@) [[(gi+ @)+ 7]
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La wvaleur de f;(«) est donc indépendante du choix de
a(—g,<a<o). On le voit en appliquant le théoréme de Cauchy &
la fonction u—~*A ({) (g, +{)™?, le chemin d’intégration étant le rec-
tangle dessommetsa,—:T, a,—(T, a,+:iT, a,+iT,—q,<a,<a,<o,
T > o, et en faisant tendre T vers ++o0. On voit aussi de cette inéga-
lité que

1
(n) n—a— —_ —
a8) @z A@] [ eed [T
. I U3
=l M@l (o)

On peut aussi écrire, en changeant I'ordre d’'intégration :

. . 1 a+lw 3 d
(19) ‘{”(o):l”f ur [f u"»“A(g)(ql_'—éc)z} du

) a—+-ix I 1 e
—1 [_M [A(C)—(qi+€)2[u du] ag

. a4 > dz .
:zn‘/‘;—it A(ﬁ)mn_'czmli(a, n) (R 0).

La valeur de K (a, ») est indépendante de a lorsque — ¢, < a<n;
et si — A, < a,< n< a, on peut écrire

., g o A(D) 2miA(n
(19) K(ay n)—K(ai, n):2ﬁl[R§:gutq1+§)*(ll—C)] = (qi-kn)‘*).

Mais, d’aprés (15), on a

Agtin dc : 2 » ([n
fa Am(qw:)*(n—:)léaa—n . (@t art

— " n
- (91+a2)(“2—"),

|K(as, n) =

ce qui prouve que lim K (a,, n) =0, et d’aprés (19), on a

__ amiA(n)
K((zl,n)_—m.
Il résulte alors de (18) que

JSeo)=o0  (nx1),

fim(0)#o si mzEqn  (n2e1).
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En multipliant f, () — f, (o) par une constante convenable, on obtlent
1a fonction voulue f(x).

Lemme 5. — Si dans le lemme 4, les quantités g, sont supposées paires,
il existe une fonction paire non identiquement nulle f(x), telle que

f(O)=f(0)=0  (nxx1), S iLr (axso).

Si fo(@) est une fonction non identiquement nulle sur (—o, )
telle que

Jo(z) = fi§(0) =0, S (0)#Zo (m £ qny 1),
[ o™ (z) | L1 (r>0) ‘

(une telle fonction existe en vertu du lemme 4), la fonction
[(@) = 21/(@) + fo(—2)]
est la fonction voulue.

Lemme 6. — Soit { g, une suite d’entiers positifs, croissants, paws. Il
existe une fonction f(x), non identiquement nulle, paire, bornée, telle
que '

flo)y=sfm(o)y=o0 (mZgmnx1),  [fU2)|ZLg:iq- . gn

. Ce lemme a été démontré dans le Mémoire déja cité (*). Dans ce
Mémoire, on ne suppose pas que les g, sont pairs et 'on démontre
I’existence d’une fonction f satisfaisant aux conditions de I’énoncé sur
[0, «). Mais, siles g, sont pairs, on peut prolonger la fonction par

symétrie [ f(x) = f(— x)].

Lemme 7. — Si les hypothéses du lemme 5 sont satisfaites, il existe une
Jfonction paire g (&), non identiqguement nulle, telle que

g(o)=gm(o)=0 (r>1),  gM(0)5Fo (Mo, m3Equ A1),

frs@iaezy g de

(*) Voir la note (). : B
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Leume 8. — St les hypothéses du lemme 6 sont satis fates, il existe une
JSonction paire g(x), non identiquement nulle, telle que

g(o)=gm(0) =0  (mZ£gqn nx1),

f Ig(.’l‘)ld.’l‘él, f ]g‘")(x)ldxéqlqz-'-9n+s (n>1).

—_—

Les lemmes 7 et 8 résultent respectivement des lemmes 5 et 6 d’une
maniére semblable, et nous allons donner une démonstration
commune des deux derniers lemmes.

Soit {M,} une suite positive croissante, et soit ¢ (z) une fonction
paire, non identiquement nulle, telle que

9(0)=9¢"(0) =g (0)=0,  9mM(0)7Z0 si mZo,2,pn (rXx1),
{pn | étant une suite d’entiers positifs pairs (p, > 2). Supposons que

o™ (z) | M, (nX>o0).

Posons
) 1 _L/ f)' )
k{/(w)_‘—ﬁ —xﬁfov (x t)cp‘(_t)a'.t__q;2 i dy : ¥ (u) du.

La fonction { (&) est paire et non identiquement nulle. On a aussi

1

(20) ‘ up(")(x) = poree fr(_g; —t) (Pm+n(t) indt.

- En supposant cette égalité pour r, on la retrouve, aprés dérivation
et intégration par parties pour n—+1. On voit aussi immédiatement
que :
(o) =[(n+1)(n+ 2)]~ " (0).

A parlir de (20), par plusieurs intégralions par parties, on obtient
facilement l'inégalité

/ [ Y (z) | d Z 2 Mpyy+ 2 f | U (z) | dz < AB" M4,
—_— 0
ou A et Bsontdes constantes. On voit maintenant facilement comment

on passe des lemmes 5 et 6 respectivement aux lemmes 7 et 8. Ainsi,
par exemple, pour avoir le lemme 7, & partir du lemme 5, il suffit de
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choisit p,=¢,+ 4, M,=1, g()=A""{(B~'x). Le passage du
lemme 6 au lemme 8 est aussi évident.

Lemme 9. — Soit{q,} une suite d’entiers posz'tzfy pairstels que Z qi <.
n

Il existe une fonction ® (z), non identiquement nulle, holomorphe dans
le demi-plan x> o, continue sur le demi-plan. fermé x> o0, et une
suite {b,} telle que by, y=o0(v>1), b, ='o(n>x1), les relations
suivantes étant satisfaites pour x > o0 : '

(@(s)|=0(s) (s-0).

" Soit g(«) la fonction du lemme 7, et posons
@1(5):f e~ g (t)dt.

En intégrant cette expression n -1 fois par parties, on obtient

2 ) 1 ° -
D, (s)=g(0)s 14+ g'(0) 52+ ...+ g™ (0)z— 14 gy etz g () dt,
. .. - 0
ce qui permet d’écrire pour = > o:
n
5@, (s) — Y, g(0) 5

1

é,—;—]nfo”\gm“’(z)fdm (o

Et, pour » =1, la méme inégalité donne

1

5, (2)] < o

Il est clair que la fonction @ (z) — 2, (z) et les quantités
b,= g'" (o) satisfont a la conclusion du lemme.

Lemme 10. — Soit { g, | une suite d’entiers positifs, pairs, croissants. 1l
existe une fonction ®(z), non identiquement nulle, holomorphe dans le
demi-plan x> o, continue sur le demi-plan fermé x> o, et une suite
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{b,) avec bn,=o0 pour m=£q,(n>x1), les relations suivantes étant
satisfaites : ' ' o

Q(z) — 2 by

1

[®()|=0(s) (o).

LG Gae - Guig) 5" (n>1),

Le passage du lemme 8 au lemme 10 se fait exactement de laméme
maniére que cetui du lemme 7 au lemme 9.
'En combinant le théoréme 1 avec le lemme 9, on obtient immédia-
tement le théoréme suivant :

TutoriMe 2. — Soit I (5) une fonction holomorphe dans le demi-plan
x> o et continue sur le demi-plan fermé x > 0. Supposons qu’il existe
une constante positive 6 telle qu’on ait

F(z):O(izia) (5—>0).

Supposons qu'il existe une suite positive { M, }, telle que log M, soit une
JSonction convexe de n, et une suite { a, | satisfaisant a la condition

. n
F(z)— Z ay 5
1w

et aux conditions sutvantes : o .

ZM,jzi=" (n>1, z>0)

1° Il existe une suite d'entiers positifs {v,| contenant tous les entiers
positifs impairs, la fonction de densité inférieure de {v,} étantD (), sa

e s , : 1 -

densité inférieure étant D > —- Pour tout m de { v, }, sauf peut-éire pour
m=q,(n>x1), 0ii { g, } est une suite d’eniiers parrs tels que Y, qi <N
on a a,=o.

2° E‘nposant
C (o) = borne (no — logM,),

on a

» d~
f C (o) e—f’s"-lci"”"1 do= .

Dans ces conditions F (z)=o eta,—=o(v>x1).
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En combinant, par contre, le théoréme % avecle lemme 40, on
obtient le théoréme suivant :

TrEorEME 3. — La conclusion du théoréme 2 subsiste si I’on remplace
les conditions 1° et 2° de ce théoréme par les conditions 1° et 2° suivantes :

1° Il existe une suite { v, } eontenant tous les entiers positifs impairs, la
Jfonetion de densité inférieure de { v, } étant D (1), sa densité inférieure

étantD > é » et une suite d’entiers positifs croissants pairs { q,} tels que

pour tout m, de {v,} sauf, peut-étre, pour m appartenant & la suite
d’entiers positifs complémentaire a la suite { q,. }, on a a,= o.

2° En posant ;
C (o) =borne [no —log (g1¢:. . .guM,)],
ona

< 7 ds
f C(o) e_f DO do = oo.

Pour démontrer, par exemple, le théoréme 2, il suffit d’appliquer
le théoréme 1 aux fonctions F(z) de ’énoncé du théoréme 2 et a la
fonction ®(z) de I'énoncé du lemme 9. Comme, d’aprés le lemme 9,
®(z)=£o0, on a, d'aprés le théoréme 1, F(3)=o0. Le passage du

théoréme 1 et du lemme 10 au théoréme 3 est identique.




