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Sur la forme des espaces topologiques

et sur les points fixes des représentations

(vimm_Ènn mms: D’UN COURS DE roromcm ALGÉBRIQUE pnornssÉ EN CAPTI\‘ITÉ)Ç

PAI! JEAN LERAY.

_ Préface.
L’exposé rédigé par Mr]. Leray « Sur la forme des espaces topologiques

et sur les points fixes des représentations», est la première partie d’un Cours
de Topologie algébrique, appelé à faire quelque bruit dans le monde mathé-
matique. Le sujet est neuf et de grande actualité. Mais en dehors d’un livre
de MM. Alexandrofl'et Hopf, il n’existe encore aucun traité didactique sur ces
sortes de questions. Les prolongements de ces nouvelles théories, qui englobent
la théorie des équations, vont beaucoup plus loin que cette dernière : elles
comprennent toutes les transformationss’appliquantaux espaces topologiques,
moyennant une définiti0n nouvelle des anneaux d’homologie.

M. J . Leray fait ici œuvre de grand précurseur; presque tout, dans son
exposé, est dû à son propre fonds; les procédés classiques étant en général
inopérattts, il fait usage de méthodes personnelles, nouvelles et fécondes; il
parvient à éliminer, comme trop restrictives, la notion de groupes d’homologie
continue et celle des groupes de Betti, — groupes dont il retrouve d’ailleurs
incidemmmt les propriétés, comme cas très particuliers de ses propositions.

La brièveté et la généralité des propositions qu’il obtient justifient
amplement l’intérêt des notions qu’il introduit dans son beau travail, dont la
publicationconstituera pour la Science française un événement d’importance.

Il est presque superflu d’insister sur l’opportunité d’une telle publication :

on sait le renom de l’auteur, dont les nouvelles méthodes concernant les
équations différentielles ou aux dérivées partielles, et les équations intégro—
dilférentielles, ont en immédiatement un retentissement mondial. Ajoutons
que M. J. Leray, professeur à la Sorbonne, a écrit le présent travail en capti—
vité (il est encore prisonnier, détenu à l’Oflag XVII). Le travail actuel a reçu
de M. Hopf, professeur à l’Université de Zurich (savant d’une compétence
notoire sur le sujet,)mm adhésion enthousiaste,

_

H. VILLAT.
11 janvier un“.
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Introduction.
HISTORIQUE. — La topologie est la branche des mathématiques qui étudie la

continuité : elle ne consiste pas seulement en l’étude de celles des propriétés
des figures qui sont invariantes par les représentations topologiques(‘) : les
travaux de MM. Brouwer, H. Hopf, Lefschetz lui ont aussi (’) assigné pour
but l’étude des représentations (c’est-à—dire des transfdrmations univoques et
continues) et des équations. Elle débute par la définition des espaces topo—
logiques; ce sont les espaces abstraits dans lesquels les notions suivantes ont
un sens : ensembles de points ouverts et fermés, représentations. Elle se
poursuit par l’introduction de nouveaux êtres algébrico-géométriques
complexes, groupes et anneaux. On nomme topologie ensembliste la partie
de la topologie qui n’utilise que les opérations suivantes; réunion, intersection
et fermeture d’ensembles de points; nous supposérons connu l’exposé qu’en“
donnent les deux premiers chapitres de 1’excellent Traitéde MM. Alexandrofi
et Hopf (3 ). On nomme topologie algéb1ique (ou topologie combinatoire)la
pa1t1e de la topologie qui utilise des notions algébrico-géométriques; notre

_

’

objet est la topologie algébrique, plus précisément la théorie de l’homologie
et ses applications à la théorie des équations et à celle des transformations.

La théorie de l’homologie a fait depuis quelques années un double progrès,
dont l’origine est le procédé de détermination des nombres de Betti des
espaces de groupes clos qu’a indiqué1M. E. Cartan ():

1

D’une“f’part M. De Rham (), en développant ce procédé, & identifié les
caractères des groupes de Bettià certaines classes de formes de Pfafi'; du fait
que les formes de Pfafi' constituent un anneau résulte que cescaractères
constituent eux-même un anneau : l’anneau d’homologie. MM.-Alexañder‘,

- :.

( ) Une représentation topologique est une transformation biunivoque qui
est

continue
dans les deux sens. ‘

(" ) Voir la conférence de M. H. Herr, Quelques problèmes de la théorie des représen-
tations continues (L’Enseignementmath., 35, 1936, p. 334).( ) ALEXANDROFF et Horn, Topologie, I, Springe1, 1935. Nous nous référerons fré-
quemment à ce Traité, que nous désignerons par

l’abréviation
A.-H. Il expose toutes les

notions dont nous aurons à faire usage.
(‘ ) Sur les nombres de Betti des espaces de groupes clos(C. R. Acad. Sc., 187, 1928,

p. 196—198); Sur les invariants intégraux de certains espaces homogènes (Annales Soc.
polon. math., 8, 1929, p. 181—225); La topologie des ‘espaces représentatifs de groupes
de Lie (L’Enseignementmath., 35, 1936, p. 177). ‘

(5) Sur l’analysis situs des variétés et n dimensions (J. Math., pures et appl., 10,
1931, p. 1

l5);/,
Sur la théorie des intersectionset les intégrales multiples (Commentarii

Matiz. Helv., ,p. 151); Relations entre la topologie et la théorie des intégrales mul—
tiples_ (L’Enseignement math.3.5, 1936, p. 213); Ueber mehrfache Integrale (Abhan-
dlungen Math. Seminar Hansischen Universität, 12, 1938).
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Kolmogorofl', Ôeèh, Alexandrofi‘ (°) ont réussi a étendre la définition de cet
anneau d’homologie aux espaces localementbicompacts, puis aux espaces nor—

'maux; si MM. Kolmogoroffet Alexandrofi‘ont étudié simultanément l’anneau
d’homologie et le groupe de Betti, M. Alexander, par Contre, a remarqué
qu’il suffisait d’étudier les propriétés de l’anneau d’homologie, celles du
groupe de Betti en résultant par dnalité. Ce dernier point de vue sera le nôtre;
il a entre autres avantages celui de s’apparenter aux conceptions géométriques
de M. E. Cartan : on sait que l’anneau des formes de Pfafi' (’) y joue un rôle '—

presque exclusif.
D’autre part les résultats que fournit la détermination des nombres de Betti

des quatre grandes classes de groupes simples suggéra à M. H. Hopf une
étude (“) extrêmement originale de l’anneau d’homologie d’espaces possédant
des représentations en eux—mêmes d’un certain type; M. Hopf n’a appliqué
ses raisonnements qu’aux multiplicités orientables et fermées, espaces dans
lesquels le groupe de Betti s’identifie à l’anneau d’homologie.

Rappelonspar ailleurs le développement de la théorie des équations et des
transformations. Les travaux fondamentaux sont ceux de M. B10uwer (vozr
A..—H ); ils sont basés sur la notion d’approximation simplicialeet concernent
les pseudo—multiplicités. L’essentiel des résultats de M. Brouwer a été étendu,
par passages à la limite, aux espaces abstraits linéaires (°).

Mon dessein initial fut d’imaginer une théorie des équations et des trans-
formations s’appliquant directementaux espaces topologiques. J’ai dû recourir
à des procédés nouveaux, renoncer à des procédés classiques, et il m’est
impossible d’exposer cette théorie des équations et des transformations, sans,
d’une part, donner une nouvelle définition de l’anneau d’homologie et, d’autre
part, adapter les raisonnements cités de M. Hopf‘a des hypothèses plus
générales que les siennes.

SOMMAIRE. — J ’introduis, à côté de la notion classique de recouvrement, qui
appartient à la topologie ensembliste, une notion beaucoup plus maniable, 

(‘ ) ALEXANDER, Ann. of Math 37, 1936, p. 698; Proc. Nat. Acad. U. S. A., 22, 1936;
Komouonorr, c. R. Acad. Sc., 202, 1936, p. 1144, 1325, 1558, 1641, Ôrcu, Ann. of
Math., 37, 1936, p. 681; ALEXANDROFF, Trans. Amer. Math. Soc., 119, 1941, p. 41.

(") Notons que la théorie des formes de Pfaff permet à M. E. Cartan de résoudre des
problèmes d’équivalence, c’est—à-dire de trouver des conditions nécessaires et suflisante:
pour qu’existent certaines représentations topologiques, tandis que la topologie, dans son
état actuel, ne réussit qu’à établir des conditions nécessairespour que deux figures soient
homéomorphes.

(“) Üeber die Topologie der Grappen—Manntgfaltzgket'tenund ihrer Verallgemeine-
rungen (Annals ofMath., 112. 1941, p. 22—52).

(° ) Bmxnorr-KELLOG, Trans. Amer. Math. Soc., 23, 1922; Scmunna, Studta math.
1929, p. 123; Math. Ann. ,106 1932, p. 661; LER1ï—SCHAUDBR, Ann. École norm. s%Ÿ’l”’1934,p.;45 LERAY,C.R. Acad. Sc.,200, 1935, p. 1082; Tvcuotvorr, Math. Ann..,

I{fi57Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945.
)
'/_'…l'ilLÿ‘\
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celle de couverture, qui appartient à la topologie algébrique; cette notion et
celle d’intersection de complexes, que je crois originales, fournissent une
définition (”’—) de l’anneau d’hômologie extrêmement directe et appropriée à
l’étude des représentations (Chap. I). Par contre, je n’efi‘ectuerai-aucunesub—
division de complexes, je ne ferai aucune hypothèse d’orientabilité et je
n’emploierai aucune approximation simpliciale : je ne supposerai —jamair
l’espace localement linéaire (”). Quand j’ai besoin.de particulariser l’espace,
j’énonce des hypothèses concernant seulement les propriétés de ses représen—
tations en lui-même; et c’est alors qu’entrent en jeu les raisonnement: de
M. Hopf(Chap. I, @ V1) ou des raisonnements apparentés(Chap. I, ê.V). J’avais
initialement utilisé « le groupe d’homologie continue » de l’espace, comme en
témoignent les quatre Notes que j’ai publiées aux Comptes rendusde l’Académie
en 1942, avant que mes idées n’aient pris leur forme actuelle. J’ai'réussi
depuis à éliminer cette notion; partageant l’opinion de M. Alexander, déjà -

citée, je crois superflu, donc nuisible, d’introduire les groupes de Betti d’un
espace topologique: le p‘°‘“° groupe de Betti n’a d’autre propriété que d’être le
groupe des caractères du groupe que constituent les classes d’homologie de
dimension p.

Toutefois les groupes de Betti de l’espace jouentun rôle essentiel à: les
théorèmes de dualité de M. Pontrjagin (A.——.H ,Anhang, I, gV) un rôle
important dans l’étude, qui constitue le Chapitre II, des espaces de Hausdorfl'
bicompacts possédant un recouvrement « convex01de », je prouvé que des
espaces ont les mêmes prôpriétés d’homologieque les polyèdres. J’ignore si le
procédé—de détermination de leur anneau d’homologie que je décris est appa+
renté à quelque procédé connu.‘

Le Chapitre III, consacré aux points fixes des représentations, amorcé ma
théorie des équations. Sa brièveté et la généralité des propositionsqu’il énonce
justifient l’intérêt des notions précédemment introduites, qui y trouvent
chacune uneapplication.. .

Cette première partie de mon Cours de topologie algébrique se borne donc
aux problèmes dans lesquels on ne fait jouer de rôle spécial à aucun sous-
espace de l’espace étudié, c’est—à-direaux problèmes liés à la forme de l’espace.
Au contraire, la suite s’intitulera : Sur la position d’un ensemble fermé
de points d’un espace topologique; sur les équations et les transformations.Son 

(1°) Cette définition difTère considérablementdes définitions citées ci-dessus (0) et ne
le… est pas confrontée.

(“) La tendance actuelle est d’éviter de formuler & priori les conditions qu’un espace
est localement linéaire ou homéomorphe à un sous--ensemble d‘un espace linéaire et de
chercher au contraire à établir a posteriori que de telles conditions résultent d’hypothèses
très générales (Cf. : la théorie des représentations linéaires des groupes abstraite; A.-H.,
Einbettungssat: von Urysohn, von Menger—Nübling).
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intérêt essentiel sera la théorie des équations qu’elle exposera. Elle débutera
par une extension aux espaces normaux du théorème de dualité d’Alexander;
de telles extensions ont déjà été données“, dans le cas des espaces localement
bicompacts, par MM. Alexandroff, Pontrjagin, Kolmogoroif et Alexander :

elles constituent d’ailleurs la seule application que ces Auteurs aient donnée
, de leur définition de l’anneau d’homologie.

Je n’aurais pas réussi à effectuer ces recherches, dans les conditions où nous
nous trouvions, sans l’aide très généreuse de M. Henri Villat, de M._ Gaston
Julia et de M. Heinz Hopf; je suis heureux de pouvoir leur exprimer ici ma
gratitude.

Notations.

J’adopte les notations de topologie ensembh'ste de A.-H. (Chap. [ et 11).
Par exemple : Étant donnés des ensembles de points E., E… . E.. . . ., leur
réunion est désignée par E, + E;+ . . . = 2 E…; leur intersection par

E..Eg. . . = H E… leur produit (A.—H., 1, _$ 1, 10) par E. ><Eg>< . :.; (I) (ae)
_

étant une transformation ponctuelle (univoque ou multivoque), le « transformé
par (D de l’ensemble E de pointsx » est l’ensemble Œ(E)=Z Œ(_œ). Rappelons

.1' E

qu’on nomme représentations les transformations univoquäs et continues.
J’ai dû, par contre, m’écarter considérablementdes notations usuelles dela

topologie algébrique. Je me suis par exemple permis de donner des « simplexes»

une définition duale de celle que A.—H. donne des « Homologie-Simplexe ».
L’index qui suit indique à quel numéro se trouve définie chacune des notions
de topologie algébrique que “nous utiliserons.

Adhérer : 6.
Anneau d’homologie : 12.
Base : 28, 33, 130.

Betti : voir Groupes, Nombres.
Caractéristique d’Euler : 37.
Classe d’homologie : 3, 12; nilpotente : 18; unité : 133.

Coefficients : 3. -

Complexe : 1, 7; connexe : [I-; dual : 31, 36; simplicial : 32: complexes indépendants : 2.
Cônñexe': &.

' ‘

Convexoïde : voir Espace, Re‘couvrement.
Couverture : 10; normale : 16; voir Complexe.
Cycle : 3, 12; hypermaximal : 25: maximal : 2h«: unité : l|-.
Dérivée : 1.
Dimension : 1_.

Dual (Complexe . . .) : 31, 36.
Elargissement : 16.
Éléments : 1.
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Espace : convexoïde : h3; simple : 15.
Euler : voir : Caractéristique.
Forme : 3; 12.
Générateur : voir Système.
Groupes de Betti d’un complexe : 3.

» d’un espace : 39; Rem. : l.
» de E. C’“: 27.

Homologie : 3, 12, 27; voir : Anneau.
Hypermaximal (Cycle .. .) : 25.
Idéal : 23.
Intersection dualistique : 32, 36.
Intersection de complexes : 8. _

-

Intersection de formes, de classes d’homologie, de cycles : 12, 1l-.
Irréductible : voir Système.
Maximal (Cycle .. .) : 2h. .

Nilpotente (Classe d’homologie . . .) : 18.
Nombre de Betti : 33, 36 (théor. 15, 5°), 37.
Nombre de Lefschetz : M.
Normale (Couverture .. .) : 16
Produit de complexes : 2, 8.
Produit extérieur : 5. _

Produit de formes, de classes d’homologie, de cycles : 1h—

Recouvremcntconvexoïde : 28, rem. : 3.
Rétrécissement : 16.
Simple (Espace . . . ; Ensemble . . . ) : 15.
Simplexe : la.
Simplicial (Complexe . . .) : 32.
Sous-complexe fermé, ouvert : 6.
Support : 7.
Système générateur irréductible de cycles : 71.0.

Système irréductible de cycles : 2h. . _
.

Transformé d’un complexe : 8.
Transformé de formes, de cycles, de classes d’homologie : 11».

CHAPITRE ].
L’ANNEAU D’HOMOLOGIE D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE.

I. — Complexes abstraits.

La topologie algébrique utilise un formalisme algébrique, que ce para—
graphe I expose indépendamment de la notion d’espace topologique.

'l. DÉFINITION D’UN COMPLEXE ABSTBAIT. — Un complexe abstrait est cons—
titué par :

1° un nombre fini de variables indépendantes, X'”, nommées éléments — le
premier, p, des deux indices, p et a, qui les dénombrent est nommé dimension
de X'” —;
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2° une loi de dérivation qui associe à chaque X"*°‘ une dérivée

XP====EC[J XP+1?

qui est une forme linéaire des X'… ’3 à coefficients C[ë] entiers, positifs, néga—

tifs ou nuls. '

Nous assujettissons cette loi de dérivation àla condition suivante : Toute
dérivée seconde est nulle, ceci signifiant que

. . a a 2, __<X"’“> =ë C l5lX Ü=ZC l5lC l”î’l X’” *— °,

c’est—à—dire se traduisantparles conditions

2 C [$] C lpÊ-i] : o.
3

5 Y

Deux complexes C et C’ , d’éléments X'“°‘ et X"I’3, seront dits c‘somorphes
lorsqu’on pourra établir entre leurs éléments de même dimension une corres-
pondance biunivoque (X'”°‘+>X"“°‘)et trouverun système de coefficients e(p, «)
valant tantôt + 1 et tantôt — l, en sorte que la substitution X'“: e(p, a)X"“°‘
transforme la loi de dérivation de C en celle de C’.

2. PRODUIT DE DEUX COMPLEXES ABSTRAITS. — Soient deux complexes abstraits C
et C' indépendants, c’est-à-dire dont les éléments XP “ et X’? 5 sont indé-
pendants. Nous nommerons produit C >< C’ de ces deux complexes le complexe
abstrait qui a la structure suivante:

1° les éléments de C >< C' sont les-symboles X"f°‘>< X’7’3, la dimension d’un
tel élément étant}) + q;

2° la dérivation est définie par la formule
(1) (XP!“ >< X"Ï’B)‘= XP!“ >< X’<Ï=B+ (_ I)po,a >< qu,fi

c’est-à-dire =ZC [€ ]XXP+1==(X X"!@+ (_ I)p2 ClioÊ]
Xp,x XX’q+t,5_

La dérivée secondede X'“°‘><X"—'vB est(— 1)”“X'“°‘><X’”n'°‘+(— 1)”X"’“><X”I’B,
expression effectivementnulle.

Nous conviendrons d’identifier les complexes C >< C’ et C’ >< C en posant
(‘A) XP=°L >< x'a=B= (_ ,)p.,qu,g >< xm;
on vérifie aisément que cette relation définit un isomorphisme, c’est-à-dire
transforme la loi de dérivation de C >< C’ en celle de C’ >< C.
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5. HOMOLOGIE. — Rappelons sommairement des définitions classiques
(A.—H., Chap. IV et V) : soient un complexe abstrait C et un groupeabélien A
choisi parmi les suivants :

a. l’anneau des entiers;
b. l’anneau des entiers calculés modm (cet anneau est un corps si m est

premier);
c. le corps des nombres rat10nnels.

Considérons les formes linéaires dont les coefficients appartiennent à A et
dont les arguments ( ' ) sont les éléments à 1) dimensionsde C : soient2 AŒXP’“,

. a
où A,,eA; on les nomme formes à p dimensions. La dérivée d’une telle
forme sera <EA,X“>’ =2A,X"=“. On nomme cycles les formes dont la

a 1 *

dérivée est nulle. On dit que deux formes àp dimensionssont homologyesentre
elles lorsque leur différence est la dérivée d’unèforme. L’homologie étant une
relation transitive, répartit les cycles en classes de cycles homologues;_ces
classes sont nommées classes d’homologie. Les formes, les cycles, les cycles
homologues à zéro et les classes d’homologie àp dimensionsconstituentrespec—
tivement les éléments de quatre groupes abéliens; le groupe des classes
d’homologie à p dimensions sera nommé p“"“° groupe de Betti de C, relativement
à A; il sera désigné par BP. On peut résumer comme suit sa définition : il est.le
quotient du groupe des cycles par le groupe des cycles homologues à zéro.-La
relation Z"”NZ'“ exprimera tantôt l’homologie de deux formes Z"" et Z”,
tantôt l’identité de deux classes d’homologie Z'“' et Z”, tantôt l’appartenance
d’un cycle Z'”4 ’à une classe Z”v°‘.

'

A.—H. (Chap. V, g 4) établit les rapports qui existent entre les divers
groupes de Betti d’un même complexe, correspondant aux divers choix pos-—

sibles de A; il montre que pour déterminer l’ensemble de ces groupes, il suffit
de connaître l’un des deux systèmes suivants de groupes : —

a. le groupe de Betti à coefficients entiers;
?. les groupes de Betti dont les coefficients sont les entiers calculés modm,

m valant successivement : 2, 3, 4, 5, . . ..
'

D’autre part lethé0rème de Künneth (A.-H., Chap; VII, @ 3) permet de
déduire des groupes de Betti de C et C’ ceux de C >< C’.

4. SIMPLEXES. — Nous dirons qu’un complexe C possède un cycle unité
lorsqu’il ne contient pas d’élément de dimension négative, qu’il contient au 

(1) Les calculs se font en considérant que ces arguments sont des variables indépendantes.
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moms un element de d1men51on nulle et que la somme C°=ZX°v°‘ de ses
et

éléments de dimension nulle est un cycle, que 110115 nommerons cycle unité.
Nous dirons qu’un complexe est connexe (le lemme 4, n° 15, justifie-ra cette

terminologie), lorsqu’il possède, outre les propriétés précédentes, la suivante :

tous ses cycles à zéro dimension sont du type A,C° (où A, E A).
Nous dirons qu’un complexe C est un simpleæe lorsqu’il est connexe et qu’en

outre ses cycles de dimensions positives sont tous homologues à zéro.
Les passages de A.—H. cités à la fin du n° 5 ont les conséquencesque voici :

LEMME l. — Pour qu 'un compleæe conneæe soit un simpleæe, il suflit que ses
cycles de dimensions positives soient homologues a zéro quand les coe_ficients

'

constituent l’un des deux systèmes de groupes et ou b du n° 5.

LEMME 2. — Le produit d’un complexe arbitraire par un simpleæe a mêmes
groupes de Betti que ce complexe arbitraire; en particulier le produit de deux
simplexes est un simplexe.

Démontrons ce lemme “2, qui jouera un rôle important (n° 9); le procédé de
démonstration que nous allons employer est fondamental : il pourrait servir à
établir le théorème de Künneth; il sera utilisé à nouveau, aux n°517, 27 et 52.
Soient C le simplexe, C’ le complexe arbitraire. Soient X’”-3 les éléments de C’;
'L"'T et L”»‘°‘ désigneront respectivementdes formes de C et C’; C° sera le cycle
unité de, C. Nommons C°>< C’ l’ensemble des formes C°>< L””Â Proposons—
nous d’étudier une forme de C X'C’,

MP.—.: 2 qu5 >< X’P—IIÔ, telle que MPG C° >< C’
fi°éq

(les divers X’P“q’fl étant distincts).
Nommons poids Q de M" la plus grande des valeurs prises par g; les termes

de poids maximum de MP sont 2 12943 >< X’P—QHB; ils sont nuls; par suite
3

' '

Îfl$= ….

Supposons Q>o; puisque C est un simplexe, il existe des formes LQ“”p

telles que L°‘l’= [iQ—"5; d’où, les . . . désignant des termes de poids inférieurs
à Q? ;

MP=2 LQ—n5 >< xw—es+. . .: (E LQ—uB ><

xw-ot>°+
. . .…. . . :

e 3

ainsi M" est homologue à une forme de poids inférieur à Q; donc à une forme
de poids Q = 0 (ce raisonnement par récurrence vaut puisque deux formes
homologues ont même dérivée).
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Supposons donc que M” soit une telle forme de poids Q = o :

MP=2 L°»B >< XM».
?

La relation L°*°= o, jointe à l’hypothèse que C est un simplexe, exige l’exis—
tence d’un coefficient Ag tel que

L°$= A3C°, donc MP: C° >< 2 A3x'p»B& C° >< C’.
- 3

Ainsi toute forme de C >< C’ dont la dérivée appartient à C°>< C’ est elle—-
même homologue à une forme appartenant à C° >< C’. Il en résulte d’abord que
tout cycle de C >< C’ est homologue à un cycle C° >< Z’P, Z’P devant évidemment
être un cycle de C'. Il en résulte ensuite que si C° >< Z’”rvo, c’est que
C° >< Z"’= C° >< L’”*‘ , c’est-à-dire que Z’Pœo; la réciproque est évidente. La
correspondance Z’”+> C° >< Z'” est donc un isomorphisme des groupes de Betti
de C’ sur ceux de C >< C’. Nous conviendrons d’identifier les classes d’homo-
logie Z” et C° >< Z"', afin de pouvoir conclure en ces termes : C’ et C >< C’ ont
mêmes groupes de Betti.

5. SIMPLEXE ENGENDRÉ PAR LES monmrs EXTERIEURS D’UN NOMBRE FINI D’ÉLÉMENTS. —
(Le présent numéro n’a pas pour seul but de donner un exemple de complexe
abstrait : il nous servira au n° 10 à définir une notion fondamentale.) Envi—
sageons un nombre fini (» de symboles X‘“, X°"—’, . . ., X°*‘°; les formes linéaires
à coefficients A.,L entiers : L°“"= AalX°f1 + AŒSX°'2—l—. . .+ A%X°"”; enfin une
opération, nommée produit extérieur, qui a les caractères suivants (') :

le produit extérieur L°°/\ L°’B/\ . . ./\ L° * est une fonction linéaire et
homogène de chacun de ses facteurs; il est associatif; il change de signe quand
on permute deux facteurs (il est donc nul quand un même facteur y figure
deux fois).

Nous nommerons « simplexe engendré par le produit extérieur des X°*‘,
X“, . . ., X°»°’ » le complexe C qui a la structure suivante : ses éléments à
zéro dimension sont X°v' , X‘”, . . . , X°»“’; ses éléments àp dimensions sont les
produits extérieurs

XP»°‘= X°:°‘o/\ X°*°‘t/\ . . . /\ X°»°‘p (pour tous les choix possibles oco< ou<. . .< ap);

la loi de dérivation est

ÎJ‘*°‘= C°/\ LP,“, où C°: X‘“1 + X°""+ . . . + X°"”. 
(°) La notion de produit extérieur est due à Grassmann; elle joue un rôle fondamental

dans la théorie des formes de Pfaff; voir par exemple E. CARTAN, Leçonssur les invariants
intégraux (Paris, Hermann, 1922). '
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C est bien un complexe, puisque la lOi de dérivation est telle que toute déri-
vée seconde est nulle. Prouvons que ce complexe est un simplexe. C0 est bien

' un cycle. Soit ZP un quelconque des cycles de C; la relation Z"=o signifie
que C0/\Z”: 0; on en déduit, en exprimant Z" en fonction des quantités
indépendantes C°, X°!’, XM, .. . ., X°“”, que C° peut être mis en facteur
dan—s Z” :

si P_'_> 0, nous avons donc ZP= C° /\ LP—1,

c’est-à—dire ZF: Î.P—1, donc ZPN o ;

_si p = 0, nous avons Z°= AaC“, où A,, e A.

6. SOUS—COMPLEXES.— Soit L" une forme d’un complexe C; soient X"x°‘ ceux
des éléments de C qui figurent dans . LP (avec un coefficient non nul);
soient XP+’ *3 ceux des éléments de C qui figurent dans l’un au moins des X'”;
soient XP+“’Y ceux des éléments de C qui figurentdans l’un au moins des XP“ -3,
etc. Nousdirons que chacun de ces élémentsX'”, X"+l ,p, X"”*Y adhère à L”; nous
désignerom leur ensemble par 17; nous écrirons XM & Ü, XP+W3 & Ü, etc.

.+Un ensemble F'd’éléments d’un complexe C sera dit fermé quand tout élé-
ment de C qui adhère à un élément de F appartient lui-même à F. Un
ensemble G d’éléments de C sera dit ouvert quand tout élément de C auquel
adhère un élément de G appartient lui—même à G. Les éléments de C étrangers
à‘ un ensemble ouvert G d’éléments de C constituent un ensemble fermé, dit
complémentaire de G et vice versa. (En d’autres termes : C sera un espace
topologique, la fermeture de XP,“ étant ÎP_‘°Ï; voir A.-H., Chap. III, @ l, 8.)

‘ Nous nommerons sous—complexefermé de C tout complexe F ayant la struc—
ture suivante : les éléments de F constituent un ensemble fermé d’éléments
de C; la loi de dérivation qui règne dans F est celle qui règne dans C. (Toute
égalité, toute homologie qui vaut dans F entre des formes et leurs dérivées
vaut a fortioridans C.)

_

Nous nommerons sous—complexe ouvert de C tout complexe G ayant la
structure suivante : les éléments de G constituent un ensemble ouvert d’élé—
ments de C; soit F le complémentaire de G; la loi de dérivation qui règne
dans G se déduit de celle qui règne dans C en y supprimant tous les éléments
de F (toute dérivée seconde reste effectivement nulle, puisque F est fermé).
Nous dirons que G se déduit de C en annulant les éléments de F.La proposition
que voici est évidente :

' '

LEMME 3. — De toute égalité, de toute homologie qui vaut dans C entre
des formes et leurs dérivées on déduit une relation valant dans G en annulant les
éléments de F.

Eæemple : Les élémènts de C auxquels adhère un élément donné X"-°‘ cons-
tituent un sous—complexeouvert de C, que nous désignerons par XP,“.

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 2, r945. 14
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Remarque. — Un sous—complexeouvert d’un simplexe n’est pas, en général,
un simplexe, même s’il est connexe (sinon la remarque terminant le n° 8 serait
fausse).

Homogénéûé des formules. — La somme des dimensions et du nombre de
points signes de dérivation est la même pour tous les « monomes» d’une même
formule; la barre supérieure, signe d’adhérence, équivaut à un nombre indé-
terminé, positif ou nul, de points signes de dérivation; au contraire X“ repré—
sente des termes de dimensions au plus égales à p.

 
II. -— Les complexes concrets, leur intersection, les couvertures.

7. COMPLEXES CONCRETS. — Definition. — Un complexe concret est constitué
par :

1° un complexe abstrait, dit complexe abstrait de C;
2° un espace [C [, nommé support de C; —

3° une loiqui associea‘chaque élément X“ du complexe abstrait de Cun
ensemble non vzde de points de [C[, nommé support de X"v°‘ et représenté
par

[ X'“°‘[. -

Cette loi doit vérifier les deux conditions suivantes :

si Xv»Beîm, alors ]X%B[e|XM[; |c[=E [Xi'»°‘[.

NOTA. — Nous abrégerons l’expression « les
supports

des éléments de C » en
la suivante: « les supports de C ».

Pratzquement le complexe concret C sera défini par la— donnee d’un complexe
abstrait C’ et d’une loi associant à chaque élément XP °‘ de C’, un support
[XM], qui sera un ensemble de points d’un espace E; cette loi vérifiera la
condition :

'

si X?»B & ÎÜ’r“, alors
[

X'I»B [6 [

Xp,a [;

mais [XP—“| pourra être l’ensemble vide. Le complexe abstrait de C sera le
sous—complexe ouvert de C’ qu’on obtient en annulant dans C’ les éléments
dont le support est vide. Nous dirons que C est le sous-Complexeconcret de C’
que définit la loi associant [XP,“ . De toute égalité, de toute bomologie
valant dans C’, on déduit une relation valant dans C en annulant les éléments
à supports vides [en vertu du lemme 3).

     

Support dune forme. — Soit L": E AX” “ (où A# o) une forme de C,

nous nommerons support de cette forme l’ensemble [L"[ = 2 [X'“°‘ [. Nous
::
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avons évidemment : ]AgL"

|
=

| L"| si A3 n’est pas diviseur de zéro :

2 A,LM cZ!LMI. iÎAP!CiL”I-
  

] 8. OPERATIONS sua LES connexes concnms. ; Produit C >< C’ de deux
comnleæes concrets C et C’. '— (Soient X“ les éléments de C et X"l'-8 ceux
de C’) Le complexe concret de C >< C’ sera le produit des complexes abstraits

'

de C et C' . La loi définissant les supports sera

i
XM >< XW

;
=

| X… >< |
xw |.

.
Intersectwn C. E’ d’un complexe concret C. par un ensemble de pomts E’.—

Soient X" “ les éléments de C; ceux de C. E’ seront les symboles X” “.E’; et
C.E’ sera le sous-complexe concret du complexe abstrait de C que définit
la loi

'

,

]XP»“.E’[=1X/b°‘l.E’

(donc X'“. E': 0 quand X'“°‘ et E’ sont disjoints).

Transformé €D(C) d’un comoleæe C par une transformation (D. — (I) est une
transformation ponctuelle, univoque ou multivoque. Soient XM les éléments
de C; ceux de ®(C) seront les symboles (D(X'“°‘); et Œ(C) sera le sous-
COmplexeconcret du complexeabstrait de C que définit la loi

—l®(X”’“)I=Ô(IX”’“I)-

(Donc (I) (X'"°‘)=o quand ]X"*°‘| et le champ de définition E’ de (I) sont dis—

joints : les deux complexes (1) (C) et C.E' ont le même complexe abstrait).

Intersection C.C’de deuxcompleæes concrets C et C’ . — (Soient X'”°‘les éléments
de C et quÆ ceux de C’). C.C’ sera un sous—complexe concret du produit des
complexes abstraits de C et C’; à l’élément X'“°‘>< X’“*= (— 1 )”quJä >< X”v°‘
de ce produit correspondra dans C.C’ un élément que nous nommerons
X"*°‘.X’q'p=(— 1 )""X"I’B.X'““ et dont le support sera

|XP11.X"/,B|=]Xfl1ï|li.|X’va ;.

Notons l’identité de C.C’ avec C’.C; explicitons la loi de dérivation dans
C.C’ : d’après (1) (n° 2) et le lemme 3 nous avons

(3) (XM. X’«hB)°= XP»°@. X'%B+ (— 1)P XM. X'q»3,

La représentatwn'ït (ce). —- Soit 11 (a:) la représentation associant aupoint a:

le point æ><æ; son inverse n’(æ>< x') est égal à $ si m’ :o; et sinon n’est
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pas définie. Cette transformation établit le lien suivant entre les notions que
nous venons de définir: C. C’ est identique à 1—11((lxxC’); en particulier

… XM. qu»B=Ê(XM >< X/mB).

Remarque. — L’intersection d’un simplexe par un ensemble, l’intersection
de deux simplexes, même si elle est connexe, n’est pas en général un simplexe,comme le prouve le n° 11 ,figure 2.

9. Les COUVERTURES. —— Definition. — Nous nommons couverture d’un espace
topologique E tout complexe concret K ayant les propriétés suivantes:

1° le support
]
XP°" de chaque élément de K est un ensemblefermé de points

de E;
2° l’intersection de K par un point de E est un stmpleæe, quel que soit

ce point;
3° la somme des éléments à 0 dimension de K, K°= 2 X°fi", est un cycle,

. ?nommé cycle unzté de K.

Intérêt de cette définition. —— Jusqu’à présent la théorie de l’homologie a
étudié la forme d’un espace topologique en analysant les propriétés de ses
recouvrements par un nombre fini d’ensembles fermés; nous allons effectuer
cette étude en analysant les propriétés des couvertures de l’espace; nous y
gagnons de substituer à une notion de topologie ensembliste une notion bien
plus maniable de topologie algébrique.

Propriétés des couvertures. — Les propriétés suivantes sont immédiates :

E =
|
K"

]
= K (car tout simplexe contient par définition au moins un élément

de dimension nulle}.
Le produit de deux couvertures est une couverture (la démonstration utilise

le lemme 2).
L’intersection d’une couverture par un ensemble de points est une

couverture. *

La transformée d’une couverturepar la transformation inverse d’une repré—
sentation est une couverture(on nomme représentations, les transformations
univoques et continues).

_

’

L’intersection de deux couvertures est une couverture.

10. COUVERTURE ENGENDRÉE PAR UN RECOUVREMENT remi: FINI. — (Le présent
numéro n’a pas pour seul but de donner un exemple de couverture : les
couvertures qu’engendrent les recouvrements jouent un rôle fondamental
aux 11“ 16 (lemme 7), 19, 22, 57 et 45).
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Soient un espace topologique E et un nombre fini d’ensembles fermés Fa de

points de E; supposons 2 F“: E : on dit que les F« constituent un recouvre-
a

ment fermé et fini de E(A.-H. Uberdeckung).Envisageons le complexe abstrait
qu’engendrent les produits extérieurs des symboles F (n° 6) et le sous—

complexe concret K de ce simplexe que défini la loi

lFs.AFs.A---A F{$pl=Fpn.F{al.… ng

(K ‘n’est pas en général un simplexe : la couverture nommée K.K’ au n°11,
figure 2, peut être engendrée par ce procédé et n’est pas un simplexe).

K est une couverture de E : l’intersection de K par un point de E est le
simplexe même qu’engendrent les produits extérieurs de ceux des Fa qui
contiennent ce point. Nous donnerons à K le nom de « couverture engendrée
parle recouvrement Fa ».

Remarques. — Soit X'““=Fg,,/\Fp, /\ Fg,, un élément non nul de K
(on a Fg…Fg.....Fg,,#0); cet élément à 1) dimensions adhère exactement
à (p + 1) éléments à (p — 1) dimensions (dont aucun n’est nul), à savoir

F@AFp,/\.…AFpp; FpoAFB,AFp.A...AFBF; FBoAFfii/\FBJAH'AFBP1 etc.

Chacun des coefficients C[ë]qui figurent dans la loi de dérivation de K
vaut _:l: I. _

Le sous—complexe(') X'“5 de K est un simplexe, qui est la couverture engen—
drée par le recouvrementde |XP’5| que constituent F…, F…, . . . F….

Dignssion sur lesproduits et sur les intersections de recouvrements.— Soient E
un espace topologique et è un recouvrement fermé et fini de cet espace, se
composant des ensemblesF. Soient de même E’, p’ , FB Les ensemblesF >< Fg
constituent un recouvrement fini fermé de E >< E’; nous nommerons ce recou—
vrement produit p>< 9’ des recouvrements

@
et p’. Les FŒ.FB constituent un

recouvrementfermé fini de E.E’; nous le nommeronsintersection p.9’dep et p’.
Nous désignerons par K(p) la couverture engendrée par le recouvrement 9.
Les faits suivantssoulignent les difi'érences qui existent entre les propriétés
des couvertures et des recouvrements : K(p >< p') et K (p) >< K(ç’) sont des
complexes différents; c’est le premier qui a la structure la plus compli-
quée. De même K (p.9") a, en général, une structure plus compliquée que
K(P)-K(P’>-

Démonstration. — Nommons dimension d’un complexe la dimension maxi-
. mum de ses éléments. Rappelons que l’ordre du recouvrement 9 est le plus_ 

(') Défini au n°6, exemple.
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grand nombre X tel qu’on puisse trouver X ensembles F“ dont l’intersection ne
soit pas vide. Soientp et p’ les dimensions de K(p) et K(p'); les ordres de p
et 9’ sont donc p + 1 et p’+ 1; par suite l’ordre de (: >< p' est @+ 1) (p’+ 1)
et la dimension de K (p >< p) est doncpp’+1) +11 or celle de K(o) >< K(p )
est seulementp +p’.

Les couvertures qu ’engendrent les produits et les intersections de recow
vrements ne nous seront d’aucune utilité.

M. EXEMPLES DE couvnnrunas. — Figure 1. + E est le segment oêxê2 de
l’axe réel; le recouvrement de E que constituent les deux segments oâæâx _et

Fig. 1.

E'

  
1 5x2 2 définit une couverture de E, composée de 8 éléments X°’f, X°"° et X'-
qui vérifient les relations suivantes: X°4: X’_— —X°2 ,X‘ = o, lX°='| estle
segment o<x<1,]X°2] est le segment 1<æ<2, [X‘] est le point a:: 1. Cette
couverture est un simplexe.

La circonférence E’ a pour couverture le complexe constitué par quatre
éléments X’°‘, X’°°,_X”‘ et X” ° qui vérifient les relations suivantes.

X’°*’= X“!1 —— X”1’= —— X'0’2, X"1= X”": 0,

| X”” let |X")°l sont deux points distincts; |X’°r‘| et |X’”| sont les deux arcs
distincts qui ont pour extrémités ces deux points. Cette couverture ne peut
pas être engendrée par un recouvrement. Cette couverture n’est pas un
simplexe : X’“ … X"’QQÔO.

Le produit de ces deux couvertures de E et de E’ est line couverture de
E >< E’, qui se compose de 12 éléments et qui a, d’après le lemme 2, mêmes '

groupes de Betti que la couverture E’ : la classe d’homologie de E' qui contient
les cycles X’“ et X’“2 est identifiée à la classe d’homologie de EXE' qui
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contient les cycles(X°" + X‘”) >< X” " et (X°" + X°»°) >< X” “"; indiquons un
autre cycle de cette classe, par exemple le cycle

X0,1 >< X’1,4 + Xi >< X’0,1+ X0,2 >< X’1,2;

notons que les supports de ces trois cycles sont des courbes allant de l’un à

l’autre des cercles délimitant la couronne E >< E’.

Figure ‘2.'— Best une circonférence; le recouvrement de E que constituent
deux demi—circonférences distinctes “ayant mêmes extrémités engendre une

Fig. 2.  
K

’

K' K.K'

couverture K de E qui est un simplexe. Soit K’ la couverture qui se déduit
de K par une rotation d’un angle droit. L’intersection K. K’ de ces deux
couverturesest une couverture,composée de 8 éléments, dont les dérivées sont
Yo,

,4 =Y4,4_Y4,,4’Y0,,,2=Y42_Y4,,4, YO,3=Y4,3_Y4,,2’Y0,,4=Y1,A_Y4,,3,

Y'r°‘= o; les quatre cycles Y‘ "“ appartiennentà une même classe d’homologie,
’

qui n’est pas nulle. Donc l’intersectionK.K’ des deux simplexesK et K’ n’est pas
un simplexe, tout en étant connexe (ceci justifie les remarques des n°8 6 et 8).

.
Figure 3. — Soit E la demi—droite œ>o° Soit K la couverture de E qui a la

structure suivante: ses éléments sont X° ’ ,X° ’ ,X'‘et X‘‘,leur loi de déri—
vation est X° ‘ = X‘ ’— X’“= —X° 2 ,X‘ ’—_X‘°: o,lX‘v‘ | est l’ensemble . Fig. 3.

. x 0,1
' X0,2

. X
0,1

X q,z X ou
r r I % i % . . .

X 1,2 x 1,1 x 13 X \,t x 1,2 x 1.1

 des points d’abscisses impaires, x=2l+1; |X‘72 est l’ensemble des points
d’abscisses paires æ= 2l; |X°v‘| est la réunion des intervalles 2lîxîzl—l— 1

et |X°*°| est la réunion desintervalles 2l— 1 gæî 21. Cette couverture n’est pas
un Simplexe : elle a même complexe abstrait que la couverture de E', figure 1.

Si nous adjoignons à E un point à l’infini et si nous adjoignons ce point à
chacun des supports lX'“°‘| afin qu’il soit fermé, la couverture K devient un
complexe concret C qui n’est pas une couverture, car son intersection par le
point à l’infini n’est pas un simplexe.
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III. — Formes, cycles et anneau d’homologie d’un espace topologique.

”12. DÉFINITIONS. — Soient un espace topologique E et un groupe (‘) A de
coefficients.

Nommons forme de E toute forme L" d’une couverture K de E, les Coeffi-
ciénls utilisés étant ceux de A. Soit K’ une couverture de E indépendantede K;
soit K’° son cycléunité; conVenons que L" et I.".K’“ constituent la même forme
de E. Convenons de n’envisager sur E que des couvertures deux à deux indé-
pendantes et des intersections de couvertures deux à deux indépendantes. Ces
conventions permettent d’additionner deux formes à 1) dimensions de E :

si L’" et L”" sont deux formes de E, appartenant respectivement aux couver-
tures K.K’ et K.K”, leur somme sera la forme L’".K”°+ L”".K”° de la couver—
ture K.K’.K”; cette addition est commutative et associative. Plus généra—
lement on peut effectuer les combinaisons linéaires, à coefficients pris dans A,
de formes de E ayant même dimension. D’autre part l’intersection de deux
formes de E, L" et L’”, appartenantà deux couvertures indépendantes, est
définie; c’est une forme de E à p+q dimensions, L".L’q=(—1)P”L"l.LP.
Enfin, puisque K’°=o, L" et L".K’° ont pour dérivées la même forme de E.,

L"= L".K’°; on peut donc définir la dérivée d’une forme de E comme étant
une forme de E; on a pour de telles formes [cf. n° 8, ($)] :

(Z A,.LM>i=2 A,Î.P»l et (LP.L(Z)°: LP.LfI+ (- 1)"L".lfl.
_

on et

Nous nommeronscycles de E les formes de E dont la dérivée est nulle.
Nous dirons que deux formes de E sont homologues entre elles lorsque leur

différence est la dérivée d’une forme de E. En d’autres termes, si K est la
couverture à laquelle appartient un cycle Z", la relation

ZPN 0 dans E

signifiera qu’il existe une couverture K' de E telle que

Z".K’°œ0 dans K.K’.

L’homologie dans E, étant une relation trahsitive, répartit les cycles de E en
classes de cycles homologues; ces classes sont nommées classes d’homologie.
Étant donnés deux cycles à p dimensions de E, Z" et Z’", si l’un d’eux décrit
une classe d’homologie de E, Z"+ Z’" reste dans la même classe d’homologie
de E : ceci permet de définir la somme de deux classes d’homologie de E.
Soient Z" et Z’9 deux cycles de E, appartenant à deux couvertures indé— 

(1) Ce groupe appartient à l’un des types a, b, c du n°3 et constitue donc un anneau«
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pendanles; leur-intersection Z”.Z"' reste dans la même classe d’homologie
de E quand Z” ou Z"' varie, en restant dans une même classe d’homologie de E:
ceci permet de définir l’intersection de deux classes d’homologie de E, quand
on peut trouver deux cycles de ces deux classes appartenant à deux couver-
tures indépendantes,.ce qui est toujours possible d’après le théorème 1 (n° 18),
quand E est normal. Nous résumerons ces propriétés de l’addition et de
l’intersection des classes d’homologie d’un espace normal en disant que ces

classes constituent un anneau hétérogène — l’adjectif hétérogène devant
rappeler qu’on ne peut additionner que des éléments de même dimension —;
nous nommeronscet anneau hétérogène anneau d’homologie de E.

Nota. — Nous analyserons ces définitions de façon plus détaillée au cours
d’un article intitulé : Les modules d’homologie d’une représentation.

15_. EXEMPLES. — C’est seulement le Chapitre II qui nous mettra en mesure
de déterminer par un processus fini les anneaux d’homologie des espaces les
plus élémentaires : les polyèdres. Pour l’instant donnons deux exemples des
rapports qui peuvent exister entre les cycles de deux couvertures, K et K’, et
ceux de leur intersection K.K’ .

Tout d’abord lafigure 2 (n°11 ) nous montre deux couvertures K et K’ d’une
circonférence qui sont des simplexes, alors que K.K’ possède des cycles à

une dimension qui ne sont pas homologues à zéro.
Lafigure 4 nous montre le cas opposé : K et K’ sont deux couvertures d’un

même segment E de l’axe réel : oêæê4. La structure de K est définie par les
relations X°”=X‘=—X…; |X'| est le point æ=2; |X°*’| est le segment

Fig. 4. . qu2 X' IJ xl°_\ xl12 X! “Z
' ' *

._ 1 |
.)

|1

o_S_æân; |X°=“| est le segment 2îxî4. La structure de K’ est définie par les

relations X’°»‘ =X"" — X’“: — X’”; |X"7'| est le point a:: 1 ; |X”v"l est
le pointa:: 3; |X’°.”l est le segment 12xâ3, tandis que | X’°=’| est la réunion
des deux segments oîxî1 et 3_£_æî4. Les cycles X”" et X’“2 appartiennent
à une même classe d’homologie non nulle de K’, tandis que dans K.K’ les cycles
correspondants (X°1'+ X°“—’).X"” = X‘“. X" ” et X‘”.X”v2 sont homologues
à zéro.

14. OPERATIONS SUR" LES FORMES ET LES CLASSES D’HOMOLOGIE D’UN ESPACE roro—

LOGIQUE. — Comme nous l’avons déjà constaté au n° 9, le produit de deux
couvertures, l’intersectionde deux couvertures, l’intersection d’une couverture

Jour-n. de Math., tome XXIV. — Faso. 2, 1945. 15



114 JEAN LERAY.

par un ensemble de points, la transformée d’une couverture par l’inverse d’une
représentation continue est une couverture, dont le cycle unité est le produit,
l’intersection, le transformé des cycles unités des couvertures. données;On en
déduit sans peine la définition des opérations que voici :

Soient deux espaces topologiques E et E’, dans lesquels nous utilisons un
même anneau de coefficientsA; soient L" et L"1 deux formes de E et E’;

leur produit LP >< L’”: (-—— 1)PqL’q >< LP est une forme de l’espaCe E >< E’;
leur intersectionL". L"! :: (— 1)P'1L"1.LPest une forme de l’espace E.E’;
l’intersection L”.E’ est une forme de l’espace E.E’ .

Soit cp une représentation,,dont le champ de définition est identique à E' et
o ‘ o _. o .dont le champ des valeurs appart1ent a E:, s01t <p la transformation inverse

-4 _ —t '

de @; (ça est en général mult1voque); la transformée <p (L") est une forme
de l’espace E’ .

_
Ces diverses opérations sont des homomorphismes; en d’autres termes nous

avons les formules '

<E A,,LP»°‘>
>< (E A5L’vvfi) =2 A,Ang»a >< L'?»B,

a B . «$

(2…«) . @ wa) =zAŒABW .
a

'

a _ «»B

(E A…Lp»a>.iÿ:2
Aa(LPa°‘.E’),

“a

ÎÂ (Z Aime) =2 AJ<LP»Œ»
“ “

<Lp.Lv> >< (…… = <— 1)W°<pr …,… >< …
(LP.E’).(LV.E’)= (LP.LV).E’,

$<u».u>:$…) .Îi<Lv>-
En outre :

(LP >< L’(l)°= 'LP >< L'«‘l+ (— 1)PLP >< L'4i',

(LP. La)-: LP_ L‘I+ (_ 1)PLP_°Lf/,

(LP.E)- =LP.E,

(E‘<m>)'=î(M

La représentationTt utilisée au n° 8 dans (4) établit le lien suivant entre les
notions d’intersection, de produit et de transormée

—|
LP.L'I= n (LP >< L7 ).
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Ce qui précède permet de définir les opérations suivantes sur les classes
d’homologieZ" et Z"1 de E et E’.'

leurproduit Z" >< Z’”N(— 1)‘”’Z'” >< Z” est une classe d’homologiede E >< E’;
leur intersectionZ”.Z"‘œ(— 1)"‘1Z"1.ZP est une classe d’homologie de E.E' ;

l’intersectionZ”.E’ est une classe d’homologie de E.E’ ;
-—1

la transformée ? (ZF), (9 étant une représentationde E' dans E, est une classe
d’homologie de E'.

Ces diverses opérations sont des homomorphismesd’anneaux : on a

(Z Aazm>
><

<2 Apzva>…2 A A3ZP« >< zw
« @

a,B

<2AJm>. (Z ApZ"…>NV AApZ/”‘ Z“l»B,

“ °‘B

(z Aazm).sz AŒ<ZP»«.EI>,
' a on -

ÎÊ (Z A“Zml "’Z Aa—<ÈI<ZP»“),

a / a

(ZM/) >< <Z'nZ's> «» <—1>W‘(ZP >< Z"‘).(Z'I >< Z“),
(ZP.E').(Z?.E’) … (ZF.Z?).E’,

—1
'

—1 —1
ç(Z”.Z”)mcp(ZP).CP(Z’/),

ZP,Z?… (_1)quq,Zp,
2Z”.Z”N o, quandp est impair,

—1

ZP.Z4 … n (ZP >< Z?).

Complétons ces formules par deux remarques :

Remarque 1. — Soit ®(æ’) une représentation de E’ dans E; soit cp(æ’) la
représentation qui est définie sur l’ensemble c' de points de E’ et qui y prend
les valeurs cp(æ’): ®(æ'); soient LP une forme et Z” une classe d’homologie
de E; on &

Îpl(Lp)=$(Lp).e’ et Îpi(ZP) N$(ZP).e’.

Remarque '2. —— Soit cp(æ’) une représentation de E’ dans E; soit e un
ensemble de points de E contenant toutes les valeurs prises par cp(æ’); on a

—1 -—1

<P(ZP) … <?(Z”.e>-

15. COMPLEMENTS.— Classe d’homologie unité. — Les cycles unités des cou—

vertures de E constituent une classe d’horhologie de E; nous la nommerons
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classe unité de E et nous la désigneronspar le symbole E”; nous avons
‘

A,,E°#o si Aa;É0; ZP.E°NZP; ZP.E’°NZP.E’;
E°>< E’°œ (E >< E’)°; E°.E’°æ E°.E’œ (E.E’)°; Ë(E°).… E'°.

Espace simple. — Nous dirons qu’un espace topologique est simple lorsque
son anneau d’homologie se réduit à l’ensemble des classes AE°. (Un ensemble
de points d’un espace topologique sera dit simple quand le sous—espace que
constitue cet ensemble est simple.)

Tout espace se composant d’un seulpoint est simple. —- C’est une conséquence
immédiate de la condition que l’intersectiond’une couverture par un point de
son support est toujours un simplexe; c’est même à cette fin que nous avons
posé cette condition. Si donc Z" est un cycle quelconque et si x est un point
quelconque, -

(5) ZP.xN0 pourp>o; Z°.xwAax° (où A,,eA).

Représentation constante. — Soit cp(x’) une représentation constante de E’
dans E : :p(x’)=x, x étant un point invariable de E; on a, d’après la
remarque 2 du n° 14,

—1 —1
<P(ZP) … <?(Zp-æ);

d’où, en tenant compte de la formule (5),
(6) ZPI(ZP)N0 pourp>o; ÎP1(Z0)NAŒEIO (où A,eA),

Espaces connexes (‘). —— Soit Z° un cycle à zéro dimension d’une couver—
ture K d’un espace E. Soit x un point particulier de E; il existe, d’après (5),
un coefficient A, tel que (Z°— A,K°).x: o. L’ensemble des points x qui ne
vérifient pas cette relation est f =|Z°—A,K°|; cet ensemble est fermé.
L’ensemble des points x qui la vérifient est F,: [I fp. Ainsi E est la réunion

AB;éAa
de deux ensembles fermés et disjointsf, et F.,; F, n’est pas vide, donc si E. est
connexe,f, est vide, c’est—à-dire Z°= A,K°. En d’autres termes :

LEMME 4. — Toute couverture d’un espace connexe est elle—même cbnnexe.

Espaces non connexes. — Supposons que E = E, + E,+. . .+E…, les
ensembles E, étant fermés et dellx à deux disjoints: E n’est pas connexe.
Soit K la couverture de E que constituent (» éléments à zéro dimension, ayant
tous une dérivée nulle, et dont les supports respectifs sont E., E,, . . ., E,…

Soit K’ une couverture arbitraire de E. On constate aisément que K.K’ est la 
(1) Pour la définition de la connexité, voir A.—H., Chap. I, 5 2, 14 : Zusammenhang.
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réunion de (» couvertures des (» ensembles E., E.,, . . ., Em et que par suite
l’anneau d’homol0giede E est la somme directe des anneauxd ’homologz‘e de E,,
En, . . . , E…. Nous ne pousserons pas plus loin l’étude des espaces non connexes.

Mais considérons plus particulièrement un espace E muni d’une topologie
telle que tout ensemble de points de E soit fermé (_ les composantes connexes
de E sont ses points); l’étude de l’anneau d’homologie d’un tel espace est
banale (soit K’ une couverture arbitraire de E:, soient E,, E2, ..., E… des
ensembles deux à deux disjoints tels que les supports de K’ soient des réunions
de E.,; soit, comme ci—dessus, K la couverturequ’engendre le recouvrementE,,
E,, . . . , E…; K.K’ est la réunion de (» simplexes). Or munir E d’une telle topo-
logie revient à abandonner les conditions suivantes dans la définition des cou-
vertures.' .E est un espace topologique; chacundes élémentsd’une couverturea un

_ support fermé. Ainsi l’abandon de ces conditions ferait perdre tout mte'rét aux
notions de couvertureet d ’anneau d’homologze.

- IV. —— Propriétés des espaces normaux.

Pour poursuivre notre étude des couvertures, supposons normaux les
espaces topologiques envisagés.

16. ELARGISSEMENTS.— De' inition. — Soit un nombre fini d’ensembles E de1
points d’un espace E; nommons S le système d’ensembles qu’ils constituent;
soit de même S*, constitué par les E:. Nous dirons que S’ est un élargissement
de S lorsqu’il est possible de faire se correspondre biunivoquement E. et E; de
telle sorte que

MGE
2° E; C E‘ chaque fois que EaC E3.
(Exemple : E; est la fermeture E.,. de E..)

LEMME 5 (sur les espaces normaux). — (Ce lemme généraliseA.-H., Chap. I,
ê6, 8, théor. VI.) Soit S un système constitué par un nombre fini d’ensembles
fermés F,, de points d ’un espace normal E; on peut construire un élargissementS*
de S, constitué par des ensemblesouverts G,. quipossèdentles propriétéssuivantes :

a. Î, est « arbitrairementvoisin » de F.;
b. à tout ensemble « sufiisammentpetit » e de points de E on peut associer un

point x(—e) de E tel que Œ.e = 0 si et seulement si F..æ(e): o.

Nota. — Dire que G est « arbitrairement voisin » de F… c ’est dire que G
peut être pris dans un voisinage de F donné à l’avance. Dire que e est « suffi—
samment petit », c’est dire que e doit apparteniràal’un des éléments d’un
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certain recouvrement fini ouvert de E, qui dépend des données et des cons—-
tructions opérées. '

Démonstration. — Il est toujours possible de décomposer le système S des F,,
en deux sous—systèmesconstitués l’un par des Fp, l’autre par des F,, tels “que

HF3;£O, FY‘H Fp=o.
? 5

Soit G un voisinagede
[BIFB

tel que G. F—_—0 quel que soit 7. SoitF: E—G. —

Le système des F.F a Bune structure plus simple que le système des F.,,
puisque [114 .Fg= 0; nous pouvons donc, en raisonnant par récurrence (‘ ),

f3 . .

supposer le lemme vrai pour le système des F.Fa : soient G, les éléments de

Fig. 5.

Paun de ses élargissements vérifiant la condition (7; nous supposeronsG' assez
voisin de F=F.F pour que G. G:o. Choisissons Gg=G+GB et G='G.
Le fait que le système des G' est un élargissement du systèmede F.F entraîne
que le système des G est un élargissement du système des F.,.

Cet élargissement possède la propriété a, car en choisissantG arbitrairement
voisin de H F5, puis les G_a arbitrairement voisins des F.Fa, on obtient des Ga

@ . .arbitrairement v01sms des F,.
Cet élargissement possède la propriété b : supposons d’abord e. G#o; nous

pouvons supposer que la condition imposée à e d’être suffisamment petit
entraîne que e.Œ=o (car G.Œ=o); puisque e.Œ#o et que e.G:=o,
nous pouvons choisir pour x(e) un point quelconque de ” Fg. Supposons au

contraire e.G= 0; alors la relation e.Î…= o équivaut à la relation e.GZ= 0,
c’est-à-dire (æ' étant un point de E qui existe puisque le système des GZ, satis— 

(1) Récurrence relative au nombre des combinaisonsde Fa dont “l’intersection n’est pas
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fait à b) à la relation æ’.F.Fa=og nous pouvons donc prendre æ(e)=x’
si æ’ & F. Sinon e.Ga= 0 quel que soit a; a fortiori e.F,=o; nous pouvons
donc prendre pour x(e) un point arbitraire de e.

Définitions. — Une couverture K* d’un espace topologique E sera dite nor—

male lorsque son intersection par tout ensemble suffisamment petit de points
de E est un simplexe. En d’autres termes :

Une couverture K* d’un espace topologique E sera dite normale lorsque E
admet un recouvrement fini ouvert 9 tel que l’intersection de K* par un
ensemble e de points de E est un simplexe dès que e appartient à l’un des

_
ensembles ouverts constituant p.

Un complexe concret C* sera dit être un élargissement d’un complexe concret C
(et C sera dit être un rétrécissement de C*) lorsque

1° C et C* ont le même complexe abstrait;
2° les éléments correspondantsX'” et X*"*°‘ de C et C* vérifient la relation

l X’”“
l Cl X’”’°‘ l-

Soit K une couverture d’un espace topologique; l’application (‘ )du lemme 5
au système des supports de K fournit la proposition suivante :

Luna 6. —— Toute couverture K d’un espace normalpeut étre élargie en une
couverturenormale K*; K* peut étre choisie arbitrairementvoisine de K.

Exemple. — Figure 6, K n’est pas normale, puisque l’intersection de K par
l’ensemble des deux points arbitrairement voisins a et b n’est pas un simplexe.  .

Fig. 6.

K . XO! xl]A X02 )
a.

'
b

X‘°" XŸ°‘2

—,—«
X'”

Au contraire, l’élargissement K* de K est une couverture normale : son inter—
section par tout ensemble de diamètre inférieur à celui de |X*'| est un
simplexe.

Soit 9 le recouvrement ouvert de E qui est associé à une couverture nor—
male K*. Nous pouvons rétrécir p en un recouvrement fermé p' de 'E (cela en
vertu de A.-H., Chap. I, g 6, 8, th. VII; ou, ce qui revient au même, en 

(‘) Cette application ne serait plus possible si nous envisagions des couvertures pouvant
avoir une infinité d’éléments.
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vertu de notre lemme 5 appliqué aux ensemblesfermés complémentairesdes
éléments de 9). Soit K’ la couverture de p qu’engendre p’. L’intersection:de K*
par tout ensemble de points de l’un des supports de K' est un simplexe. Nous
pouvons donc compléter le lemme 6 par la proposition suivante :

LE_MME 7. —— Étant donnée une couverture normale K* de l’espace normal E, on
peut construire une couverture K’ de E‘ telle que l’intersection de K* par tout
ensemble de points appartenant à l’un (‘ ) des supports de K’ soit un sthtplexe ——

la couverture K’ est engendréepar un recouvrementde E. _

17. ÉTUDE DE K*.C’ QUAND L’INTEBSECTION DE LA COUVERTURE—(°)K* pm CHACUN
mas surroms (' )DU COMPLEXE concnar C’ EST UN smvmxa. #— (Cette étude généralise '

mot à mot celle que nous avons faite au n° 4 du pr0duit d’un simplexe par un
complexe; elle sera elle-même calquée à deux reprises,au cours du Chapitre II,
au n° 27 et au n° 55.) Soient X’“’ les éléments de C’; Lw et L’“6 désigneront
respectivement des formes de K* et de C’; K*° sera le cycle unité de K*.
Nommons K*°.C’ l’ensemble des formes K*°.L’“°. Proposons—nous d’étudier
une forme de K*.C’ '

MP: 2 LVr3.X’P—'I»B, telle que MPG K*°.C' (les divers X'r—mB étant distincts).
là°ê r/

> '

Nommons poids Q de MP la plus grande des valeurs prises par 9; les termes
de poids maXimum de M" sont 2 ÎJ°’B.X’”_°'5; chacun d’eux est nul ;“ par" suite

3 .

LQ$_| X’P—QÆ
]
= O.

Supposons Q > 0; puisque l’intersectionde K* par lX’”“°"’| est un simplexe;
il existe une forme [iQ—”3 telle que

.

L0r3.1 X’P—Qrl3
]
: LQ—î»fi.] X’P—Q»B {, c’est—à—dire que LQ’l3.X’l'—Q»B=ÎJQ;"Ë.X'P—Qiÿ;

d’où, les . . . désignant des termes de poids inférieur à Q,

MP =Z LQ—nB.XW—QÆ+. .

Ï=<2 LQ—nB.X#—Qfi>°+.
. ,… . . .;

5 ?
'

ainsi MP est homologue à une forme de poids inférieur 5 Q:, donc à une forme
de poids Q = 0 (ce raisonnement par récurrence vaut parce que deux formes
homologues ont même dérivée).

Supposons donc que MP soit une telle formede poids Q = o :

MP =2 L°»B, X’P’3.
@

(-) L’expression « les supports de K’ i) signifie « les supports des éléments de K’ ».
(‘-’) Cette étude utilisera seulement lefait que K* possède un cycle unité.
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La relation L°’5. X’P'5| =o, jointe à l’hypothèse que l’intersection de K*
par |X’P’Bl est un simplexe, exige l’existence d’un coefficient A3 tel que

 

L°vB.l X’P—B
[
= AB K"". |

X’P,l3 [;
\ donc .

MP: 100.2 Ag xm$ e K*°. c'.
?

Ainsi toute forme de K*. C’ dont la dérivéeappartientà K*° . C’ est elle-même
homologue à une forme appartenant à K*°.C’. Il en résulte d’abord que tout
cycle de K*.C’ est homologue à un cycle K*°.Z’”, Z’P devant évidemment être
‘un cycle de C'. Il en résulte ensuite que si K*° .Z’Pœ 0, c’est que

. K*o_ Zip: K*°. Lp—1)

’ -‘-d' Z'l’ -l ' ' t' ”d t L dc est a ne que f\JO, a réciproque es ev1 en €. a correspon ance

Z'P{+ K*°. Z’P

est donc un isomorphisme des groupes de Betti de C’ sur ceux de K*.C’ . Nous
conviendrons d’identifier les classes d’homologie Z"’ et K*° .Z’”, afin de pouvoir
conclure en ces termes :

LEMME 8. — Si l’intersection de la couverture K* par le support de chaque
élément du compleæe concret C’ est un simpleæe, alors K*.C’ et C’ ont mêmes
groupes de Beni.

18. CONCLUSIONS. —— 1° Soient lc et K deux couvertures d’un espace E normal,
K étant un élargissement de k. Élargissons K en une couverture normale K*,
ce qui est possible d’après le lemme 6; soit K’ la couverture de E que le
lemme 7 associe à K*. Les complexes abstraits de k, de K et de K* sont iso-
morphes; soient z”, Z" et Z*” trois cycles correspondants de ces complexes. Le
lemme 8, appliqué à K* et à C’: K’, prouve l’existence d’un cycle Z’P de K’ tel
que Z*Pm Z’P dans K*.K’. Or K.K’ et k.K’ sont des sous-complexes ouverts
de K*.K’; donc, en vertu du lemme 3,

ZPN Z’P dans K.K', :PN Z’P dans k.K’;
d’où

51)… Z” dans E;
en résumé :

THÉORÈME1. — Quand on élargit une couvertured’un espace en une couverture
de ce‘méme espace, chaque cycle reste dans la mêmeclasse d’homologiede l’espace.

2° Soit K* une couverture normale d’un espace normal E. Envisageons
maintenant l’intersection(K*)” de n couvertures isomorphes à K*. Soit K’ la
couverture de E que le lemme 7 associe à K*. L’application du lemme 8 à K*
et à C’=(K*)”“'.K’ prouve que tout cycle de (K*)”.K’ est homologue à un

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 16
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cycle de (K*)”“'.K’, donc, par récurrence, à un cycle de K'. Soit en parti—
culier Z*” un cycle de K*; désignons par (Z*P)” l’intersection de n cycles iso-
morphes à Z*”; cette intersection est de dimension np; elle doit être homologue
à un cycle de K’; si p > 0, dès que n est assez grand pour que np dépasse la
dimension maximum des cycles deK’, elle est donc homologue à zéro. Nous
exprimerons ce fait :

(Z*P)"N () pour n assez grand,

en disant que la classe d’homologie de Z*” est nilpotente. Puisque, d’après le
lemme 7 et le théorème 1, tout cycle de E est homologue à un cycle d’une cou—
verture normale, nous pouvons affirmer ceci :

THÉORÈME 2. — Toute classe d ’homologie d’un espace normal est nilpotente, si
sa dimension est positive. (Cette pr0position sera utilisée au n° 24 parle raison-
nement de M. Hopf que reproduit le paragraphe VI.)

3° Soit CD une famille de couvertures K’ d’un espace normal E qui possèdent
les propriétés suivantes :

a. On peut trouver une couverture K’ de la famille (1) dont les éléments aient
des supports arbitrairementpetits (c’est-à—direqui appartiennent chacun à un
élément d’un recouvœmentfini ouvert 9 de E, 9 étant donné à l’avance);

b.’ l’intersection de deux couvertures K’ de la famille (Il appartient à la
famille (I). '

Soit ZP un cycle de E; il appartient à une certaine couverture K; élargis-
sons K en une couverture normale K*; d’après l’hypothèse a, il existe une

_

couverture K’ de la famille (1) telle que le lemme 8 s’appliqueà K* et à C’: K’;
donc Z” est homologue à un cycle de K’. Ainsi tout cycle de E est homologue
à un cycle appartenant à l’une des couvertures K’ de la famille (1).

Envisageons maintenant un tel cycle Z’P appartenant à la couverture K’ de
la famille (1), et supposons Z’” homologue à zéro dans E : il existe une couver—
ture K de E telle que Z"’NO dans K.K’. Élargissons K en une couverture
normale K*, suffisamment voisine de K pour que K.K' et K*.K' soient
isomorphes : Z"’rv 0 dans K*.K'. D’après l’hypothèse a, il existe une couver-
ture K” de la famille (I) telle que le lemme 8 s’applique à K* et à C’: K’.K";
du fait que Z’” N 0 dans K*.K’.K” résulte dès lors que Z’”rv0 dans K’.K".
Ainsi donc : si un cycle Z’” d’une couverture K’ de la famille (I) est homologue
à zéro dans E, on peut trouver une couverture K” de la famille <I> telle
que Z"’rv 0 dans K’ .K”. Nous avons ainsi établi le théorème suivant :

THÉORÈME3. — On ne modifiepas l’anneau d ’homologie d’un espace normalE
quand, au lieu d’utiliser dans les definitions du n° 12 la famille de toutes les
couverturesde E, on fait entrer en jeu une familleparticulièrede couverturesde E,
possédant les prom‘iétés'a et b.
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Les paragraphes V et VI reposent sur ce théorème. Faisons d’autre part à
son sujet les remarques suivantes.

Les couvertures normales de E ne-constituent pas une famille (1) (l’inter-
section de deux couvertures normales n’est pas nécessairement une couverture
normale, puisque l’intersection de deux simplexes n’est pas nécessairement un
simplexe : cf. n° 11 , fig. 2). La famille des couvertures engendrées par les
recouvrements fermés finis de E n’est pas non plus une famille (1) : elle non plus
ne possèdepas la propriété !) (cf n° 10, Digression); c’est précisémentpourquoi
la notion de recouvrement est moins maniable que celle de couverture. Mais,
considérons la famille CD,, constituée par Lies couvertures qu’engendrent les
recouvrements fermés finis de E et par les intersections mutuelles de ces
couvertures : c’est une famille @. On obtient d’autres familles (I), qui
contiennent toutes (Do, vu les remarques du n° 10, en considérantles couver—
tures K de E qui possèdent une ou plusieurs des propriétés ci-dessous :

i. Chaque élément XP,“ de K adhère à au moins (p + 1) éléments X"“' 45.

?.. Chaque X‘,“ adhère à deux éléments X°vf3.

3. Les coefficients C [g] de la loi de dérivation valent 0, + 1 ou — 1.

4. Parmi tous les coefficients C[g] qui correspondent à deux valeurs fixes
' dep et de B, il en est au moins un qui vaut + 1 ou — I.

5. Les coefficients C[ë] qui correspondent à deux valeurs fixes dep et de B

et à toutes les valeurs possibles de oc sont premiers entre eux dans leur ensemble.
6. Chaque sous-complexe XP,“ de K doit être un simplexe.
7. Chaque sous—complexeX’“°° de K doit être une couverturede son support.

Par ailleurs des considérations analogues à celles que nous avons développées
dans ce paragraphe—ci permettent de prouver que l’anneau d’homologie d’un
espace normal n’est pas altéré quand, dans la définition des couvertures, on
substitue à la condition « chaque élément a pour support un ensemble fermé »

la condition : « chaque élément a pour support un ensemble ouvert ».
L’application du théorème 3 à ces diverses familles @ nous donne, tout

compte fait, 86 définitions de l’anneau d’homologie; elles sont équivalentes
parce que l’espace est normal, sinon elles définiraient peut-être des anneaux
d’homologie distincts.

V. —— Homotopie; espaces simples.

Le but de ce paragraphe-ci est de donner une démonstration (‘) complète et
aussi directe que possible du théorème 6, dont le rôle est fondamental : c’est lui 

(1) L’annexe qui termine l’article améliore cette démonstration.
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qui permet d’utiliser effectivement les résultats des Chapitres II et III. Les
raisonnementsde ce paragraphe—ci seront certes généralisés au paragrapheVI;
mais ce paragraphe VI fait usage de divers résultats longs à établir, pour la
démonstration desquels nous renvoyons à A.-H.

19. PROPRIETES DU SEGMENT DE DROITE FERMÉ. —— Soit E le segment rectiligne
fermé oâæî 1 de l’axe des a:.

Soit Kl la couverture de E qui a la structure suivante : elle se compose de n
éléments X°»°‘(oc= I, . . ., n) et de,(n—1) éléments X"B([3 = I,. . ., n— 1);

X0,1= X1,1
;

xo,œ= X1,a_ X1,1—1 pour 1 < a < Il;
X0,n=_ Xi,n—l; x1,B= O;

|X°-°‘l est l’intervalle "‘—,“l—lgxg %; |X°’B| est le point a:: -Ê, Cette couverture
est un simplexe.

Soit K une couverture arbitraire de E; élargissons K en une couverture
normale K*; choisissons n assez grand pour que le lemme 8 s’applique à K* et
à C’: K’; d’après ce lemme, K*.K’ est un simplexe. Donc :

LEMME 9. — Toute couverture d ’un segment rectiligne ferméE peut étrec/zange‘e
en un simpleæepar élargissement et intersection avec une autre couverture de E.
(Il en résulte que le segment rectiligne fermé est un espacesimple; cela n’est qu’un
cas très particulier du théorème 6.)

Soit maintenant E’ un espace de Hausdorfï bicompact arbitraire, E étant
toujours un segment rectiligne fermé. Du fait que E et E’ sont bicompacts
résulte aisément ceci (‘) : les produits K >< K' des couvertures K de E et K’
de E’ constituent une famille (I) de couvertures de E >< E'. Appliquons à (Il le
théorème 3; notons que le lemme'9 nous permet de nous ramener au cas où K
est un simplexe; d’après le lemme 2, K >< K’ a mêmesgroupesde Betti que K’;
nous obtenons la conclusion que voici :

THÉORÈME4. — Tout esoace de Hausa‘orfl”bicompact E’ a même anneau d ’homo-
logie que son produit par un segment rectiligne fermé E. (Cet énoncé signifie
ceci : quand on associe à chaque classe d’homologie Z’P deE’ la classe E° >< Z"
de E >< E', on définit un isomorphisme de l’anneau d’homologie de E’ sur
l’anneau d’homologie de E >< E’.)

Eæemple. — Voir n° '11 , figure 1 .

20. Homororm. — Soient un espace topologiqueE, un espace de Hausdorfi
bicompact E’ et un segment rectiligne fermé E”. Soit æ=cp(æ’, av”) une 

(’) Pour le détail de la démonstration,voir le n° 22.



FORME DES ESPACES TOPOLOGIQUES ET POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS. 125

représentation de E’>< E” dans E. Soit enfin Z” une classe d’homologie de E.
D’après le théorème 4

(7) EPÊ1(Z'”) N Z’P >< E”° v(où Z'" est_une classe d’homologie de E’).

Soit q:’(æ’) ce que devient la représentation cp(x’, ac”) quand on donne à x”
une valeur fixe; d’après la remarque l du n° 14

Îp"<ZP) >< w”°NÎ91(ZP)—(E’ >< x”),
'

c’est-à—dire, en tenant compte de (7 ),
.

ÎPI'(Z”) ><—T”°N(Z'p><E”°)-(E/°XŒ”°),

d’où, en tenant compte des formules du n° 14,
‘

$’(ZP) >< æ”° rv Z’P >< x"°, c’est-à—dire Îpl’(ZP) … Z’P;

la formule ( 7) devient donc finalement

(8)
_

$‘<ZP>œ$"<ZP>xEW

. Or le premier membre de cette relation (8) est, par définition, indépendant
de la valeur fixe attribuée à a:” dans le second; donc ce second membre, et par

. _4 o , . ,
suite <p’(ZP) sont _1ndependants du chou de cette valeur. Pour enoncer cette
conclusion, rappelons que les représentations cp’(æ’) qui correspondent aux
diverses valeurs de x” sont dites homotopes entre elles dans E. Il vient :

THÉORÈME 5. — Si deux représentations æ= &la(æ') et a:: Ô(æ’) de l'espace
de Hausdorfl bicompact E’ dans l’espace topologique E sont homotopes entre
elles dans E, alors on a pour tout cycle ZI” de E

Îfi<_ZP> N"ë‘<ZP).

On en déduit, en tenant compte de (6) (n° 15), le corollaire suivant :

COROLLAIRE 5,. — Si la représentation cp(æ’) de l’espace de Hausdor-fl" bicom-
pact E' dans l’espace topologique E est homot0pe dans E à une représentation
constante, alors, quel que soit le cycle Z” de E, on a

_ —1
cpl(ZP)rvo sip>o, cp(Z°)wA,Æ’° (où A,,eA).

On déduit immédiatement du théorème 5 ceci :

COROLLAIRE 5,. — Soit <p(æ) une représentation en lui—même de l’espace de

HausdorflbicompactE, si <p(æ) est homotope dans E à la représentationidentique
de E en lui—même, on a pour tout cycle Z" de E

Î.Â<ZP> … ZP.
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Plus généralement, en utilisant la remarque l du n° 14 :

COROLLAIRE 53. — Soit ;o(æ) une représentation de l’espace de Hausdorflr
bicompact E dans un espace topologiqueE’ contenantE; si cp est homotopedans E’
à la représentation identique de E en lui-même, on a, pour tout cycle Z’P de E’,

-—1

@(z'v) … Z'V.E.

21. ESPACES SIMPLES. — Soit E un espace de Hausdorfl‘ bicompact, qui soit
homotope en lui-même à l’un de ses points, c’est-à—dire dans lequel la
représentation identique soit homotope à une représentation constante; les
corollaires 5. et 52 ont la conséquence suivante :

ZpNU sip>o; Z°mAŒE° (Où AaEA);

nous avons nommé au n° 15 « simples » les espaces dans lesquels ces relations
avaient lieu. Donc

THÉORÈME 6. —— Tout espace de Hausa'orfipbicompact et homotope en
lia-mémea lun de ses points est si.mple

L’importance de ce théorème est la suivante : au cours des chapitres II et III
nous ferons constamment l’hypothèse que certains ensembles de points sont
simples, c’est—à—dire qu’ils constituent des espaces simples; or le théorème 6
sera (avec sa généralisation n° 25) le seul critère qui nous permettra de
reconnaître qu’un espace est simple.

CONTRE-EXEMPLE. — L’hypothèse, énoncée par le théorème 6, que l’espace
envisagé est bicompact, est essentielle : on peut prouverque le segment rectiligne
non fermé oâæ<+ oo a des cycles de dimension 1 non homologues à zéro (la
démonstration utilise la figure 3 du n° 11 ).

EXEMPLES. — L’ensemble des points d’un espace euclidien qui sont à une
distance de l’origine au plus égale à 1 (c’est-à-dire la boule) est un espace
simple. Il en est de même dans l’espace de Hilbert, sous réserve d’utiliser non
la topologie forte, mais la topologie faible (cet ensemble n’est pas bicompact
en topologie forte, c’est—à—dire dans la topologie qu’induit la distance; mais il
est bicompact au sens de la topologie faible).

VI. — Les espaces de Hausdorff bicompacts,
d’après un Mémoire de M, H. Hopf.

’M. H. Hopf a découvert récemment (‘) de très belles propriétés de
l’anneau d’homologie de certaines multiplicités orientables fermées; la défi-
nition de l’anneau d’homologie qu’il utilise est la définition classique. L’objet 

(1) Voir: Introduction, loc. cit. (3). Nous désignerons ce Mémoire par H.
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principal de ce paragraphe-ci est de transposer l’essentiel des raisonnements
de M. Hopf à l’anneau d’homologie d’un espace de Hausdorff bicompact, la
définition de cet anneau étant celle que nous avons donnée ci—dessus. L’aisance
de cette transpositionest l’une des meilleures preuves que nous puissionsfournir
de l’intérêt de notre définition. L’anneaud’homologied’un espace de Hausdorff
bicompactne présente pas toutes les particularités de l’anneau d’homologied’une
multiplicité orientable fermée, qui a une base finie (n° 28, rem. 2) et qui satisfait
au théorème de dualité de Poincaré (n° 59, rem. 2); la disparition de ces parti—
cularités n’a d’autre effet que de simplifier notre exposé. De nombreuses diffé-
rences de point de vue, nous empêchantde renvoyer commodément le lecteur au
Mémoirecité, nous ont contraint à faire cet exposé,qui est sommaire, très incom—
plet et qui ne saurait dispenser d’étudier le Mémoire original de M. H. Hopf.

Les conclusions de ce paragraphe-ci seront complétées à la fin du Chapitre II
et trouveront une application au Chapitre III, paragraphe 11. Avant d’aborder
les raisonnements de M. Hopf, nous étendrons au produitd’espaces bicompacts
le théorème de Künneth (n"5; A.-H., Chap. VII, @ 3).

22. ANNEAU D’HOM0L0G1E DU PRODUIT DE DEUX ESPACES DE HAUSDORFF BICOMPACTS

(THÉORÈME DE KÜNNETH).— SoientE' et E” deux espaces de Hausdorf‘fbicompacts.
Les produits K’><K” des couvertures K’ de E’ et K” de E” constituent une
famille (I) de couvertures de l’espace E’>< E”, famille à laquelle s’applique (‘)
le théorème 3. (Prouvons que (Il vérifie bien l’hypothèse que l’énoncé de ce
théorème 3 nomme a : Puisque E’ et E” sont bicompacts, on peut trouver un
recouvrementfermé fini 9’ de E' et un recouvrement fermé fini p”de E” tels que
les éléments de p’>< @” soient arbitrairement petits; soient K’ et K” les couver-
tures qu’engendrentp’ et 9”; K’ ><K” a des supports arbitrairement petits.)

Soit ZP un cycle de E’>< E”; d’après le théorème 3, Z" est homologue à un
cycle d’une couverture du type K’>< K”; donc, d’après le théorème de
Künneth (n° 3), si nous choisissons des coefficients constituant un corps,

_ ZP … E Z'wï >< Z”/J-l/»°L,
[],“

Z“… et Z”"“… étant recpectivement des cycles de E’ et E”.
Supposons réalisées les circonstances suivantes :

les cycles Z"I’°‘ de E’ ne sont liés par aucune homologie;
les cycles Z”P“l’°‘ de E” ne sont liés par aucune homologie;

on a :

2 Z"Ia°‘ >< ZW)—fm… 0 dans E’ >< E”.
’L°‘ 

(') E’>< E” est normal en tant qu’espace de Hausdorff bicompact (A.—II., Chap. II.
51, 7, th. XIII).
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D’après le théorème 3 il existe une couverture K’ de E’ et une couverture

K.” de E” telles que les circonstances énoncées ci—dessus se trouvent réalisées
dans K’, K” et K’>< K". Or elles sont alors irréalisables d’après le théorème
de Künneth (n° 5). Les circonstances énoncéesétaient donc irréalisables.

En résumé toute classe d’homologie de E’>< E" est combinaison linéaire de
classes Z"’>< Z”"; et entre ces classes Z’P>< Z”‘1 il n’y a d’autres relations que
les relations générales énoncées au n° 14.

'

Nous cxprimeronscette conclusion en les termes suivants :

THÉORÈME 7. — Soient deux espaces de Hausa‘orflrbicompacts E’ et E” . L’anneau _

d’homologie de E’ >< E” est le produit direct des anneaux d ’homologie de E' et
de E”, lorsque les coefl'îcients utilisés constituentun corps (le corps des rationnels;
le corps des entiers mod. m, m étant premier).

'

Généralùatzbn du théorème 4. — Tout espace de Hausdorfi‘ bicompact a
même anneau d’homologie que son produit par un espace bicompactet simple.
[Démonstration : le théorème 7, convenablement modifié, vaut quand les
coefficients sont les entiers; il a alors pour corollaire cette généralisation du
théorème 4, compte tenu du lemme 1 (n°5).]

25. REPRESENTATIONDU PRODUIT DE DEUX ESPACES DE HAUSDORFF moonmcrs : FORMULE
DE M. H. Hors. (H. n° 27.) — Posons, avec M. Hopf, les définitions suivantes :

Nous nommerons « idéal J engendré par un système de classes d’homologîe
Z"»°‘ d’un espace topologique E » l’ensemble des combinaisons linéaires des
intersections Z"»°‘.Z'lfi de ces classes Z'“°‘ par les diverses classes Zth de E;
pour exprimer que Z"" — Z"2 & 5, nous écrirons Z"" N Z'” mod 5.

Nous nommerons produit J’>< 5” des idéaux J’ et J” de deux espaces E'
et E” l’idéal qu’engendrent les classes Z’”’°‘>< Z”“3 telles que Z"’*°‘ E J’
et Zl/q.3 € Jil. _

J,, désignera en particulier l’idéal engendré par les classes d’homologie
Z; de E’ dont la dimension est comprise entre 0 etp : o'< q <p.

Ceci posé, soient E’ et E” deux espaces de Hausdorfl bicompacts et conneæes;
soit E un espace topologique; soit a: = <p (œ’, av”) une représentation de E’ >< E”
dans E. Utilisons des coefficients constituant un corps. Pour tout cycle Z” de E
dont la dimensionp est positive nous avons, d’après le théorème 7 (n° 22) et le
lemme 4 (n° 15),

—-1

(g) o(ZP) … Z’/‘ >< E”°+ E’°>< Z”P mod 5}, >< J}j.

Soit cp’(x’) ce que devient la représentation cp (m’, as”) quand on donne à x”
une valeur fixe; d’après la remarque l du n° 14

—1 —1
o’(Z/') >< w”°œ o(Z").(E’°X$”“);
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or, d’après (5) n° 15,
(Z"IX_Z”").(E’°Xx”°)mo, si r>o;

la formule précédente se réduit donc à
— —1
<pl’(ZP) >< æ”° N Z’P >< ac“,

. c’est—à—direà cp’(ZP) … Z'P.

En définissantde même cp” ($” ), nous avons <pl’ (ZP)NZ”P.
Portons ces deux dernièresexpressions dans (9); nous obtenons la formule

de M. Hopf: lorsque E' et E”- sont des espaces de Hausdorfl bicompacts et conneæes,
que les coeficients constituentun corps et que p > o 

  (ro) |Ë(Zp) …?(Zp) ><E”°+E’°xä’(Zfl) mod a',,><a';,.

Digœssion. Généralisationdes théOrèmes sur l’homotopie des n°“ 20 et 21. _.
Le premier membre de la formule de M. Hopf est indépendant de la valeur
particulière attribuée à ac” dans la définition de <p’(æ’); donc cp’(ZP) est indé—
pendant de cette valeur. Il en résulte que les raisonnements des n°* 20 et 21
resteraient exacts si l’on généralisait comme suit la définition de l’homotopie :

les représentations qa(æ’, x”) de E’ dans E qui s’obtiennent en donnant à a:”
des valeurs fixes seraient dites homotopes entre elles dans E, lorsque °PK‘”'7 a:”)
est une représentation de E' >< E” dans E et lorsqueE” est, non plus un segment
rectiligne fermé, mais uniespace de Hausdorff bicompact et connexe. (Les
démonstrations que nous venons de donner supposent que les coefficients
constituent un corps; mais on peut les compléter dans le cas où les coefficients

« sont les entiers, ce qui suffit à la justification des généralisations énoncées.)

24. ESPACES DANS LESQUELS UNE MULTIPLICATIONEST DÉFINIE : THÉORÈME DE M . H. Hors.
— Conservons les notations du théorème précédent. On établit sans peine
ceci (H., n°8 20, 21, 22) :

COROLLAIRE DU THÉORÈME 7. — La relation
Z’P >< Z”‘l rv o mod 5’ >< J”

. , .ex1ge qu ou an
soit Z'P … o mod J’, soit Z”l/ … o.

Posons deux nouvelles définitions (H., n°5 13 et 14) :

Nous nommeronsmaæimal tout cycle Z" tel que Z"90 o mod 5… p > 0. Soit
un système constitué par un nombre fini de cycles d’un même espace; il sera
dit irréductible lorsque chacun de ses cycles est maximal et que, plus généra—
lement, chaque combinaison linéaire des cycles de même dimension de ce
système est un cycle maximal.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 17
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L’intérêt que présentent les systèmes irréductibles résulte de la proposition
suivante, dont la démonstration est aisée:

LEMME 10. — Étant donnée une famille finie de cycles, on peut toujours
construire un système irréductible tel que tout cycle de la famille soit homologue
à une combinaison linéaire d ’intersections de cycles du système.

Nous allons maintenant condenser les deux raisonnements essentiels de
M. Hopf (H., nos 28 et 29) en le suivant : Soient un système irréductible de
cycles, Z?*°‘, de E et une homologie entre ces cycles

(11) P[ZM] go,"

P étant un « polynome » dont les arguments Z“ obéissent à la loi de commu—
tativité (l’intersection jouant le rôle de multiplication)
(12) Z“711“1.Z'/:ï“z N (— I)’Ïi‘7:Z'Ïr“:. Z'lt-“1,

De (1 1) résulte.
_ -—-1

qiliP(Z'”*)j … 0, c’est-à-dire P‘[<p (ZM)] … o;

d’où, en tenant compte de la formule de M. Hopf (10) et en nommant 11 la
dimension maximum des Z“,

_1 —
Pi9'(Z%“) >< E”°+ E'° >< <Pl"(Z"’°‘)i … 0 mod 5}, >< 5%-

Soit Z" l’un de ceux des Z‘Ï’“ qui ont la dimension maximump; soit Z’*l3 ceux
'

—1 ‘
.

des Z'lw°‘ qui diffèrent de Z”; soit 5’ l’idéal engendré par les cp’ (Z"’B) et par tous
les cycles de E' dont la dimension diffère de o et p; soit &” l’anneau d’homo—
logie de E" ; nous tirons de la dernière relation écrite - '

P[Îpf (ZF) ><E”°+ E’° ><ÎQ”(Zp>, E’° ><Îëfl(Zrufi)] … o mod J’>< e".

. —1 ‘Ordonnons P par rapport aux pu1ssances de <p’(ZP)>< lt”°; remarquonsque
ces puissancesappartiennentà J’ >< 65” dès que leur exposantdépasse 1; il reste

P1E'°><Ë”<Zflt E’°><Ë”<Zr»fi>]

+ [Îà(Ze) >< E”°].P’[E’° ><Îâ/(Zp), E'° ><Îp”(Zf»fi)] … o mod af>< &”;

cette relation s’écrit plus simplement
_ _ _1 .

E'°>< qf"(P[ZM]) + <p’(Z") >< <p”(P’[th°‘j)…) mod a'>< &”;

d’où, en tenant compte de (1 1),

<Î/(Zp) ><Ü(P/[ZM]) … o mod a'>< e”.
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Si cp(Z") N o mod J’, le système constituépar les <p’(Z" “‘) est réductible; or cela

est impossible, puisque le système des Z"’°‘ est irréductible, lorsque <p’ définit
un isomorphisme de l’anneau d’homologie de E sur celui de E’, ce que nous
supposerons. Donc, d’après le corollaire du théorème 7 énoncé au début de ce

numéro, '

E”<P'[th“]> … o.
. —l . ANous supposeronsque ça" s01t tel que cette relat10n entrame

P/[Zm] … 0

Nous obtenons l’énoncé que voici:
LEMME M. — Complétons les conventions du n° 25 par les hypothèses suivantes:

<p’ définit un isomorphisme de l’anneau d’homologie de E surceluide E’; ”cpdéfinit
un isomorphisme de l’anneau d’homologie de E dans celui de E” (c’est-à-d—ire sur
un sous—anneau de l’anneau de E”) Soient Z"’°‘ des cycles de E constituant un
systéme irréductible; s’ils vérifient une relation P[Z"‘°‘] N 0, alors ils vérifient

'aussi la relation P’[Z”]œo, où P’ est la dérivée (‘)de P par rapport à l’un
quelconque de ses éléments de dimension maximum.

Digression : En appliquant à des anneaux, extensions de corps, les conven-
tions qui sont classiques dans la théorie des corps, extensions de corps (2), on
peut résumer comme suit cet énoncé et le théorème 2 (n° 18) : L’anneau que
constituent les combinaisons linéaires des intersections des cycles d’un
système irréductible de cycles de E est une extension du corps des coefficients;
cette extension est algébrique (th. 2) et inséparable(lemme M).

L’application répétée du lemme M à une relation P[Z"*°‘]NO, où P est un
polyhome ordonné et non nul, fournit finalement une relation lA,= 0, où l

et AOL sont un entier et un coefficient non nuls. Cela est impossible quand le
corps de coefficients utilisé est celui des rationnels. Donc, dans ce cas, toute
homologie P[Z'“°‘]œo liant les éléments qu°‘ d’un système irréductible est
cOuséquence des relations (12). Soit en particulier le système irréductible que
constitue un élément maximal unique Z”; d’après le théorème 2 (n° 18) sa

classe d’homologie est nilpotente : (ZP)" désignant l’intersection de n cycles
homologues à ZP, on a (ZP)"No pour une valeur convenable de n; or cette
homologie ne résulte de (12)"que sip est impair; donc, quand les coefficients
sont les nombres rationnels, tout cycle maximal a une dimension impaire. 

(‘) Nous nommons dérivée de P[ZP, Z'»B] par rapport à Z” le coefficient de Z!“ dans
P[ZP+ ZP", Z”vfi] ordonné suivant les puissances de Z….

(2) VAN DER WAERDEN, Moderne Algebra] (Springer, 1937), chap. V,
@ 38; Separable

und inseparable Erveiterungen (E‘rveiterungen‘erster und zweiter Art).
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M. Hopf énonce ces résultats en choisissant E = E’: E". Il vient :

THÉORÈME 8. — Supposons qu’une « multplication continue » soit définie dans
l’espace de Hausdorfl bicompact et connexe E ,: ceci signifie qu’à chaque couple
de points de E, (x’ , x”), l’ordrede cespoints entrant en jeu, est associé un troisième
point de E, x = x’x” , qui dépend continûment du couple (x’, x”). Construisons
l’anneau d’homologie de E en utilisant comme coeyficients les nombres rationnels.
Soit (1 un point particulier de E; les transformations inverses des deux représen-
tations ax et xa définissentdeux homomorphismes de l’anneau d’homologie de E
en lui—même, qui sont indépendants du choix de a. Faisons l’hypothèse suivante :

(h) : chacun de ces homomorphismesest un isomorphisme de l’anneau de E sur
lui—même (c’est—à—direun automorphisme);

‘

Alors : tout cycle maximalde E est de dimension impaire; toute relation entre
les éléments d’une famille finie de cycles de E est conséquence des relations
générales ZP’“.Z‘I’BN(—1)P9Zq’5.ZP»“, appliquées aux cycles d’un système
irréductible tel que tout cycle de la famille soit homologue à une combinaison
linéaire d ’intersectionsde cycles du système.

Remarque. — L’hypothèse (h) est vérifiée quand, par exemple, la suivante
l’est : .

‘ ‘

(h’) : Il existe deuxpoints a et b de E tels que ax= xb = x quel que soit x.
_4 —1 . . -En effet <p' et <p” définissent alors la transformation 1dent1que de l’anneau

d’homologie de E sur lui-même.
'

25. Les DEMI-GROUPES, D’APRÈS MM. HOPF ET H. SAMELSON. — (Ce numéro-ci
est en relation avec H., n° 37, et avec le Mémoire de M. Samelson qu’an'nonce
M. Hopf.)

Definitions. — Nous nommerons demi—groupetoute multiplication continue,.
x_= x'x”, définie sur un espace de Hausdorif bicompact et connexe, qui vérifie
l’hypothèse (h’) et qui est associative :

xl(xllælll): (xix/I)ælll.

E’ et E" étant deux espaces homéomorphes à E, Z’" et Z” étant les cycles
de E’ et E” qui s’identifient au cycle Z” de E quand on identifie E' , E” et E, la
formule de M. Hopf s’écrit, en posant

cp(x’, x”) =x’x”,
(14) Îpl(Zfl)NZ’PXE’/°+E’°XZ”P mod a;,><a;ç (p>o).

Nous nommerons hypermaximal tout cycle Z” de E tel que

(15) $(Zp)…z'pr'/°+E'°xz'p, Zf'ooo (p>o),
les coefficients utilisés étant les nombres rationnels.
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(Toute combinaison linéaire de cycles hypermaximaux de même dimension
est donc ou bien hypermaximale ou bien homologue à zéro.) Les propositions
qui suivent montrent l’intérêt de cette notion.

'

THÉORÈME 9. — Tout cycle maximal Z” est homologue mod 5,, à un cycle
hypermaæimal.

COROLLAIRE 9. — Étant donnée une famillefinie de cycles de E, onpeut trouver
un système irréductiblede cycles kypermaæimauæ, tel que tout cycle de la famille
soit homologue à une combinaison linéaire d’intersectionsde cycles du système.

Supposons le théorème 9 vrai pour les cycles maximaux Z9 de dimension
q< p; d’après le lemme 10 (numéro précédent), le corollaire 9 est vrai pour
les familles de cycles de dimensions inférieures à p; prouvons que dès lors le
théorème 9 s’applique au cycle maximal Z".

Explicitons tout d’abord la formule (14) de M. Hopf

(16) :;(ZP) N Z'px E”°+ Elo >< Z”Ï’+ P[Zlq,a, ZI/q,a],

où q<p et où P est un polynome dans lequel le produit joue le rôle de
multiplication; le corollaire 9 nous permet de supposer que les ZM constituent
un système irréductible de cycles hypermax_imaux :

—-1

<p(qu°‘) … z'm >< E”°+ E’° >< ZW.

Nous abrégerons l’écriture en posant

Y'f= z'r >< E” et Y”: E’° >< z"s, d’où Y’".Y”S= er >< z"s;
‘ il vient l’intel*seCtion 'ouant désormais le rôle de multi lication dans P: J P , »

—1

(17)
q) (ZP) … Y’P+Y”P+ P[tha, Yfl«m],

Îpi(qu°‘) … Y'M+Y”M.

Soit ul;(x’, x”, x’”) la représentation que définissent les deux formules,
équivalentespuisque cp(æ’ , a:”) est une multiplication associative,

(18) ‘P($'» w”, $”')=<Pl<?(æ': x”), æ”'l’
(IQ) $(w', $”; x'”) = <P[$': <?(æ”, $”’)l-

Introduisons un quatrième espace E’” honîéomorpheà E; posons

Xlr= ZI,“ >< Elio >< Elf/0, X”r= E“) X Z”r >< Elf/0, X’”I'= E'!) X E”0 >< X”’r-

les formules (17) et (18) nous donnent
—1

(20) MZ”) N X'P+ XI/p+ X’”p+ P[qu,æ+ XJ/q,a, xml/,a] + PI_X"”°‘, XII,],1],
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tandis que les formules (17) et (19) nous donnent

(21) $(Zp) … X’P+ X”P+ X’”P+ P[X/m, X'”h°‘+ X”"I»°‘] + P[X”V—“, XM… ].

En ordonnant les seconds membres de (20) et (21) nous obtenons, d’après les
théorèmes 7 et 8, un même polynome, dont le monome

AX%°& , X%% _ _ _ _ X’h—nŒx—l, X”'ü—°‘t . X'”'I).+v°‘l+i .. .. X'”‘7…»%

a un coefficient A égal au coefficient d’un monome de P[X’q’°‘,‘X”’q'“] qui est
d’après (20)

AX"Îv°‘1,,,, X'?).—v°‘k—t , X"ÜJ°‘). , X’”'Ïl+fl°‘l+i,,,, X'”'hfl°‘u,

d’après (21)
AX"?v°‘1 , , , , X"Ï'À—v°‘X—t , X'”‘ÏN°"A , X'”‘Ïl+v“X-H ,,, , X'”7œrau;

ainsi tous les monomes de P[X"”‘, X”"l’°‘], qui engendrent un même monome
de P[X"”‘, X’“], quand on pose

X'M= X'”M,

ont un même coefficient A — à l’exception suivante près : P[X’“, X”’q'°‘] ne
contient aucun monome des types X'qi»a.,,_,Xüz…ya…et X”'ÿ.»°fl.,.,,X"'9wa…_; la
somme de ces monomes de P[X’“, X”"”‘] est donc

A ( X"Iv“t+ X’”'ht“1) , , , , ( X"Ïw°‘m+ X’”'Iu’“m) —— AX'71’“: , ,, , X'qm’1m,—AX'”'/v“t ,,,, X'”qwau,

Par suite, P est du type
‘ *

P[X,,,,a, X'”… = Q[W+ X”… — Q[X’”'°‘] — Q[X”’”’°‘J

et la formule (16) de M. Hopf s’écrit
—1

CP
(ZF) … Z’P >< E”°+ E’° >< Z”P

+ Q[Zlq,a >< Ello+ Elo >< Zllq,ajl _ QtZ/q,u >< Elio] _ Q[E’° >< Z”‘Ï’°‘],

c’est—à—dire

Îp‘<2p— Q[ZMJ> … …_ Q[Z’“]) >< E,…+E…X <z"P— Q[Z”"’“]);

cette formule exprime que Z"— Q [ZM] est hyperniaximal.
' 0. 0. F. D. _

THÉORÈME …. — Tout cycle hypernfaximalest maximal. Soit Z” un Cycle non
maximal; d’après le corollaire 9 nous avons Z”m P[Z‘“°‘], où les argumentsZ‘1'“
du polynome P constituent un système irréductible de cycles hypermaximaux
dont les dimensionsq sont toutes inférieures à p. D’où

:;(Zp) N P[ZI(I’1 >< Ellu+ Elu X'Zfiq,a];
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d’où, puisque P n’est pas linéaire, compte tenu des théorèmes 7 et 8,
'

Ë(Zp)/ z'p >< E”°+ E’“ >< Z”P,

donc Z” n’est pas hypermaximal.
.

_ 0. Q. F. D.

Puissances. — Posons 0,(æ) :x”, c’est-à—dire 6,(æ)= <p(æ, ac). Utilisons
la représentation 1t(æ) que définit le n° 8; nous avons

, —1 -—1 —1
et<x)=<p[n<æ>t doù e,<ZP> w[<p<ZP>L

—1

d’où, en tenant c0mpte de (15) et de la relation n(_Z’”>< Z”")œZq .Z" (n° 14),

(22) 6;(ZP) N 22P, quand ZP est hyperm‘aximal.
. —1 . .

Remarque l. —- Nous avons donc 62(Z")N2"ZP, quand Z" est l’1ntersect10n
de ncycles hypermaximaux.

Remarque 2. — La formule (22) peut servir de définition aux cycles hyper-
maximaux. Cette définition reste utilisable quand la multiplication æ’æ” vérifie
l’hypothèse (li) sans être associative : le théorème 9, son corollaire et le
théorème 40 restent exacts. Mais, la formule (15) et le théorème il ne valant
plus, la notion de cycle hypermaximal a néanmoins perdu l’essentiel de son
intérêt.

Revenons au cas des demi—groupes; posons 0,(æ)=x“; la formule (20),
où P est nul, nous donne

—Ô;(ZP) N 3ZP, quand ZP est hypermaximal.

Plus généralement :

THÉORÈME H. — Soit 6,,(æ)=x", k étant un entier 20; soit Z” un cycle
hypermaæimal; nous avons "

(23) 6}(Zp) … kZP.

Soient

6(æ“,æ”,w”)=EQ(Œ“)E'£(æ”)EZ‘(æ’”)Eë(æ’)EZ(Œ")Eä’W”)…Eäâ(æ”’) _et ZPNP[Z“L
les Z“ étant hypermaximaux, nous avons

(24) ë‘<Zp>
N-P[ËËÈ<Zq—'a>

>< E”° >< E'”°+ E’° ><2Eë<m> >< E”'°
@ 5

+ E'° >< E”° ><E gg<zæ«>].?

Sile demi—groupe est un groupe, la formule (23) vaut encore lorsque le est un
entier négatif. "
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PROBLÈMES. — l° Comparer l’anneau d’homologie d’un espace et d’Un de ses
espaces de recouvrement. .

2° Étudier l’anneau d’homologie d’un espace de Hausdorif bicompact et
symétrique (cf. E. CARTAN, Mémor',zal fase. 4‘2,chap. IV).

CHAPITRE II.
ESPACE DE HAUSDORFF BICOMPACT

POSSÉDANT UN RECOUVREMENTFINI CONVEXOÏDE.

Tous les théorèmes de ce Chapitre supposeront simplescertainsensemblesde
points. Pour appliquer ces théorèmes, il nous faudra donc utiliser le seul cri—
tère qui nous permette d’affirmer qu’un ensemble est simple : le théorème 6
(n° 21 ), ou sa généralisation (n° 25). Les notions qu’introduit ce Chapitre
nous permettront de déterminer par un nombre fini d’opérations les anneaux
d’homologie de certains espaces, en particulier des polyèdres; elles seront
d’autre part la base de la théorie des points fixes (Chap. III) et plus généra-
lement de la théorie des équations et des transformations.

I. — Complexe concret dont chaque élément a un support simple.

Ce paragraphe est étroitement apparenté aux n°8 16 et 17 (Chap. I, @ IV).

26. COUVERTURE D’UN SOUS-ENSEMBLE FERME. — Nous savons que l’intersection
d’une couverture par un ensemble de points est une couverturede cet ensemble.
Réciproquementsoit F un ensemble fermé de points d’un espace topologiqueE
et soit K une couverture de F; proposons—nous de construire une couverture
de E qui soit en rapport aussi simple que possible avec K. (Cette construction
nous servira ailleurs à étudier la position de F dans E.)

Prolongement de K à E. — Soit C le complexe concret dont la structure est
la suivante : il se compose de deux éléments U" et U‘; Û°= U' et Ù'=o;
| U°|—— F et

| U'| est l’ensemble des points frontière de F. Soit K’ le complexe
qui se compose de tous les éléments de K. C (leurs supports et leur loi de déri-
vation restant les mêmes) et en outre d’un élément V° tel que V°=— U‘.K°
et que |V°| soit la fermeture de E— F. On vérifie aisément que K’ est une
couverture de E et que les intersections de K et K’ par l’intérieur de F sont les
mêmes. Nous nommerons la couverture K’ « prolongement à E de la couver-
ture K de F ».

Elargissement de la couverture K de F. — Supposons que E soit un espace
normal. L’application du lemme 5 (n° 4 6) au systèmedes supports des éléments
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de K fournit immédiatement la généralisation que voici du lemme 6 (n° 16) :

On peut construire un élargissement K* de la couverture K de F qui soit arbi-
trairementvoisin de K et qui soit une couverture de la fermeture d’un voisi-
nage de F.

Soit K’ l’extension à E de cet élargissement K* de la couverture K de F;
K’.F est un élargissementde K et est arbitrairement voisin de K. Donc :

Lune 12. —— Étant donnés un sous—ensemble fermé F de points d’un espace
normal E et une couverture K de F, on peut construire une couverture K’ de "E
telle que K’ .F soit un élargissement de K arbitrairementvoisin de K.

Ce lemme nous servira à prouver le suivant :

LEMME 13. — Soaent un espace normal, un ensemble fermé F de poznts de E,
une arme L" de E. Supposonsque F soit simple et que LP. F—_ 0. Si p > 0, je dis
qu’il existe une forme L"”' de E telle que L".F: L'“.F. Sip: 0, je dis quzl
eæiste une couverture K de E et un coéfiïeientA tels que L“.F: A,. K“. F.

Démonstration. — Supposonsp > 0. Soit K la couverture de E à laquelle LP
appartient; L”.F appartient àla couverture K.F de F ; puisque F est simple
et que (L”.F)°=o, il existe une couverture K’ de F et une forme L’P—'
de K’.(K.F) telle que L".F: L"‘“’ . D’après le lemme 12 on peut trouver une
couverture K” de E telle que K’. (K. F) soit isomorphe à K”. (K.F),‘aL’I'—‘
correspond dans K”.(K. F) une forme que nous nommerons L";’P— on
a L'”.F: L”""; or L”"“' est du type L'”.F, L"*' étant une forme de E. Cela
établit la proposition énoncée.

Supposonsp—_ 0. Soit K la couverture de E à laquelle L° appartient; d’après
le lemme4 (n° 15) K. F est connexe; donc D‘.F: AK“ .F, où Aa & A.

27. COMPLEXE concner DONT CHAQUE ÉLÉMENT A UN SUPPORT SIMPLE. — Nous allons
commencer par généraliser les définitions du n° 12 (Chap. I, @ III).

Définitions. — Soit C’ un complexe concret arbitraire de l’espace topo—
logique E. Nommons forme de E.C’ toute forme d’un complexe K.C', où K
est une couverture quelconque de E : si nous désignons par X"“°‘ les éléments
de C’ et par L‘1'3 les formes de E, alors les formes de E.C’ sont les expressions

MP: 2 L%?.X'fl-mB.
F!°ê‘l

.

Soit K” une seconde couverture arbitraire de E; soit K”° son cycle unité,
convenonsque MP et K”°.MP constituent la même forme de E.C’. Grâce à cette
convention les combinaisons linéaires homogènes des formes de E.C’ sont des
formes de E.C’ . La dérivée d’une forme de E.C’ est une forme de E.C’ . Nous
nommerons cycles de E.C’ les formes de E.C’ dont la dérivée est nulle; nous

Journ. de Math., tome xxrv. — Faso. 2, 1945. 18
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dirons que deux formes de E.C’ sont homologues entre elles lorsque leur
différence est la dérivée d’une forme de E.C’. L’homologie répartit les cycles
de E.C’ en classes d’homologie de E. C’. Les classes d’homologie àp dimensions
de E.C’ constitueront les éléments du « p“”mc groupe de Betti de E.C’ ». _

Lorsque E est un espace normal et que les supports (') de C’ sont simples,
les définitions précédentes et le lemme 13 permettent d’appliquer à E.C’ ”les
raisonnementsque le n° 17 applique à K*. C’ :, on obtient ainsi les conclusions
suivantes: tout cycle de E. C’ est homologue à un cycle K“. Z’P où Z’” est un
cycle de C’ et où K“ est le cycle unité d’une couverture K de E; les rela-
tions K° ._Z"'œo dans E. C’ et Z’Pœo dans C’ sont équivalentes. la corres-
pondance Z’N—>E° .Z’P est donc un isomorphisme des groupes de Betti de C’ sur
ceux de E.C’. Nous exprimerons ces faits en les termes suivants(cf. lemme 8):

LEMME M. — Si les supports (‘) d’un complexe C’ sont des ensembles simples
de points d’un espace normal E, alors E. C' et C’ ont mêmes groupes de Betti.

Ce Chapitre consiste essentiellementà donner de ce lemme deux applications,
de natures très difi'érentes, à l’analyse de la structure de l’anneau d’homologie
de certains espaces: l’une constitue le n° 28, l’autre le n° 56, dont le para-
graphe III n’est que le développement. -

Nous aurons à faire usage de la proposition suivante, qui se déduit aisément
du lemme 3.

LEMME 15. — Soit C" un sous—complexeouvert ou un rétrécissementde C’ . Siune
égalité ou une homologie vaut dans _E.C' entre des formes et leurs dérivées, la
relation analogue vaut entre les formes correspondantesde E. C" .

28. COUVERTURE DONT CHAQUE ELEMENT A vous SUPPORT UNENSEMBLE SIMPLE. —
Lorsque C’ est une couverture K’ de E, le p‘è'“° groupe de Betti de E.C' est
évidemment identique au groupe que constituent les classes d’homologiede E
dont la dimension estp; et le lemme 14 s’éndnce comme suit :

THÉORÈME 12. — Soit E un espace de Hausdorfl bicompact, possédant une eau-
verture K’ (2 supportssimples (3). Les classes d’homologie de E s’identifient alors
aux classes d’homologie de K’.

Remarque 1. —— La démonstration suppose E normal, mais nous ne savons
justifier l’hypothèse « les supports de K’ sont simples » qu’en appliquant le
théorème 6 qui, lui, suppose que E est un espace de Hausdorfi’b1compact c’est
pourquoi nous avons restreint l’énoncé à ce cas. 

(‘) C’est—à-dire une couverture dont chaque élément a pour supportun ensemble
simple.

(2) C’est-à—dire une couverture dont chaque élément a pour support un ensemble simple.
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Remarque 2. — Lorsque le théorème 12 est applicable, les dimensions des

classes d’homologie de E sont bornées, et il existe un système fini de classes
dont toute autre est combinaison linéaire : on dit que l’anneau d’homologie
de E possède une basefinie.

Remarque 3. — Nous nommerons recouvrement convexoide tout recouvrement
dont les éléments ont les deux propriétés que voici :

1° chacun de ces éléments est fermé et simple;
2° l’intersection d’un nombre fini de ces éléments est vide ou simple.

. Si un espace de Hausdorfi' bicompact E possède un recouvrement fini
convexoïde, alors le théorème 12 est applicable àla couverturede E qu’engendre

' ce recouvrement; l’anneau d’homologiede E a donc une base finie.
“On peut déduire plus généralementdu lemme 14 les deux théorèmessuivants,

dont le théorème 12 n’est qu’une conséquence :

THÉORÈME13. — Soit E un espace de Hausdozflbicompactpossédantune couver—
ture K’ quipuisse être élargie en un complexe concret C’ et supports simples appar—
tenant à E. Tout cycle de E est homologue à un cycle de K’ .

Démonstration. _ D’après le lemme 14 tout cycle de E.C’ est homologue à
un cycle de C'. Tout cycle de E.K’ est donc homologue à un cycle de K’ (en
vertu du lemme 15). Or les cycles de E.K’ ne sont autres que les cycles de E.

THÉORÈME 14. — Soit E un espace normal possédant une couverture K’ qui soit
un élargissement d’un complexe concret C’ et supports simples. Si un cycle de K’
est homologue à zéro dans E, il est homologue à zéro dans K’ .

Démonstration. — Soit Z’” un cycle de K’ homologue à zéro dans E; Z’” est
homologue à zéro dans E.K’; d’après le lemme 15, le cycle correspondantde C'
est homologue à zéro dans E.C’; donc, d’après le lemme 14, ce cycle est homo-
logue à zéro dans C’; par suite, puisque C’ et K’ sont isomorphes, Z’" est homo—
logue à zéro dans K’. ’

Exemples. — Les figures 1, 2, 4 (n°8 11 et 15) illustrent ces trois théorèmes.

29. APPLICATIONS.— Le théorème 12 a les corollaires suivants :

COROLLMRE 12, . — Si un espace de Hausdorfl"bicompactpossède une couverture
qui est un simpleæe et dont chaque élément a pour support un ensemble simple,
alors cet espace est simple. ' '

COROLLMRE 12,. — La réunion F, +F2+.. .+F…d’un nombrefinid’ensembles
bicompacts de points d ’un espace de Hausdorfl" est simple lorsque chacun de ces



140 JEAN LERAY.

ensembles et chacune de leurs intersections mutuelles

F… Fa.Fp, F...Fç.F,, F,.F,....F…

est simple (Cf. : théorème de Belly, A.-H., Chap. VII, @ 2, p. 10).

Nota. — L’ensemble vide n’est pas simple; aucune de ces intersections ne
doit donc être vide.

Démonstration. —— Le corollaire 1‘2, s’applique à la couverture de

Ff+ F2+. . .+ F…_

qu’engendre le recouvrement F., F,, . . . , F…; cette couvertureest un simplexe,
d’après le n° 5, puisque F. .F2. . . . .F…# o.

Anneau d’homologie de la sphère. — La sphère à n dimensions, S, d’équation
cartésienne æä+ æÎ+. . .+ xî= 1, possède, outre la classe d’homologie
unité S”, une classe d’homologie S" à n dimensions et à coefficients entiers;
quels que soient les coefficients utilisés, son anneau d’homologie se compose
des classes A,{ S“ et A, S" (Aa & A), dont aucunen’est nulle. On a donc S”. S"m0.

Démonstration. — S possède la couverture suivante : ses éléments sont:
xo,1, Xo,2, X…, X1,2, _ _ _) Xn,1, Xn,2;

on &
X’“= — X’“: XP+M+ XP+"2 si 1) < n; X’“:X'”: 0;

|X‘“1 |
est l’ensemble des points de S tels que : 516,2 0;

X‘“2 est l’ensemble des oints de S tels ue : .T So-P q 0_ )

|
X…

1
est l’ensemble : 370: o, æ@ 0;

| X‘»*] est l’ensemble : wc: 0, 519,50;

|
XL1 | est l’ensemble : æo=x,= 0, x@ 0;

]

X‘!)2
|

est l’ensemble : so,: as,: 0, æ.go;

]X"»‘| est l’ensemble : wo: æ,=. . .=æn_1= o, Je”: 1;
| X">2

]
est l’ensemble : æo=æ,=. . .=æn_1=o, æ,,=— 1.

Chacun de ces supports est simple, d’après le théorème 6 (n° 21 ). On a

So N X0,t + X0,2 et Sn N Xn,1_

Notons ue cette couverture d’un em loi si commode n’est as en endrée, ,

par un recouvrement. ' Le théorème du pavage de Lebesgue. S étant toujours la sphère à n dimen—
sions, toute couverture de S qui peut être élargie en un complexe à supports
simples appartenant à S a au moins un élément de dimension n : sinon, d’après
le théorème 13, S n’aurait pas de classe d’homologiede dimension n. En parti—
culier tout recouvrementfermé de S qui peut être élargi en un recouvrement
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convexoîdeest d’ordre supérieur à n; (la notion de recouvrement convexoïde a
été introduite au n° 28, remarque 3; rappelons que l’ordre d’un recouvrement
est le plus grand entier )\ tel qu’on puisse trouver )\ éléments du recouvrement
dont l’intersectionne soit pas vide). Plus particulièrement encore, l’ordred’un
recouvrement fermé de S est plus grand que n, lorsque chaque élément de ce
recouvrement appartient à une demi—sphère ouverte de 5. En projetant la
figure sur le plan diamétral mo: 0, il vient : un recouvrementde la boule à n
dimensions, æ: + xî+. . .+ xiê'1, est d’ordre supérieur à n lorsque chaque
élément de ce recouvrementou bien est intérieur à la boule, ou bien appartient
à une demi—bouleouverte (une demi-boule ouverte est l’ensembledes points de
la boule qui vérifient une inégalité a.x.+. . .+a,,æ,,>o). Cette dernière
proposition est le théorème du pavage de Lebesgue (A.-H., Chap. IX, @ 3, 1).

La bande de Môbius & même anneau d’homologie que la circonférence; (on
déduit aisément cette proposition du théorème 12).

II. -— Dual d’un complexe.

Les six premiers numéros de ce paragraphe concernent les complexes
abstraits : ils constituent un complément au Chapitre I, paragraphe 1. Les
notions qu’ils introduisent trouveront leur application au n° 56, au para-
graphe III et au Chapitre III. -

50. NOTATION INFÉRIEURE. — A côté de la notation utilisée jusqu’à présent, il
nous sera désormais commode d’utiliser la suivante, que nous nommerons
notation inférieure : le complexe C, ses élémentsX'“, leurs dérivées XP,“, la
forme linéaire L", sa dérivée L”, les sous—complexesÜ et X"»°‘ seront respecti-
vement désignés en notation inférieurepar c, æn_p,… ,},n_pm l,,_,,, În_,,, ln—_,:, fi:£fi"
n étant un entier fixe; n — p est la « dimension inférieure » de xn_p,a et de l,,_,,.
Alors que la dérivation augmente d’une unité la dimension supérieure, elle
diminue d’une unité la dimension inférieure.

Nous adopterons la convention suivante quant au produit par un complexe
inférieur : XP'°‘><xÇLB=(— |)P'IæÇ,_3>< XP!“ est un élément de dimension infé-
rieure q — 1), dont la dérivée est

 
(XP,“ >< æ’,,@)‘—=X"*°‘ >< æ',,,p+ (— 1)PXP’°‘ >< aî",,,3.

Homogénéz‘té des formules. — La somme des dimensions supérieures et du
nombre de points signes de dérivation diminuée de la somme des dimensions
inférieures est nécessairement la même dans les divers « monomes » de chaque
formule; la barre supérieure (inférieure) équivaut à un nombre indéterminé
positifou nul (négatif ou nul) de points signes de dérivation.
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5l. DUAL D’UN COMPLEXE ABSTRAIT. — Nous nommerons dual d’un complexe
abstrait C le complexe abstrait c qui a la structure suivante : nous utilisons
pour c la notation inférieure; les éléments sup,“ de c correspondent biunivo—
quement aux éléments X'“°L de C; la loi de dérivation dans c est telle qu’on ait

(25)
<2

XP»°‘ ><
æ,,,a>.=

0,
Pa“

c’est—à—dire

(26) 2ÎU“°‘X x,…+2 (—I)PXP’“X Æp,a=o;
pr“ pa“

en d’autres termes, si nous posons

. B(27) Xl),,et—EC
[%p]XP'H? et ‘”P+i,a=zc<ä) x,,_g,

15

la loi de dérivation de c est définie par les relations

(28)
. C(ë)=(—1)PC[%].

On déduit aisément des formules (27) et (28) ceci :

LEMME 16. — Les relations XP,“ € X'1”B et xp,“ E E…; sont équivalentes. (Rap—

pelons que ?SPB est le sous—complexe ouvert que constituent les éléments de C
auxquels X'I'l3 adhère; cf. n° 6, rem.)

LEMME 17. — A tout sous-complexe ouvert (fermé) de C correspond dans c un
sous—comvlexe fermé (ouvert), qui est dual du précédent. (Par exemple 5,,_., est
dual de XM.)

Dual d’un complexepossédant un cycle unzte'. — Les propositions qui suivent
sont équivalentes entre elles: C possède un cycle unité

——-°2 X0,1=0_.2C[g]=07
.

'
a a B

. a . . aquel que s01t {3— . Z c<:;)= 0 quel que 501t B— -. Les relations2 bBC<È>=
a“ .

a ’
{3

entraînent que 2 a°‘= o — -. La relation (2 bl3x. :$).
= 2 a“æ… entraîne

@

_

que 2 a°‘= o — -. L’homologié Ea°‘x0amo entraîne que 2 a°‘=o—— -.
ou a

Donc : pour que C possède un cycle unité, il faut et suffit que son dual c

possède la propriété suivante : on a Z a°‘= 0 chaque fois 2 a°‘xo,amo.
a a



FORME DES ESPACES TOPOLOGIQUES ET POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS. 143

Dual d’un compleæe connexe C. — Lorsque C possède un cycle unité,
les propriétés suivantes sont équivalentes entre elles : C est connexe _.,
Quels que soient les coefficients utilisés, les relations ZA,… 0=‘"= 0, c’est-

ou

à—dire 2 Aac<g>: o, exigent que les Aa soient tous égaux —. Le système
a

2b%(g>: a“, où les inconnues bB et les paramètres a“ sont des entiers, a pour
3 \

'
seule condition de compatibilité2a“: o (l’equivalence de cette propriétéet de

la précédente est un théorème classique d’arithmétique : voir VAN DER WAEBDEN,

Moderne Algebra, Il, Springer, 1940, Chap. XV, @ 108, Aufgabe 5) —. Si

Ea°‘=o, on a 2a°‘æ…œo—-. Donc : pour que C soit connexe, il faut
a. , on

et il suffit que son dual c possède la propriété que voici : les relations

2a°‘æo,amo et 2a°‘=o sont équivalentes. Dans ces conditions les divers
« a

x,,“ appartiennent à une même classe d’homologie, que nous désignerons
ar I' nous écrirons? 

(29) 2 a°‘æo,a NZ a“; a“ … 0 équivaut à a“: 0.
a «

   
52. INTEBSECTION DUALISTIQUE D’UN COMPLEXE SIMPLICIAL ET DE SON DUAL. — Soit c

le dual d’un complexe C. Nommons éléments diagonaux de C >< c les éléments
X"*°‘>< xp,… L’intersection dualistique C,c sera par définition le plus petit
sous—complexe ouvert de C ><c qui contienne tous les éléments diagonaux
de C><c. Nous nommerons XP,“,æqfi l’élément de C,c qui correspond à
l’élément X'“°‘ >< '”mB de C >< c. —

LEMME 18. — Les relations X'”, æq,5;£ 0 et X"’°‘ € X‘…8 sont équivalentes.

Nota. — La définition de X‘l'3 se trouve au n° 6, exemple.

.
Démonstration. — La relation X'”, xq,{3# 0 exprime_que_X"*“><xq,g appar-

tient au sous-complexe C, e de C >< c, c’est—à-d1re qu’1l ex1ste r et 7 tels que

.XI'»1 >< .z',,fi3 & X"yY >< x,._,_,,

c’est—à—dire que
XM & >;er et —T:/,?» E 1 …,_|. 

c’est—à—dire, en tenant compte du lemme 16,

XM e Xf»Y et XP»? & Xfhfi; 
elle équivaut donc bien à la relation X'” € X'I—B.
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Le lemme 18 a les conséquencessuivantes :

(30) XML, x,,»p: 0 si p > q

(c’est—à—dire : tout élément de C, c a une dimension inférieure positive ou
nulle)
(31) XP,“, x,,p=o si «#5,
(32) XP,“, xp,“ est un cycle.

Définition. — Nous dirons qu’un complexe C, d’éléments X'”, est simplicial
lorsqu’il est connexeet que chacun de ses sous-complexesXP,“ est un simplexe.
(Rappelons à ce propos le lemme 4 : toute couverture d’un espace connexe
est connexe.)

LEMME l9. — Soient un complexe simplicial C, son dual c et leur intersection
dualistique C, c. Je dis que :

I° le complexe C, c et le complexe c ont les mêmes groupesde Betti,‘
2° en particulier le cycle X'”, en,… de C, c est homologue à la classe

(— I)P de c : .
'

(33) va1,x,,,1…(— 1)p.
‘

Démonstration du 1°. — Les raisonnements que le n° 17 (Chap. I, 5 4)
applique à K*.C' et que le n° 27 (Chap. Il, @ l) réutilise une première fois
s’appliquent à C, e, le complexe C jouant le rôle de K* et son dual c le rôle
de C’; il en résulte que la correspondancequi associe à chaque classe d’homo—
logie z,, de c la classe de C, 0 qui contient C°,z,, est un isomorphisme des
groupes de Betti de c sur ceux de C,c. Nous convenons d’identifier les classes
d'homologie qui se correspondent ainsi. '

Démonstration de la formule (33) quand p = o. — D’après (31) nous avons
X‘”, æo,a= C°, x…; or nous avons convenu d’identifier la classe d’homologie
de C°, x… avec celle de ce… et de désigner cette dernière par 1.

Démonstration récurrente de la formule (33). — Supposons la formule (33)
établie pour une valeur particulière de p. Donnons—nous arbitrairement un

élément as,… ,a et une forme Eale’>3 à coefficients ap entiers; nous avons
B

, '
S Y<2>=;H+z…<)J M '

d’où puisque X”+1Y, æp+1,a=o si a #y, que XP’l3, xp,Y=o si @#_y et que XP»B, x,,ïp N (— 1)P,

0Na[XP+1,a, æp+,_a+(—I)P], où a=Z a3C[Ê]=(—1)P2agc(Ê) [cf. (28)].
B 5
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Pour déduire de cette relation la conclusioncherchée : XP+' ’°‘, x,… ,aœ(-— 1)P+‘ ,

il suffit de.prouver qu’on peut choisir les entiers “B tels que a = 1 . Ceci revient
. B . .

à prouver que les divers
CLI;L] correspondant aux valeurs ch01s1es pour p et a

et aux diverses valeurs de B sont premiers dans leur ensemble. S’il n’en était

pas ainsi, il existerait un entier m> 1 tel que C[Ë]: o mod. m, c’est-à—dire

tel que XP“ *“ ne figure dans les divers XP @ qu’avec un coefficientmultiplede m:
donc X"+1"‘ serait un cycle de XP+"°‘ non homologuea‘azéro mod.m; or cela 
n’est pas possible, puisque X‘… *“ est un simplexe.

55. GROUPES DE BETTI D’UN COMPLEXE SIMPLICIAL C ET DE SON DUAL c, LORSQUE

LES COEFFICIENTS consrnumr UN coups (rationnels; entiers mod.m, m étan1

premier). — Nous nommerons base d’un complexe C tout système de formes
de C (à coefficients pris dans le corps de coefficients donné) tel que chaque
forme de C soit égale à une et à une seule combinaison linéaire de formes du
système : les formes

et
LP»Œ= A[ ] XPB

% €

constituent une base si et seulement si, pour chaque valeur de 11, la matrice
“ .A [g] a une 1nverse.

Nous nommerons base d’homologz‘e de C tout système de classes d’homologie
de C tel que chaque cycle de C appartienne à une et une seule combinaison
linéaire de classes de ce système (‘). Nous nommerons p"”“° nombre de Beth
de Cle nombre de classes d’homologie à 1) dimensions que comporte chacune
des bases d’homologie de C (ce nombre est indépendant du choix de cette
base).

Nous nommerons base du groupe des cycles homologues à zéro tout système
de cycles de C tel que chaque cycle de C homologue à zéro soit égal à une et à

une seule combinaison linéaire de cycles de ce système.
Soit une base d’homologie de C; choisissons un cycle ZP’" dans chacune des

classes de cette base; soit Ul“? une base des cycles homologues à zéro; soien1
VP—"l‘ des formes telles que VP“’ 1“: UP’F. Envisageons une forme quelconque
LP de C. Il existe un système unique de coefficients AY € A tels que

Lp_2 A.Up+…= ., 
(‘) L’hypothèse que les coefficients constituent un corps sert à prouver l’existence de tels

systèmes. Pour plus de détails sur les notions de bases, bases d’homologie, bases cano
niques, voir A.-H., Chap. V, 52, 6.

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 19
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c’est-à-dire tels que L"— 2 A‘,Vl“v soit un cycle; ce cycle est homologue à un
V

cycle ZA)\ZPf’—, les A)\ étant parfaitement déterminés;
A

Lp __2 A" ZM _2 A-,\ZM,
v ).

étant un cycle homologue à zéro, est égal à une expression ZAFUP'F dont les
'—

‘

. - , . , **
coefficients APL sont parfaitementdétermmes. En resume

LP=Z A7_ZP«M-E AFUP’P+ZANP”,
A u. V

les coefficients A)… Au et Av étant déterminés sans ambiguïté. Les formes Z“,
U!"pL et V!”V constituent donc une base de C. Une telle base sera nomméebaœ
canonique.

On définit de même lesbases, bases d’homologie et bases canoniques du
dual c de C.

'

Supposons C simplicial. Deux bases de C et c

“ Y

Lp,a=ë
A [€] XP—B et 1…=2 a (z) æm

Y

seront dites duales l’une de l’autre lorsque, pour chaque valeur dep, les deux
. a . . I . .

matr1ces A
l'é]

et a <%) sont inverses l’une de l’autre; pour qu’il en s01t ams1,

il faut et suffit : ou bien qu’on ait
(34) L”’°‘, [I,]: N (— I)” et L”'°‘, l,,h'3 N 0 Si at # @;

ou bien qu’on ait
(35) 2 LP-°‘ >< z,,,1=2 xm >< as,…

p,œ fl.°c

La relation de définition des complexes duals, (2 X"i°‘><æ,,,a>°=o,
peut

. . \ p'“
donc prendre la forme plus génerale que v01c1

(36)
<2

Ll’v°‘ ><
II,“)

: (),
p,Œ

quand L'“°‘ et lp,a constituent deux bases duales.
Soit Z”, U"*‘ et VPN une base canonique de C; soit z…, p,… et u,… la base

duale; (36) devient
\ _‘ .(2+z+z)=I'."p,);

D.U—
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développons cette relation en tenant compte des relations

ZH»: 0, ÛM= o, VIB—"F: Um;
il vient

2 Zli')‘ >< 5p,’),+2 I.Îp’p‘ >< [(”— I)], ‘°’]1,p,“l“ up—1,p.] +2 (— ])l' VPN >< ûP,V= 0;
p.X

‘
mp— p.v

d’où, puisque Z”, UP!” et V”*" sont indépendants,
Èlo,,): o, u,,,: 0, v,,,,,: (— 1)”“‘ u,,..,M'

Ces relations prouvent que le p‘ème nombre de Betti de c est au plus égal à
celui de C; or on peut permuter les rôles de C et c dans le calcul ci—dessus;
donc les nombres de Beni de C et 0 sont égauæ. Les classes d’homologie des z,…
constituent donc une base d’homologie de c.' la base canonique de c que consti-
tuent les z,,,, v,, ,, et u,, ,, sera dite base canonique

duale
de la base canonique

que constituent les Z”, UP!* et V""
La relation (35), appliquée à deux bases canoniquesduales, donne

2 Xp,“ >< æp,a=2 ZP))\ >< sp)—,\+E Up,” >< ”PvP-+2 VP—hP‘ >< uP'—Î,lL p,a PJ\
_

”:F' p’p'

=2 ZPJ— >< ‘:P”*+Z \°/‘b_1,p. >< ””’ËL+Z (- 1)p—1 VP—LP— >< ê,…
p,)\ P,“ pxl‘"

—Ÿ ZI” - - VIH 11

’

__J ">< tim—+ ' >< "ML »

[),A Ï'rl"
donc

17,“ [),—À
  

Les formules (34) appliquées à ces deux mêmes bases canoniques duales
donnent
(38) ZPy*,z,,;,_N(—1)P et ZH, :,,,,…0 si 1,1fl
 
  

La condition nécessaire et suffisante pour que les transforméesde Z” et z,,;
par deux substitutions linéaires vérifient encore soit (37) soit (38) est que ces
deux substitutions soient inverses l’une de l’autre. Donc:

LEMME 20. —— Soient des classes d ’homologie, Z””‘ et z,,y,_, en nombreségauæ aux
nombres de Betti B,, de C et c (télé Bp); si ces classes satisfont à (38), elles
satisfont à (37) et vice versa; elles constituentalors deux bases d’homologie de C
et c, que nous dirons duales l’une de l’autre. Toute base d’homologiede C possède
une base duale et vice versa.

[Ce lemme fournira la cinquième partie du théorème 15, qui est la base du
Chapitre III (n°41 ) ].
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Remarque. — Puisque C, e est sous-complexe ouvert de C >< c, d’après le
lemme 3, (37) a pour conséquence la relation

2 Xh”a; æp,a "’2 ZpÀ} zp,li
p,a. p,]

d’où, compte tenu de (33) et (38), la formule d ’Euler—Poincaré(‘)
(39)

, 2<—1>M=2<—1>P@…
pp

où v,, est le nombre des éléments à 1) dimensions de C et où B,, est le p‘°‘“° nombre
de Betti de C. '

54. GROUPES DE BETTI D’UN COMPLEXEC ET DE SON DUAL c, QUAND LES COEFFICIENT8SONT
’

LES ENTIERS mod.m OU LES BATIONNELS. — Soient B" et b,, les p‘°‘“°‘ groupes de Betti
de C et c, les coefficients utilisés étant les entiers mod.m ou (les nombres
rationnels. Les résultats du numéro précédent ne valent plus quandm n’est pas
premier. Mais des résultats très simples peuvent encore être obtenus à l’aide
des raisonnements qu’expose le Chapitre XI de A.—H. et qui utilisent la théorie
des caractères des groupes abéliens (A.—H., Anhang I, 5 5).

'

Toutes les formes et tous les cycles envisagés seront construits avec les coef—
ficients donnés. Tous les caractères que nous envisagerons seront des fonctions
(linéaires et homogènes), dont les valeurs appartiendront au groupe des coef—
ficients. A chaque forme !… de c associons un caractère x(LP) du groupe des
formes L" de C en posant, compte tenu de (31) et (33),
(40) ‘ '

LP, Im… X(LP).

Réciproquement : soit x(L")un caractère du groupe des formes à1) dimensions
de C; posons a°‘= x(X'“°‘); nous avons

x (2 AŒXM>
=2 A,a« …

<z AaXM>, (Z aBæp,p>;« a a \ 6

la relation (40) est donc vérifiée, en posant

lP»X=E a3 æp,p, c’eSt-à-dire IP»Z=Z X(Xl‘»5)æp,p.
? B'

(La correspondance entre x et lp,.,_ est donc un isomorphisme; par suite nous
pouvons convenir d’identifier X et l…_, c’est-à—dire d’identifier le groupe des
caractères des formes LP au groupe des formes l,,). 

(‘) Notre démonstration établit (39) quand les coefficients sont les nombres rationnels.
Il est possible d’en déduire que (39) vaut plus généralementquand les coefficientssont les
entiers calculés mod. un nombre premier m (A.-H. Chap. V, 5 3, 9); dans ce cas notre
démonstration établit seulement l’égalité mod.m des deux membres de (39).
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A chaque classe d’homologie z… de c, associons un caractère x(Z") du

groupe B" en posant
(41) ZP, zl'.x=X(zp)' ,

Réciproquement : soit x(ZP) un caractère du groupe B"; il constitue un carac—
tère du groupe des cycles à p dimensions de C; il peut être prolongé en un
caractère du groupe des formes à 1) dimensions de C (A.-H., Anhang I, 5 5,
n°.“ 67 et 70); il existe donc une forme [… telle que Z", l,,,,œx(Z”), quel que
soit le cycle Z”; choisissonsD': L'”“‘ ; il vient L'”, l,,_./_NX(LP—‘ ) = 0; c’est-
à—dire L'”, l,,,xmo quel que soit LP—‘; donc l…: o; l,,,,, est un cycle; nom—
mons-le zm; la relation (41 ) est vérifiée.

De même à tout caractère x du groupe b,, correspond au moins un cycle
ZM tel que
Ul“) Zp”‘: 5pN“(5p)-

La correspondance entre les classes d’homologie z… et les caractères X de BP

est un homomorphisme du groupe b,, sur le groupe des caractères de B".
Prouvons quecet homomorphisme est un isomorphisme en prouvant ceci :

l’hypothèse que zm n’est pas la classe nulle de b,, entraîne que x n’est pas
identiquement nul. Cette hypothèse entraîne l’existence d’un caractère x de b,,
tel que_x (z…,) ”# o (A.—H., Anhang I, 5 5, n° 60); à ce caractère x correspond,
conformément à (42), au moins une classe d’homologie Z”; Zi”, z…çéo;
donc, en tenant compte de (41), X(ZM) # o. 0. Q. F. 1).

Cet isomorphisme de b,, et du groupe—des caractères de BP nous permet
d’identifier ces deux groupes. Vice versa : le groupe BP peut être identifié au
groupe des caractères de b,,. Ainsi se trouve établi le lemme suivant :

LEMME 21. — Soient BP et b,, les p”"‘°° groupes de Betti d ’un complexe simpli—
cial C et de son dual c, les coefiîcientr utilisés étant les entiers mod. m ou les
nombres rationnels. Chaque élément z,,,,_ de b,, constitue un caractère X de BP en
vertude la relation Z") ”'nx "’ X(Z”)i

b,, est identique au groupe des caractères de B". De même B” est identique au
groupe des caractères de b,,.

55. DIGRESSION : THÉORÈMES nr. DUALITÉ rms GÉNÉRAUX. — Le numéro précédent
prouve que la structure des groupes de Betti BP d’un complexe simplicial C
détermine celle des groupes de Betti b,, de son dual, et vice versa. On peut
compléter les résultats énoncés :

D’une part lorsque les coefficients sont les entiers mod.m (ou les rationnels)
B” est isomorphe au groupe de ses caractères (A.-H., Anhang I, g 5, 63),_
c’est-à—dire à bp.
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D’autre part il est possible d’adapter à C et c les raisonnements de A.—H.
(Chap. XI, @ 3 n°5 10 et M, 54, n° 11) et d’obtenir ainsi un renseignementsur
« les groupes de torsion » de C et c. Récapitulons:

THÉORÈME DE DUALITÉ : Soient un complexe simplicialC et son dual (:

1° Les p"““"a nombres de Betti de C et c sont égaux.
2° Les ‘p“““es groupes de Betti de C et c, construits avec les entiers mod m, sont

isomorphes. '

3° Le p'ème groupe de torsion de C est isomorpheÿau (p — 1)'°"‘e groupe de torsion
de c.

Complément. -— L’hypothèse que C est simplicial est inutilement restrictive;
la démonstration (n°S 51, 52 et 54) utilise seulement les hypothèses qui per—

mettent de légitimer (33); ce sont: C est connexe; les coefficients C[pZ]
de la

loi de dérivation qui correspondenta des valeurs fixes dep et a et à des valeurs
arbitraires de B sont premiers entre eux dans leur ensemble. Cette seconde
hypothèse équivaut d’après (28) à la suivante : on ne peut pas trouver un
élément æ,,+. ,“ de c et un entier m tels que æ',… &: o mod. m.

Le théorème de dualité ainsi complété a le corollaire que voici :

COROLLAIRE. — Pour qu ’un compleæe C soit simpliczal il su}?Pt que son dual 0
{lit lespropriétés que voi.cz

1° On a Za“: 0 chaque facs queAJ‘ a°‘xoarv 0 dans c;
a _

2° Dans 0 et dans chacun des sous—complexesfermés as,/@, deux éléments quel—
:onques à 0 dimension sont homologues entre eux;

3° Dans chacun des a les cycles de dimensions positives sont homologues
a zero.

Démonstration. — D’après les lemmes 16 et 17, Œest le complexe dual
de X"3. En vertu de la condition (29) (n° 51), 1° et 2° expriment que C et
:hacun des X‘“°‘ sont connexes. Supposons C sim_plicial; alors XaB est sim-
olicial; le théorème de dualité appliqué à X‘1 53 et x,,-p prouve que les cyclesde
limensions positives de æ_q,g sont homologues à zéro, quand les coefficients
sont les entiers mod. m, donc (A.-H., Chap. V, g 4) quels que soient les coef--
îcients : la condition 3° est vérifiée. Réciproquement supposons vérifiées les
:onditions 1°, 2° et 3°; le complément au théorème de dualité s’applique à X_9'B
et :Œet prouve que les cycles de dimensionspositives de_XL*‘Îsont homologues

; zéro quand les coefficients sont les entiers modm; _)ËB est donc un simplexe
lemme 2) : C est simplicial.
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56. Couvrnrùns SIMPLICIALE POSSÉDANT UN RÉTRÉCISSEMENTA SUPPORTS SIMPLES. —
Soit G un complexe concret, d’élémentsX'”; nommons dual de C le complexe
concret c qui a pour complexe abstrait le dual du complexe abstrait de C et
dont les supports sont définis par la loi |æ,,),| : |ëï|; cette loi est légitime :

on a læp,“l C |Œq,gl si rbp,aE xq,p, d’après le lemme 16.
Nommons intersection dualistique C, c de C et c le complexe concret qui a

pour complexe abstrait l’intersection dualistique des complexes abstraits de C
et c et dont les supports sont définis par la loi suivante : si X‘”, x,…# 0, c’est-
'à—dire si X‘”3 & XP,“, on pose

|
Xq$} æp,:

l
=

l
XmB [;

notons que |X‘“flc|Ël=læ,…l; donc C, e est un sous—complexe ouvert
de C . c.

Supposons que |C‘| soit un sous-espace bicompact d’un espace normal E.
Supposons que les éléments de C aient pour supports des ensembles simples;
il en est de même pour les supports de C, a; donc C, 0 et E. (C, 0) ont mêmes
groupes de Betti (lemme 14, n° 27 ).

Supposons en outre que C soit un rétrécissement d’une couverture K de E
et envisageons une_homologie entre des formes de K.c, valant dans E.c;l elle
vaut dans E.K.c; l’homologîe correspbndante vaut dans E.C.c [ puisque C
est un rétrécissement de K : lemme 15, n° 27 ], donc dans E.(C,c) [puisque
C,c est un sous—complexe ouvert de C.c : lemme 15, n° 27 ], donc dans C, e

[ puisque C, 0 et E.(C,c)ont mêmes groupes de Betti ]. Finalementnous avons
la proposition suivante :

(a) Si une homologie entre des formes de K.c vaut dans E.c, alors l’homo-
logie correspondantevaut dans le complexe abstrait C, c.

Supposons enfin que C soit simplicial; alors les supports des éléments de (

sont simples (en vertu du corollaire 12, n° 29}. Envisageons un cycle Z" de E
et un cycle z,, de c:, d’après le lemme 14 (n° 27), il existe une classe d’homologie
unique z,,_p de c telle qu’on ait
(43) ZP.zq N z,,-,, dans E. c.

Supposons que Z" appartienne à K; d’après la proposition (a), la relatior
correspondantà (43) vaut dans C, c ;

(Mt) Z”, z,,œ z,,_,, dans C, 0.

Cette relation (44)définitd’ailleursd’une façon univoque la classe d’homologi<
de z,,.,, (lemme 19, n°52). Cette équivalencedes relations(43) et (44) constitue
le 1° du théorème suivant, qui récapitule tous les résultats acquis au cours de
ce paragraphe Il :
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THÉORÈME 15. -—— Supposons qu’une couverture K d’un espace conneæe et
normal E soit simpliciale et possède un rétrécissement C à supports simples; sait
: le dual de C.

1° Nommons loi d’intersectiondans K.c la loi qui associe à un cycle Z” delK
at a un cycle zq de c la classe d’homologie unique zq_p de c qui vérifie l’homologie
Z”. z,, N z,,_,, dans E.c. Nommons de même loi d’intersection" dans K, c la loi qui
zssocie à Z” et à z,, la classe d ’Izomologie unique zq_,, de c qui vérifie” l’bomologie
b”, zqqu_p dans le complexe abstrait K, c. Ces deux lois d’intersection sont
'dentiques.

2° En vertu de la convention (29) chaque cycle Z” de E definit un caractère x
lu p”"”" groupe de Betti b,, de c par la relation

Z”.s,,rv x(z,,).

Supposons que les coeficients soient les entiers ,mod. m ou les nombres
utionnels; alors, d’après le lemme 21 :

3° On peut identifier le groupe des caractères de b,, avec le p'“‘"”” groupe de
?etti B” de K;

’

4° On peut identifier le groupe b,, avec le groupe des caractères de B”.
5° Supposons que les coefi‘ïcients utilisés soient le corps des nombres rationnels

»u le corps des entiers mod. m, m étantpremier; alors, d ’après le lemme 20, ”chaque
vase de B” et de b,, se compose d’un même nombre de classes Q,,; ($,, est nommé p”'”°
;ombre de Betti de K et de c. Si des classes Z”»* et z,,;À en nombres égaux
z B,,(1 g ’A g B,,) vérifient (45) elles vérÿîent (44) et vice versa

44) 2 X”’°‘ >< xp,a NE Z”J >< z,… (X”*°‘ et æ,… : éléments de K et c),
ma FA

45) Z”’".Z,,J rv (— l)” et Z”ÏA.z,,,p,… 0 si À # p..

Elles constituent alors deux bases d ’homologie de K et c que nous dirons duales'
’une de l’autre. Toute base d ’homologie de K possède une base duale et vice versa.

6° Enfin, en vertu de l’associativitê de l’intersection,

46) (ZI).Z«7).z… ZP.(Zq.z,I) … (— x)pvZv.<n.zr).

Compléments au théorème 15. — Utilisons des coefficients qui soient les
ationnels ou les entiers mod. m. L’ensemble des classes d’homologie Z” de E
ui sont telles que Z”.z,œo, quel que soit le cycle 2, de c, est un idéal de
anneau d’homologie de E (cf. n° 25), idéal que nous nommerons J .

Pour qu’une classe Z” appartienneà J, ilsufitqueZ".sz 0 quel que soit z,,. —
>émonstration. — SOIt zq un cycle arb1tra1re de c; nous avons Z”.zqrvzq_p; Il
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s’agitde prouver que zq_,,œo. Soit Z‘I“P un cycle arbitraire de E à- (q—p)
dimensions; nous avons

Z'I—P.z,,_pw (—- 1)P"I—PlZP.(Z'I—P.z,,) (en vertu de 6°);

d’où, puisque Z""'.z,,œz,, et que Z”.z,,œo, Z"“P.zq_pœo; z,,_,, est donc le
caractère nul de B'I—P; par suite, en vertu de 4°, zq_,,œ o. 0. 0. r. 1).

Soit ZP une classe d’homologie arbitraire de E; soit x le caractère de b,,
‘

qu’elle définit (2°); soit Z” la classe d’homologie de K qui est identifiée à x (3°);
on a (Z"—Z”).szo quel que soit z,,; donc ZP—— Z"£x E 5. Ainsi toute classe
d’homologie de E est la somme d’une classe d’homologie de K et d’une classe
d’homologie de 5 bien déterminées. Nous exprimerons comme suit ce fait :

l’anneau d’homologiede E est la somme directe des groupes de Betti de K et de
l’idéal J .

Application. — Supposons donné le complexe abstrait de K; des opérations
en nombre fini permettent d’en déduire la loi d’intersection dans K, c, qui vaut
dans K.c. Cette loi permet, étant donnés les cycles Z" et Z‘1 de E, de calculer,
quel que soit z,…,, la classe d’homologie de Z'üZ".z,…,, donc de déterminer le
cycle ZI”? de K qui est homologue à Z”.Zq mod. J. Nous exprimerons cette
conclusion en ces termes : On peut déduire de la connaissance du compleæe
abstrait de K, grâce au théorème 15, par un nombrefini d ’0pérations, la loi qui,
étant donnés Z” et Z" mod. 5, détermine Z".Z'l mod.5 (les coefficients étant les
rationnels ou les entiers mod.m).

Remarque 1. — Si un cycle Z” de K est tel que Z".z,,œo quel que soit z,,,
le caractère de b,, que constitue Z" est nul, donc, d’après le théorème 15
3°, Z”rvo dans K : cette affirmation englobe le théorème 14, qui est donc un
corollaire du théorème 15.

Remarque ?... — Une couverture engendrée par un recouvrement d’un espace
connexe est simpliciale (n° 10, rem. et n° 15 lemme 4).

III. — Détermination effective de l’anneau d’homologie
d’un espace possédant un recouvrement fini convexoïde.

57. GENERALITES. — Soit E un espace de Hausdorif bicompact, possédant
une couverture simpliciale K à supports simples. D’après le théorème 12 les
classes d’homologie de E sont identiques à celles de K.

Il en résulte d’abord que l’anneau d’homologie de E a une base finie (n° 28,
rem. 2). Quand les coefficients constituent le corps des rationnels ou celui des
entiers mod.m. m étant premier, nous nommerons nombres de Betti de E les
nombres de Betti B,, de K (ils sont indépendants du choix de K), et caractéris-
tique d’Euler de E le nombre E(—I)Pfip=2(—I)Pvp (v,,=nombre des

' p ;»

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 20
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éléments à }) dimensionsde K; cf. formule d’Euler—Poincaré, n° 55, mm.); ce
nombre est indépendant du choix de K et du choix du corps des coefficients.

L’identité des classes d’homologie de E et de K a ensuite la conséquence
suivante : l’idéal 5 que définit le numéro précédent est nul; l’application que
fait ce numéro du théorème 15 fournit donc, à partir de la donnéedu complexe
abstrait de K, la loi d’intersection mutuelle des classes d’homologie de E
(c’est--à——dire la loi qui, étant donnés deux cycles Z” et Z‘1, indique la classe
d’homologie de leur intersection Z". Z‘1).

L’hypothèse précédente « E possède une couverture K dont chaque élément
a un support simple » implique que E possède un recouvrement fini par des
ensembles fermés et simples. Réciproquement, soit E un espace de Hausdorfi
bicomÏaact, connexe, possédant un recouvrement fini conveæoi’a‘e (c’est—à—dire
constitué par des ensembles fermés qui sont simples et dont les intersections
mutuelles sont simples ou vides); la couverture K qu’engendre ce recou-
vrement est à supports simples et est simpliciale (n° 56, rem. 2); la
connaissance de son complexe abstrait détermine donc celle de l’anneau
d’homologie de E. En résumé, : Lorsqu’on connaît un recouvrement fini
convexoi'a‘e d’un espace de Hausdorflbicompact E, l’application des théorèmes 12
et 15 permet de déterminer, au moyen d ’un nombre fini d’opérations, la structure
de l’anneau d’homologie de E; cet anneau a une base finie; la caractéristique
d’Euler de E est définie et peut être calculée par la formule d ’Euler—Poincaré.

Le numéro suivant va déterminer par cette méthode l’anneau d’homologie
du plan projectif, la couverture utilisée étant d’un usage particulièrement com-
mode; néanmoins les calculs sont longs. La seconde partie de ce cours effectuera
une détermination beaucoup plus rapide de la structure de cet anneau; cette
déterminationutilisera les propriétés de certaines représentationsen lui—même
de l’espace projectif. D’une façon générale, le procédé de détermination de
l’anneau d’homologie d’un espace E que fournissent les théorèmes 12 et 15 a
également recours au théorème 6 (n° 21), c’est—à—dire utilise les propriétés des
représentations de sous-ensemblesde E dans E; un emploi, approprié à chaque
cas, des propriétés de ces représentations permet de déterminer la structure de
l’anneau d’homologieplus élégamment que ne le permettent les théorèmes géné-
raux 12 et 15.

58. EXEMPLE : LE PLAN PROJECTIF. — Utilisons dans le plan projectif E les '

coordonnées homogènes (cv, y, 2). Soit K le complexe qui a la structure
suivante : il possède trois éléments à zéro dimension.' A, B, D; six éléments
à une dimension : L, M, N, P, Q, R; quatre éléments à deux

dimensions:T. U, V, W. La loi de dérivation est
A=L+M—N—P; L=T+U; M=V+W;
B=Q+R——L—M; N=—U+V; Ë=T+W;
°D=N+P—Q— R; Q=V+T; È=U+W;

13:V: W: T=o.
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Les supports sont définis par les systèmes de relations suivants (fig. 7) :

!Alrlzlêiæl et lzlêlyl; lBl=lælzlyl et lwlêlzl;
lDl=lylêlæl et lylëlzl;

_

|Ll=æ=z et læ!=IZIêlyl; lMl=æ=—z et lwl=lslzlyl;
lNl=y=z et |yl=IZIëlwi; IPI=y=——z et lyl=l5lêlæl;
lRl=w=y et lxl=lylêlzl; lQl=æ=—y et IŒI=Iylêlzl;

|U[:æ=y=z; |V|:—æ=y=z; |WI:æ=y=—z; |T|:æ=—y=z.
En étudiant l’intersection de K par un point arbitraire de E, on constate

que K est une couverture de E (connexe conformément au lemme 4). K est

Fig. 7. Fig. 8…\ /"'” , D :\ 1 \
une—couverture simpliciale à supports simples; appliquons—luiles théorèmes 12
et 15 :

 

La caractéristique d’Euler de E est vo — v. + v2 = 1.

Détermination des groupes de Betti de K. — On peut ajouter à toute forme
à une dimension de K une combinaison linéaire de B et C qui annule les
coefficients de M et P. Toute forme de dimension 1 est donc homologue à une
forme unique du type aL+ QN+yQ +8R (les lettres grecques étant des
coefficients). La dérivée d’une forme de ce type contient le terme 8W;
donc 8: 0 si la forme est un cycle : tout cycle à une dimension est homologue
à un cycle bien déterminé du type «L + BN + yQ. La relation
(«L+ BN +yQ)‘=o s’écrit a(T+U)+ B(U + V)+y(V+T)=o, c’est-
à-dire (« + B)U +(B + y)V + (a + y)T: 0, c’est—à—dire ou: B=y, 2a=o.
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En résumé toute classe d’homologie à une dimension Z‘ contient un seul
cycle du type a(L+N+Q), une forme de ce type n’étant effectivement
un cycle que si 2oc = 0.

Par ailleurs la seule classe d’homologie à deux dimensions de K qui puisse
différer de zéro est la classe Z2 qui vérifie les relations

Z2NTNUNVNW; 2Z”rv0.

D’où, par application du théorème 12, les conclusions partielles suivantes :

Cas où les coefiîcients sont des entiers. — L’anneau d’homologie du plan
projectif E se compose des classes BE“ et de la classe Z2 qui vérifie les
relations 2Z‘*‘mo; Z“.Z*m0.

Cas où les coeficients sont les nombres rationnels, ou bien les entiers mod p.,
p. étant impair. — L’anneau d’homologie de E se compose des seules classes BE“
(car za: o entraîne a = o et 2Z’No entraîne Z”w0).

Cas où les coeflîcz‘ents sont les entiers mod.2v. — L’anneau d’homologie de E
se compose des classes BE°, de la classe Z'mv(L+N+Q) et de la classe
Z“NT, qui vérifient les relations
(47) 2Z‘w0; 2Z*m0; Z‘.Z‘wyZ*; Z‘.Z’m0; Z’.Z*m0,

où 7 est un coefi'cient, que le thé0rème 15 va nous permettre de déterminer.
A cet efl’et étudions le dual c de K, les coefficients étant désormais les

entiers mod.zv. (La figure 8 représente non c lui—même, mais l’un de ses
rétrécissements.)

Le dual c de K possède trois éléments à zéro dimension a, b, d :, six éléments
à une dimension [, m, n, p, q, r; quatre éléments à deux dimensions t, u, v, w.
La loi de dérivation est

'
-

â=Ï)=ZÏ=O;
Ï=fit=a—b; ;î=p=d—a; q'=i‘=b—d;

i=—l—p—q; û=—l—n—r; &:—m——n—ÿ; v'v=—m—p—r.

On en déduit aisément qu’il existe dans 0 une classe d’homologie à une
dimension,z,, vérifiant les relations

ziwl—mNn—pNr—q; zzlmo
et une classe d’homologie à deux dimensions 32 vérifiant les relations

22Nv(t+u+v+w); 2z2No,

ce qui est conforme au théorème de dualité (n° 55).
Loi d’intersection dans K, c. — Les formules (31) et (33) (n° 52) nous

donnent (L+N+Q),(l—m)=L,lœ—r, d’où Z‘,z,mv;
T,(t+u+v+w)=T,t«n, d’où Z’,zng.
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D’autre part un calcul, calqué sur le calcul général du n° 17, va nous permettre
de déterminer à quelle classe d’homologie de c est homologue le cycle
v(L—l—N+Q),(t+u+v+w>deK,c:

v(L+N+Q),(t+u+v+w)=V(L+Q),t+v(L+N),u+v(N+Q), V;

'or
v(L+Q), t=v(Q+R—L—M), a=»i3, :…»B,2,

demême v(L+N), quA,û et v(N+Q), vNvD,ô;
donc

v(L+N+Q), (:+u+v+w)… v[A, û+B, £+D, &]
=v[A, <l+n>+B, (l+q>+D, (n+q)l=v[(A+B), l+<A+D» n+<B+D>. q]
=v(A+B+D), (l+n+q)wv(l+n+q) Nvz1

d’où finalement la formule
u(L+N+Q),(£+u+V—l—W)wvm,

qui a pour corollaire
Z”, z2 rv v"zl

(c’est-à-direZ‘, z,œo si v est pair; Z“, z,rv z. si v est impair).

Calcul de Z' .Z‘. — D’après le théorème 15 la loi d’intersection qui vaut
dans K.c est celle qui vaut dans K,c; c’est donc

Z‘.zlwzï.z2Nv; Z‘.zng2z1.
On en tire

Z1.741.52N v2Z‘.z. … v“,

c’est—à-dire
_

Z‘. Z'.z2 N v“.

Faisons dans cette dernière relation la substitution Z‘ .Z‘ œ 7Z2; il vient

' yu … 1)“, c’est-à-dire yv : v“ mod. 21», c’est-à-dire = v! mod. 2.l

Celle des formules ( 47) qu’il nous restait à préciser pour connaître complè-
tement la structure de l’anneau d’homologie du plan projectif, quand les
coefficients sont les entiers mod. 2v, est donc
(48) Z‘.Z‘ rv 0 quand v est pair; Z‘-Z‘ … 73 quand v est impair.

59. Les POLYÈDRES. — Tout polyèdre (connexe) E est le support d’un
complexele dont les élémentsxp,“, écrits en notation inférieure, ont les propriétés
suivantes (A.-H., Zellenkomplex) :

a. pêo; la dérivée de chaque x. .“ est du type
(49) . aî1_a=xo,p—xo_Y;
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b. dans chacun des sous-complexes fermés x,… tout cycle de dimension
positive est homologue à zéro et <

-

(50) .r.,),m x.,yg, quels que soient oc et @;

c. |x,,|,| est une « cellule convexe » (A.—H., Konvexe Zelle);
d. l’ensemble |æ,,a|—|æ,, ,] n’est pas vide (nous nommerons centre de x,,,

un point choisi arbitrairement dans cet ensemble).

A partir d’untel complexe le nous allons construire une couverture K de E,
qui sera simpliciale et à supports simples [par exemple : si E est le plan
projectif et si k est le complexe (‘) que représente la figure 8, K sera la
couverture que représente la figure 7].

Le complexe abstrait de K aura pour dual le complexe abstrait de le; K est
simplicial en vertu du corollaire du théorème de dualité qu’énonce le n° 55.

Nous construirons les supports des éléments de K par le procédé récurrent
que voici : Soit x,, ,, un élément de lc de dimension 11 maximum, soit K’ le
complexe qui se déduit de K en annulant XP,“ ; soit E’=(E — |æ,,;|)+ |æp, |;

supposons
définis les supports | X”!r’| des éléments X"IBde E’ de telle façon que.

.K’ soit une couverture du polyèdre E’;
È‘l'.*|X"IF$| soit une pyramide ayant pour sommet le centre de x, @.

Posons les définitions suivantes :

|
XmB

|
=

|
X”/»1r3 [, sauf si æ,,,3€ æ/l,1i

     ’ '
| est le centre de xp,“; 

si æq,geæp,a et si x,;;#x,,… alors |X'I'5| est la réunion de |X"l'p|_ et de la     
     pyramide qui a pour base |

, | et pour sommet |X”=°‘|.
On constate sans peine que :

et. K est une couverture de E (en effet, l’intersection de K par |X"*°‘| est X‘”,
qui est un simplexe; l’intersection de K par un autre point de E est isomorphe
à l’intersection de K’ par un point de E’ convenablement choisi, intersection
qui est un simplexe).

@. |X'I3| est une pyramide dont le sommet est le centre de xq@. Or une
pyramide est un ensemble simple, d’après le théorème 6 (n° 21). Donc K est
bien une couverture simpliciale de E et ses éléments ont bien des supports
simples. 
'(1) A.—H. (Anhang zu Kap. IV, V, VI, n° 20) affirme que cette figure 8 ne définit pas un

complexe; A.—H. s’astreint en effet à n’envisager que des complexes satisfaisant à des
conditions plus strictes que les conditions que nous venons de nommer a,- b, c, d; cela
oblige à remplacer notre figure 8 par une figure plus compliquée, par exemple par la
suivante : A.-H., Chap. IV, 52, n° 8, fig. 14.
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Grâce aux théorèmes 12 et 15 on peut donc, de la connaissance du complexe

abstrait de lc, déduire la structure de l’anneau d ’bomologie du polyèdre E, par un
nombre finid’ope‘rations. En particulier, cet anneau d’homologie a une base

finie; la caractéristique d’Euler du polyèdreest 2 (— 1)"v,,, où v,, est le nombre

d’éléments àp dimensions de lc.
”

Remarque 1. — Soit BP le groupe que constituent les classes d’homologie à

p dimensions de E et soit b,, le groupe de ses caractères, les coefficients étant les
nombres rationnels ou les entiers mod.m. Le théorème 15, 3°, identifie b,,
”au p“'“° groupe de Betti de I:, qui, une fois choisi le polyèdre E, est donc le
même“ pour tous les complexes [: _: c’est là le théorème d’invariance sur lequel
MM. Alexandrofi' et Hopf(Chap. VI, @

“2, n° 5 et chap. VIII, 54, n° 4) font
reposer la définition du « p‘°“‘° groupe de Betti de E », qui n’est autre que b,,.

Remarque2. — Il est fréquent qu’on obtienne une couverture de E en écri-
vant k en notation supérieure, c’est-à—dire en posant x,…,= X""“”’°‘; on dit alors
que E est un polyèdre orientable et fermé de dimension P; le p‘°‘“° groupe de
Betti de cette couverture est b,,_,,, qui est donc identique à BP, en vertu du
théorème 12; par suite, BP est identique au groupe des caractères de B’“",
lorsque les coefficients sont les nombres rationnels ou les entiers mod.m : c’est
le théorème de dualité de Poincaré.

'

Il est également fréquent que, ayant écrit k en notation supérieure, on
obtienne une couverture de E en annulant les éléments d’un sous—complexe
fermé de k, sous—complexe de support e. On dit alors que E est un polyèdre
orientable, dont e est le bord (') et dont la dimension est P. Le théorème l'2
identifie B” au p'°'“° groupe de Betti de cette couverture, qui est le groupe qu’on
a coutume de nommer « (P —p)‘°“*° groupe de Betti de E mod.e » (ou relative-
ment à e : cf. A.—H., Reldtivzyklus).

40. ESPACES DANS LESQUELS UNE MULTIPLICATIOI‘lEST DÉFINIE (d’après le Mémoire
de M. H. Hopfcité au Chap. I, g 6). — Soit E un espace qui possède un recou-
vrement convexoïde fini et auquel s’applique le théorème 8 (n° 24). Le fait que
l’anneau d’homologie de E a une base finie permet de préciser comme suit les
conclusions de ce théorème : Il existe un système irréductible, composé d’un
nombrefini de cycles maximaux Z""'°“ (et même hypermaæimauæ quand la multi—
plication est un demi—groupe), tel que tout cycle de E est homologue à une combi—
naison linéaire d’intersectz‘ohs de Z”"°“. Rappelons que toute homologie liant
les Z""°“ est conséquence des suivantes :

ZI'iv°‘i _
ZPjv°‘j N _. Zl‘j»°‘j

_ Zl’i’ai;

chaque Z”“°“ a une dimensionp,- impaire. 
(‘) A.—H., Rand einer Pseudomannigfaltig/æz‘t.
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Un tels stème s’a ellera s stème énérateur irréductible.Y PP )’ g
En d’autres termes : Quand une multiplication vérifiant l’hypothèse (b) du

théorème 8, ou plusparticulièrement l’hypothèse (b’), est définie dans E, quandE
possède un recouvrement convexoi‘defini et quand les coeflîcients utilisés sont les
nombres rationnels, alors l'anneau d ’homologie de E est isomorpheà celui du pro—
duit d ’un nombrefini de sphères, de dimensions impaires; le nombre et les dimen-
sions de ces sphères sont ceux des cycles d’un système générateur irréductible
(H., n° 2).

Cycles de dimension maæimum. — Le maximum des dimensions des cycles
de E est alors P=Zpfi, tout cycle de dimension P est homologue à un

\

cycle AaZP, où A, est un coefficient et où

(51) Z" rv“ ZPi-“i, c’est-à-dire Z" … ZPv°‘fl . Z”v°‘x . ZPv°‘a. . . ..
!'

Base de W. — Nommons B? le groupe que constituent les classes d’homo—
logie de E de dimension qi Les cycles

(52) Z'Ï’ÏNIIZPÏ'“i <où2Pi=?),- i
sont tels que tout cycle Z‘1 de E est homologue à une combinaison linéaire
unique des Z“. Ces cycles constituent donc une base de W.

Bases duales de B‘1 et B"“". — Désignons par Z"“"* l’intersection de ceux
des Z”"°“ qui ne figurent pas dans le second membre de (52); les Z"”"” consti-
tuent une base de BP'”; on a

(53) Zfl—A.ZP—'/vï… Z" et Z%‘L_ Z*’—w … 0 si ). 75 p…;

nous exprimerons le fait que deux bases Bq et Bp“" vérifient les relations (53)
en disant qu’elles sont duales.

Rapport ( ‘ ) entre bq et BP—‘7. — ZP une fois choisi, chaque ZP“"'X de E définit
un caractère x(Z‘1) du groupe B‘1 par la relation
(54) fo. Z"—H … X(Z?)Z".

Réciproquement,étant donné le caractère x(Zq), il lui correspond une seule
classe d’homologieZ"“"’Z vérifiant (54) : on a, d’après (53),

Z"—‘IÙ( N2 ZP—q,/.
X<

Zq,A)
A 

(1) Les résultats que nous allons obtenir présentent uneànalogie formelle avec le théo—
rème de dualité de Poincaré (n° 39, remarque 2).
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Soit k le dual d’une couverture simpliciale, à supports simples, de E; nous
avons convenu d’identifier le caractère x(Zq) à une classed’homologie “mx de lc.
La relation qui existe entre Z"“"’X et z” est la suivante [où le crochet repré-
sente le coefficient égal à Zhz…] :

(55) [ZV.zq,X]ZPN Z".Z"*?»X, quel que soit Z'I;

convenonsd’exprimercette relation par le symbole
Z“-'M( zr(56) zq,x"‘ Z" ; par exemple 1 N -Z_p. 

La relation (55) a les conséquences suivantes :

d’une part z… dépend linéairementde Z"“”;
d’autre part

[Z'. (Z‘ï—r.zq,x)]Zpw Z”.(ZV—”.ZP—'ï—X), que] que soit Z”,

c’est-à-dire
Z'l—". Z“—(I»Z

Z‘Ï—I‘_ Z‘Ï’X N —Î—- .

Les formules régissant l’emploi de notre nouveau symbole sont donc 
EApZ'F5

— zæB
_

Z'I Z".Zfl Z"(57) EA3ÎNB_zP—; Z"ZÏ'N—îv_; z—v”'°
?  

PROBLÈME. — Construire, si possible, un polyèdre dontl’anneand’homologie
est donné arbitrairement(cf. A.—H., Anhangzu Kap. IV, V, VI, n° 9).

CHAPITRE …,
POINTS FIXES DES REPRÉSENTATIONS.

Ce Chapitre III amorce la théorie des équationsqu’exposerala troisième partie
de notre Cours. Le paragraphe I généralise la théorie des points fixes [voir
A.—H., Chap. XIV et certains des Mémoires cités dans l’Introduction (°)]. Le
paragraphe Il étudie spécialement le cas des espaces de groupes. Quant aux
applications aux polyèdres, r_envoyons le lecteur à A.—H.

I. — Le nombre de Lefschetz.

Æl. DÉFINITIONSnu NOMBRE DE LEFSCHETZ. — Soit E un espace de Hausdorfi',
bicompact, connexe, possédant un recouvrement fini convexoïde. Soit E(x)
une représentationde E en lui—même. Construisons une couverture simpliciale

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 2, 1945. 21
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a supports simples de E; nommons-la K; soit 0 son dual; nommons X"v3

etxq,g les élémentsde K etc. La relation (25)
<%

X‘Â“F3 ><
æq,p>'

= 0 et le lemme 3
q!B

prouvent que (2E(X‘IP).x,5) :o; 2 E(X'I?).æq3 est donc un cycle

de E. 0; or 0 est à supports simples (coroll. 12, n° 29); d’après le lemme 14
(n° 27) ce cycle est donc homologue à un cycle de c, c ’est-à—dire à un entier
positif, négatif ou nul [en vertu de la convention (29), n° 51]; nous nommerons .

cet entier nombre de Lefschetz de E; nous le désignérons par A55 
(58)

 

——1

AE "’2 Ë(X'I’B ) “"—73“
m3

  
La relation (44) du théorème 15 et le lemme 3 prouventque, si nous utilisons

des coefficients constituant un corps et si nous désignons par Z“ et 3…
deux bases d’homologie duales de K et c, nous avons

._1 ‘(59) A:w2 q<Z>
).

Tenons compte des relations (45) du théorème 15; il vient

(60) en posant l(Z'I'))…2‘5 ('!) Z'IP, A:_E (_1)'/ =(â).
. q,) .

 
  

Les Z” constituent une base d’homologie arbitraire de E; les relations ”( 60)
sont donc indépendantes du choix de K : le nombre de Lefschetz Ag est indé—
pendant du choiæ de K; il ne dépend que de E et de E .

Remarque. — Si les nombres de Betti de E sont tous nuls sauf B., (en parti-
culier si E est simple), la formule (60) se réduit à Ag: 1 .

42. REPRESENTATIONS E HOMOTOPES. — Nous ”avons vu (th. 5, n° 20) que
—1 —1
E(Z”’)‘) … MZ“)

si E(æ5 et v;(æ) sont deux représentations de E en lui-même et si elles sont
homotopes entre elles dans E (la notion d’homotopie pouvant être généralisée
comme l’indique le n° 25). Donc :

THÉORÈME 16. — Si E(æ) et *q(æ) sont deux transformationsde E en lui—même
et si elles sont homotopes entre elles dans E, alors Ag= A,,.
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Remarque. —« Les coronaires 5. et 5, (n° 20)‘ ont pour conséquences les deux
propositions suivantes, qui sont des cas particuliers du thé0rème 16 :…

Si E(æ) est homotope dans E à une représentation constant,e alors Ag: 1.
Si E(æ) est homotope dans E à la représentation identiquede Een lui—même,

alors A5 est égal à la caractéristique d’Euler de E.

45. EXISTENCE DE POINTS FIXES. — Definition. —— Nous nommerons conveæoi’a‘e
tout espace de Hausdorff bicompact, connexe, possédant un recouvrementdont
les éléments U ont les propriétés suivantes :

a. Chaque ensemble U est ferméet simple;
b. L’intersection d’un nombre fini d’ensembles U est vide ou simple;
0. Étant donnés un point a: de E et un voisinage V de x, on peut trouver un

ensemble U qui appartienne à V et auquel a: soit intérieur.

Nota. — a et b expriment que ce recouvrement est convexoïde; c implique
que les intérieurs des ensembles U constituent une base de E (A.-H., Chap. I,
Q 2, 8); tout espace convexoïde possède évidemment un recouvrement con—
vexoîde fini.

THÉORÈME 17. — Soit E(æ) une représentation en lui—même d’un espace con-
veæ0îde E. Si Ag;£ o, l’équation
($;), .::: (a:) _J‘\‘

possède au moins une solution.

Nota. —— On nomme points fixes de la représentation & les solutions de
l’équation (61). '

Démonstration. — Nous allons supposer que x;£ E(æ) quel que soit a: et en
déduire que Ag: 0. Cette hypothèse a: # E(æ) entraîne qu’à chaquepointæ on
peut (‘) associer UI ayant les propriétés que voici : Ux est un élément d’un
recouvrement de E qui possède les propriétés a, b et e; x est intérieur à Ul;
enfin U… ë(UŒ)=O. On peut constituer un recouvrement fini de l’espace
bicompact E au moyen d’un nombre fini de Ur. On obtient ainsi un recou-
vrement convexoïde fini de E, dont les éléments UY satisfont à la condition

(62)
_

UY.Ë1(UY)=O' 
(‘) «: étant donné, on construit un voisinage Vm de a: et un voisinage V5 de £(æ) qui

soient disjoints; on choisit Ur : V…? (V5); ou a U…E(Ufl=o: d’où U…Ë(U,): O.
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Utilisons la couvertureK qu’engendre ce recouvrement : si Xq’p est le pro-
duit extérieurde U U , , U , on aun & Y,.

lXq,pl=UYo°U‘(1""UYP et. læfl,Bl=UYo—l—UY1+'°°+ UYP;
,

d’où, en tenant compte de (62),

l“‘ 'E(X°'3)l—lwq,sl=0;

la relation (58) se réduit donc à Ag: 0. ’ (3. Q. F. D.

Exemples. — Le théorème 17, vu les remarques des n°5 41 et 42, a les corol—
laires suivants (cf. A.-H., Chap. XIV,ë 1, n° 4) : Soit E un espace convexoïde;
une représentation de E en lui-même possède au moins un point fixe dans
chacun des trois cas suivants :

1° Tous les nombres de Betti de E de dimensions positives sont nuls (en par—
ticulier : E est simple);

2° La représentation envisagée est homotope dans E à une représentation
constante;

3° La représentation envisagée est homotope dans E à la représentation
identique de E sur lui—même et la caractéristiqued’Euler de E diffère de zéro.

II. — Cas des espaces de groupes.

44. Adoptons les mêmes hypothèses et les mêmes notations qu’au n° 40.
lntroduisons deux bases duales Z‘1’X et Z"“’ŸA

(53) Z'IÎÀ.Zl‘—'IÏ'— rv Z" et Z'I'Ï.ZP—’7»PN0 si À # y..

ZF—
, en vertu de (53) et (57) les relations (45) du

théorème 15 (n° 56) sont vérifiées : z,), est la base duale de la base Z”. La
formule (59) peut donc s’écrire '

 Posons z,—, N (-—-— I)'IZZ

ZANZ<—l>që (Z… 
c’est—à—dire, en tenant compte de (57),

—l
(53) AgZPN2(_1)q£(zq.x)_zp_q.x_

q,).

Choisissonsen particulier
(52) Z«M … 11 fin“; (où Ep;£q);



FORME DES ESPACES. TOPOLOGIQUES ET POINTS FIXES DES REPRESENTATIONS. 165

Z"“"" est, rappelons—le, l’intersectionde ceux des Z""°“ qui ne figurent pas dans
le second membre de (52). La formule (63) devient

(64) AsZ“ …]] [ZM—E'<Zm-°‘æ>l

Supposonsque E soit un espace de groupe et que les Z”"°“ soient hypermaxi—
maux; posons
(65)

|
O<x>=æ15<æ)14

{

_ où [È(æ)]“‘ est l'inverse de E(æ) au sens de la théorie des groupes : (61)
s’écrit 0(æ)_—-— 1 ——N.ous avons, d’après le théorème il (n° 25),

0 (”"’“) … ZP““‘—E(ZP"°“); 9 (Zi—) …H [Z”"“‘—E(Z”"“‘)];

(64) s’écrit donc
"

(66); lA,EZPNË(ZP). |

Cette formule (66) établit l’identité des notions suivantes : « nombre de
Lefschetz de E », « Abbz‘ldung3gmd im Grossen der Abbz‘ldung 6 (A.-H., XII,
@ l, 4) ».

Exemple. — Soient E(æ)=æ“" et 0(æ)=æ", lc étant un entier positif,
négatif ou nul; nous avons, d’après (23) (n° 25), _0 (Z"“°“)N ch"“°“; d’où

(67) ë‘<ZP> Nk*zp

et par suite
(68) Ag: k",

7t étant le rang( ) du groupe, c’est—à-dire le nombre de cycles dont se compose
un système générateur irréductible.
, Les théorèmes 16 et 17 nous permettent de déduire de (68) la proposition
suivante.

Si l’espace d’un groupe est convexoïde et si la multiplication du groupe est
continue, alors l’équation, dont l’inconnue a: est un élément du groupe,

æk=y

possède au moins une solution, quels que soient l’entier positif ou négatif le et
l’élément y du groupe. (La'démonstration suppose non nul le rang d’un tel
groupe; s’il était nul, d’après le n° 45, exemples 1°, l’équation æ=yæ possé-
derait une solution quel que soit y : le groupe se réduirait à la transformation
identique.) 

(‘) Voir H. How, Über den Rang geschlossener Liescher Gruppen (Commentaril
Math. Helveticz‘, t. 13, 1940). La formule (67) est la formule fondamentalede ce Mémoire.
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ANNEXE.

Il est avantageux de substituer aux 11“ 19 et 20 les n°“ 19 bis et 20 bis sui—
vants : ils établissent le théorème 5 sous des hypothèses plus larges, par des
raisonnements que la troisième partie réutilisera (n° 75, lemme 38).

19 bis. REPRESENTATIONS_DÉPENDANT CONTINIÏMENT D’UN PARAMÈTRE. — Soit _<p,,…(æ’)

une représentation d’un espace de Hausa‘orfl bicompactE’ (cf.: A.-H., chap. II,
5 1, th. XIII) dans un espace tcpologique E, cette représentation dépendant.
continûment d’un paramètre ac”, qui est un point d’un espace topologique E"‘
îautrement dit : cpx..(æ’) est une représentation de E’>< E” dans E].

LEMME. — Soient un point a” de E”, un ensemblefermé F de points de E et un
. . _1 . . _l . ,

vmsznage V’ de <pæ.(F); le dis que pl...(F) C V’ quand a:” appartient à un certain
voisinage V” de a”.

Démonstration. — Quel que soit æ’ e E’— V’, %”(“"> est étranger à F; ou
peut donc trouver un voisinage V1. de œ’ et un voisinage V; de w” tels
que cp,,.( V,.) soit étranger à F quand a:” 6 V1. On peut recouvrir E’— V’, qui.
est bicompact, par un nombre fini de V_,Ç., les V;;; soit V” l’intersection
les V2}; correspondants; cpæ.(E’— V’) est étranger à F quand œ” & V”; c’est-

_1 .

ä—dire q>x.(F) C V’ quand x” E V”. - c. 0. F. D.

Ce lemme a pour corollaire immédiat le suivant :

' I , . _l
LEMME 9 bis. —— Soct K une couverture de E; sozt K’ un elargzssement de cpæ.(K)

el que le support de chaque élément de K’ contienne un voisinage du support de
...1 .

”élémentcorrespondant de cp,…(K) [l’existence d’un tel élargissement est assurée
sur le lemme 6 (‘ )]; je dis que ;,(K) est un rétrécissement (’) de K’ quand se”

zppartient à un certain voisinage V” de a” .
'

Soit ZP un cycle de K; soit Z"’ le cycle de K’ qui correspond au cycle Ë,.(ZP)
le $,.(K); d’après le théorème 1 (°) Îçlæ…(ZP)NZ’P quand a:” appartient au
voisinage V” de a” que définit le lemme 9 bis.

‘ 
(‘) Car on peut compléter comme suit l’énoncé de ce lemme : « et telle que le support de

'haque élément de K* contientun voisinage du supportde l’élément correspondantde K » .

(") Nous dirons que K est un rétrécissement de K* lorsqu’il existe un sous—complexe
>uvert de K* qui est un élargissement de K.

_

(3) Compte tenu du sens plus général que nous venons de donner au terme rétrécis—
ement, nous énoncerons comme suit le théorème 1 : Si ’! ’on rétrécit ‘une couvertured’un
espace en une couverture de ce méme espace, chaque cycle reste dans la même classe
l’homologie de l’espace.
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Autrement dit, la classe d’homologie de E qui contient çiæ"(Zp) est une fonc-

tion de a:” qui est constante au voisinage de chaque point de E”. Si nous sup-
posons E” connexe, cette classe est donc indépendante de ac” . Cette conclusion
va constituer notre théorème 5 :

20 bis. Homororm. — THÉORÈME 5. — Si cp,_…(æ’) est une représentation de
l’espace de Hausdorfl' bicompact E’ dans l’espace topologique E, représen—
tation dépendant continüment du paramètrex” , quiest un pointde l’espace topolo-
gique connexe E”, et si Z" est un cycle de E, alors Îçlxu(Zp) appartient à une
classe d ’homologie de E’ indépendante de sc” .

Quand E” est un segment de droite, cette proposition peut s’énoncercomme
suit : Si les deux représentationsx: tlJ<æ'), a: = 6(æ’ ) de l’espace de Hausdorfl
bicompact E’ dans l ’espace topologique E sont homotopes entre elles dans E, alors
on a'pour tout cycle Z" de E

—1…p) …‘d(zp)_

On en déduit, en tenant compte de (6) (n° 15), le corollaire suivant :

Coaom.nnzs 5., 5.2, 53 : sans change  (A suivre. )


