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Etude asymptotique des sommes de wvariables aléatoires lides;

Par Micuer. LOEVE.

INTRODUCTION.

~ Les résultats les plus importants du Calcul des Probabilités concernent les
propriétés asymptotiques :

1° des suites d’événements aléatoires indépendants :

la loi des grands nombres avec le théoréme de Bernoulli-Poisson;
la loi forte des grands nombres avec les théorémes de M. Borel;
la tendance centrale avec le théoréme de de Moivre;

2° des sommes de variables aléatoires indépendantes :

la loi des grands nombres obtenue par la méthode de Tchebichef;
la loi forte des grands nombres avec les résultats de M. Kolmogoroff;
la tendance centrale avec la loi dite de Laplace-Gauss.

Par contre, I'étude de la dépendance est & peine ébauchée; en fait, I'on ne
connait bien que les chaines simples de Markoff et I'on y retrouve, sous des
hypothéses assez larges, la plupart des résultats précédents. M. Fréchet qui,
suivi de ses éléves (Deeblin, Fortet), a apporté une contribution importante a
ces problémes (étude des chaines, événements liés en nombre fini, ... ), a dit
au Colloque des Probabilités de Genéve (1936) au sujet de I'évolution récente
du Catcul des Probabilités : « C’est d’abord un effort... pour se libérer de la
condition d'indépendance sous laquelle ont été obtenues les propriétés fonda-
mentales classiques ». Dés 1922, M. S. Bernstein étendait le théoréme de
Liapounoff 4 des variables qu’il appelle presque indépendantes. En 1935-36,
M. Paul Lévy étudie des variables:.enchainées et obtient un ensemble
remarquable d’extensions, mais son hypothése fondamentale est assez
restrictive. ;

Nous sommes parti de I'idée que ces propriétés étant asymptotiques, il y
avait lieu de tenter d’assurer leur yalidité par des hypothéses asymptotiques,
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alors que I’hypothése de I'indépendance ne I'est pas, celle de M. Paul Lévy
non plus. Nous avons cherché de plus & obtenir des propositions qui, méme
dansle cas de I'indépendance, seraient plus générales que certaines propositions
classiques. Au lieu d’imposer des hypothéses a priori, nous tentons de les
découvrir; bien entendu, le choix des méthodes les oriente déja dans une
cerlaine voie.

Ici ne figure que la deuxiéme partie de nos résultats. La premiére, déja
rédigée, concerne les événements en nombre fini et sera publiée ailleurs (*), de
méme que la troisiéme relative a la corrélation et aux lois limites.

Dans le premier chapitre on introduit diverses notions : ordre de grandeur
et ordre infinitésimal, en probabilité ou presque certain, indépendance en
moyenne, etc. On établit la condition nécessaire et suffisante de la stabilité
d’une suite d’événements et I'on étudie I’ordre (au sens ci-dessus) de la fréquence.
On examine ce que deviennent la relation des moyennes conditionnées et le
théoréme de Bayes dans le cas des suites stables. Deux groupes de critéres,
relatifs a la probabilité de réalisation d’une infinité d’événements, sont obtenus
ensuite; les théorémes de M. Borel sont des cas particuliers de deux de.ces
critéres. Enfin, a titre d’introduction aux chapitres suivants, deux des résultats,
que l'on y retrouvera comme cas particuliers, sont rapidement démontrés; le
plus important concerne les conditions de tendance centrale et se réduit au
théoréme de de Moivre dans le cas de 'indépendance.

Le second Chapitre porte sur les lois des grands nombres pour des variables
aléaloires lices. On a, entre autres, une extension du théoréme de Glivenko
(théoréme fondamental de la statistique d’aprés Cautelli) & des épreuves liées
ainsi qu’une généralisation du critére de M. Kolmogoroff pour la loi forte et
ceci, méme dans le cas de I'indépendance.

Le troisi¢éme Chapitre porte sur le probléme central du calcul des probabi-
lités, celui de la tendance des lois des sommes de variables aléatoires vers la loi
de Moivre-Laplace (ou loi de Gauss). Par deux méthodes, celle de Lindeberg
et celle des fonctions caractéristiques, convenablement modifiées, on établit un
théoréme qui, 4 notre connaissancé, renferme comme cas particuliers les
conditions suffisantes de tendance centrale données jusqu’ici. On obtiemt éga-
lement la forme la plus générale de la loi des grands nombres.

Dans le quatriéme et dernier Chapitre, on établit divers lemmes relatifs a des
sommes de variables aléatoires liées. L’un d’eux se rattache au théoréme de
récurrence de Poincaré déja examiné dans le premier Chapitre. On les applique
ensuite a la notion du rayon d’activité de la liaison, due 4 M.-S. Bernstein et
I'on obtient, suivant les cas envisagés, diverses propositions dont celles de cet
auteur.

(') Parue depuis dans les Annales de Lyon (1942).
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CHAPITRE 1.

SUITES INFINIES D'EVENEMENTS.

Le théoréme de Bernoulli, étendu par Poisson, complété par M. Borel
et M. Cautelli, permet d’établir un lien entre la théorie des probabilités et
I'expérience. C’est une premiére forme de la loi des grands nombres que I'on

. peut raccorder a la loi de stabilité des fréquences statistiques. Pourtant ce
théoréme comporte une hypothése fortement restrictive; il suppose essentiel-
lement que les événements considérés sont mutuellement indépendants. On se
place ainsi dans un cas trés particulier.

Nous allons rechercher les conditions aussi générales que possible, rem-
placant I'indépendance, et dans lesquelles ce résultat fondamental du calcul des
probabilités demeure valable, totalement ou en partie. Nous plagant dans le

' cas des suites d’événements ainsi délimitées, nous examinerons ce que devient la

relation des moyennes conditionnées dont le théoréme de Bayes est une consé-
quence. Puis nous établirons des critéres permettant d’éludier la probabilité
de la réalisation d’une infinité d’événements et dont les théorémes de M. Borel
font partie. Enfin, nous démontrons rapidement deux des résultats relatifs aux
événements et qui se présentent comme cas particuliers de propositions
beaucoup plus générales qui seront obtenus dans les chapitres qui suivent.

D’autres propriétés des suites d’événements y seront obtenues par I'emploi

systématique des indicateurs d’événements.
Les définitions et notions, introduites dans ce premier Chapitre, seront uti-
lisées ou étendues dans la suite.

I. — Suites stables.

Définitions. — Nous allons introduire ou préciser diverses notions relatives
I'ordre de grandeur ou I'ordre infinitésimal d’une variable aléatoire; elles seront
employées ultérieurement.

Soit une suite de variables aléatoires X,(n=1, 2, ...) de moyenne nulle,
m(X,)=o. Etant donné un nombre ¢ > o0, aussi petit que ’on veut, s’il existe
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un nombre N(¢) tel que l'on ait .
(1) Pr%[X,,|>EL§>I—e, pour n > N(e),

on dira que X, est, en probabilité, un infiniment grand avec n; si au lieu de (1),
I'on a

(1) Pr{[X,l+,,l>e£,p=oet1et2et...}>1—e, pour n > N(e),

on dira que X, est, presque certainement, un infiniment grand avec n. Si, au
contraire,

(2) Pr{]X,,] <$}>|—e, pour n > N(e),
ou :
(2') Pr{|X,,+,,I<£,p:oet1et2et...}>l—s, pour n>N(e),

nous dirons que la suite X, est bornée en probabilité (2) ou bornée presque
certainement (2').

n

. .« . X . , 1ee s
Soit ¢, une fonction certaine de n et = une suite bornée en probabilité

(resp. presque certainement).

a. Si g, est un infiniment grand avec n, X, sera dit d’un ordre de grandeur
en probabilité (resp. presque certainement) au plus égal & celui de ¢,.
. . . . I . o . .
b. Si ¢, est un infiniment petit avec —, X, sera dit un infiniment petit en

probabilité (resp. presque certainement) d’un ordre au moins égal & celui de g,.

. X \ .
Supposons maintenant que ‘= tende vers zéro en probabilité ou presque

$n

. ° 1 . . .
certainement, avec —» c’est-a-dire que I'on ait, pour tout e > o,

(3) Pr5 X >e;—>0 avec L,
(1 9n n
ou
(3) Pr”m >¢ p=ooulouzou...t—>o0 avec .
(PIH—/) . n

Nous dirons avec Kolmogoroff ([2], p. 53 et 58) que la suite %‘ est (norma-
n
lement) stable dans le premier cas, et fortement stable dans le second cas.
a. Si ¢, est un infiniment grand avec n, on dira que X, est, en proba-

bilité (3), ou presque certainement (3'), d’'un ordre de grandeur inférieur a
celui de ¢,.
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. . . . I . . .
b. Si g, est un infiniment petit avec —» on dira que X, est un infiniment

petit en probabilité (3), ou presque certainement (3'), d’un ordre supérieur a
“celui de @,.

Les définitions qui précédent peuvent s’étendre au cas ou ¢, est remplacée
par une variable aléatoire Y, ; on pourrait également introduire des définitions
légérement différentes.

Fluctuation résiduelle. — Considérons une suite dénombrable d’événe-
ments A; ({=1, 2, ...), dépendants ou non, compatibles ou non, définis sur
une méme catégorie d’épreuves.

Soit R, la répétition des n premiers événements, c’est-a-dire le nombre de
ceux d’entre eux qui se réalisent, et f,= R, leur fréquence. La suite { A;} sera

n
dite soit stable, soit fortement stable, s'il en est ainsi de la suite { f,— 7, }.
Le théoréme de Bernoulli s’énonce alors ainsi : une suite d’événements indé-
pendants, de probabilité p constante, est stable. Poisson a étendu ce résultat a
- des événements indépendants, mais de probabilités différentes. M. Borel a
montré, en 19og (1), que dans le cas de Bernoulli la stabilité est forte. Il se

limite & la probabilité p = lio, mais sa démonstration est valable pour p quel-
conque. Enfin le théoréme de Bernoulli comporte un autre complément, lequel,
avec nos définitions, s’énonce ainsi : I'ordre de 'infiniment petit f,— f,, est, en

probabilité, au moins celui de —-
n

Nous allons étudier f, dans le cas général et les résultats précédents appa-
raitront comme cas particuliers de ceux que nous allons obtenir.
Posons

n

2 Pr(A;) =S8,(n)=np(n),

i=1

Z Pr(A;A))=S,(n)=C2p:(n),
tLi<jzn

ou p,(n) et p,(n) ont la signification de probabilités (> 0, <Z1). On a
M(R,) =S8,(n), d’'ou M(fa) =pi(n),

puis
M(Ry— Ry)'=28(n) + S, (n) — Si(n),
d’ou
(4) Ui=m(fn—ﬂ)’=p2(n)—pf(n)+P’(n) —p:(n)

n

Dans le cas de Bernoulli, p,(r) — p;(n)=p*— p*=o0, et 'on peut dire que
la quantité '
(3) dn=p:(n) —pi(n)
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mesure, en quelque sorte, ’écart entre le cas général et celui de Bernoulli.
Nous I'appellerons fluctuation résiduelle (quand n->w, d, est la partie

principale de g} sid; > a >0, « constante ou si d; est un infiniment petit mais

p1(n)—p2(n))

d’ordre inférieur a celui de sans présumer de son signe.

Avant d’aller plus loin, faisons une remarque qu1 présente, peut-étre,
quelque intérét.
Soit € > o arbitrairement petit; pour n > N(¢) suffisamment grand

ot — [pa(n) — pl(n)] | = LR =P ()|

n
Par suite,
p2(n) —pi(n)>—¢, pour > N(e)
ou
(6) pa(n)>pi(n) —e, pour 2> N(e).

Ce résultat si simple renferme, comme cas particulier, un complément,
apporté par M. Khintchine [2], au théoréme de récurrence de Poincaré [1](*),
ainsi que les généralisations données par MM. Visser [1], [2] et Gillis [1]. En
termes de probabilité, I'hypothése commune & ces deux derniers auteurs est que

Pr(A))>p>o (p const.) pour tout i.

On tire alors de (6) qu'il existe au moins 2 indices distincts ¢ et j (< n) tels
que I'on ait

: Pr(AA)) > p2—ce, pour n > N(e).
C’est le résultat de ces auteurs dont on déduit les généralisation du théoréme
de Poincaré.

Stabilité. — Revenons a 'examen de la stabilité de la suite A;.
L’inégalité de Bienaymé-Tchebichef d’une] part, une inégalité de M. Kol-
mogoroff ([2], p. 38 et 54) (?), d’autre part, permettent d’écrire

si—e<Prilfi—fil>e} <2

(*) On considére dans un espace a n dimensions un ensemble.V, de mesure m(V),
(>0, < ) se trouvant dans un état de mouvement stationnaire et conservant la mesure.
Aprés un temps i, chaque ensemble E <<V devient E, et, s'il est mesurable, m(E,) = m (E),
m(E;Eix)=m (E Eg), K entier quelconque. Le théoréme de Poincaré signifie que
si m(E)>o, on a m(EEg) > o pour une infinité de valcurs de K, et, par suite, chaque
ensemble E de mesure positive coupe dans son mouvement une infinité de fois sa position
primitive.

() Pr{[X|} quand €, M sont deux nombres certains et | X | ZM. lci,
on prend X=f,,—f,., dou M=1.

.m(x )
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Donc, pour que la suite A; soit stable, il faut et il suffit que I’on ait

lime?=—o.
ny>n
Or, dans I’expression (4) de &3,
) n
I[ (n)—)'(n)lét—>o avec
n P pinhi=g n

Par suite, cette condition est équivalente a

1
d:—>o avec —-

On peut convenir de dire qu’une telle suite est asymptotiquement bernoullienne.
De plus, I'inégalité de B.-T. qui peut s’écrire |

AN

1
Pr -
On €

<er, -donc <edésquee<r,

montre qu'en probabilité, 'ordre de infiniment petit f,— £, est, pour une
suite stable, au moins égal a celui de g,.
Introduisons d, (ici réel, > 0) que nous supposons dans la suite infiniment

petit avec ;l
Lorsque nd, > avec n, o, et d, sont des infiniment pelits équivalents;
d,=p,(n)— p}(n) pour n assez grand et d, est d’un ordre inférieur a celui
de \—/1_-; Jfu— fn est ainsi un infiniment petit en probabilité, au moins de ’ordre
n

) . . , N . 1
de d, et n’est pas nécessairement d’ordre au moins égal 4 celui de —=, comme

/n

dans le cas de Bernoulli.

Lorsque lim nd,= o, on peut extraire de la suite des f, une suite
ny o

partielle { £,.} telle que n;d;, — x avec 7, et ce qui précéde s’applique & cette
suite.

Stabilité forte. — Lorsque nd, < C < o (C constante indépendante de 7), la
suite A; est fortement stable, comme le montre le raisonnement suivant :

On a :
(7 Pri| fo—fo

et

5
[22%}

1
>ey<< P

(v > o entier quelconque)

nor < G+ |pi(n) —pa(n)| < C+1.

gh C+1 1
w <o
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Par suite, le second membre de (7) est le terme général d’une série conver-
gente. On sait qu’alors, en vertu du théoréme de Borel-Cautelli, la suite des
Sfu—fw obéit a la loi forte des grands nombres. Soit maintenant n>> o un

entier quelconque. On peut toujours trouver un v tel que v’ Zn < (v+41)?,

donc
n'=—n — v? est compris entre o et 2v (oL n'ZLav).

On en tire

Ry R, Rysy— Rus n 2 1
el ’ <—'v+" > 4—4;-—)0 avec ;i

1
vin' v? y? vt

forenw— fl* =

<

et la suite { f,— f.} obéit & la loi forte des grands nombres. On peut alors
écrire, pour rn assez grand,

Pr{-[h';__fA”l>€£,p:oou10umou...£<z-:2 (<epoure<<i).
n+p !

Précisons I'ordre de I'infiniment petit presque certain f,— f,. On a supposé
que nd,< G < oo et, par suite, les 2 parties de o) sont des infiniment petits
d’ordre au moins égal a celui de %

Si, de plus

|ndi|>c>o0(cconst.) ou “_m|Pt(”)—Pa(n)l=a>o,
ny»owo
. est de 'ordre de :; En effet, dans le premier cas, c’est d) qui est de cet

ordre, dans le second cas c’estw

qui D'est.
Par suite f,— f, est presque certainement un infiniment petit, au moins de
Pordre de —
ordre de —=-

/n
Si,

lim|nd;|=o0 et lim|p,(n)—p,(n)|=o,
ny o .n—;

g, est, au moins, pour une suite partielle des valeurs de , un infiniment petit

d’ordre supérieur a celui de % Donc, pour cette suite, f,— f, est presque

. . . . . , . \ . 1
certainement un infiniment petit au moins d’ordre supérieur 4 celui de 7n
n

. . . N 2 1
Dans le cas particulier oli, en méme temps que d,—o avec — on a

pi(n)— ps(n) > o, les événements sont, en moyenne, asymptotiquement
presque certains ou presque impossibles au sens suivant :

pi(n) —ps(n)—>o et di—o
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entrainent
pi(n) [1—=pi(n)]=>o0.

Ainsi p,(n) et p,(n) tendent tous deux, soit vers 1, soit vers zéro (').
Résumons les résultats essentiels :

TatorkMe. — La condition nécessaire et suffisante pour qu'une suite d’événe-
ments soit stable est qu'elle soit asymptotiquement bernoullienne, c’est-a-dire, que
Uon ait

di=pi(n) —pi(n)—>o avec ’%

De plus :

lorsque nd? — w avec n, f,— f, est, en probabilité, un infiniment petit au moins
de lordre de d,;

lorsque nd)< C < =, la stabilité est forte et f,— f, est presque certainement,
au moins de 'ordre de ;/l_—

n

En supposant les événements indépendants, on retrouve le théoréme de

Bernoulli (d,= 0) et celui de Poisson (nd)<1).

II. — L'indépendance en moyenne et les moyennes conditionnées.

L'indépendance en moyenne.. — Lorsque les variables aléatoires X,, ..., X,
sont indépendantes m 4 m, on a

(8) M(X; Xy, ... X)) =M(X,)M(Xy,)...M(X,)  (r=1,2,...,m)
ZLLE<L<. .. <Iiph).

Mais cet ensemble de relations n’est pas suffisant 4 moins qu'’il ne s’agisse des
événements (), c’est-a-dire & moins que les X, ne soient des indicateurs,

< | = si A, a lieu,
i . .
=o, si A; n’a pas lieu.

Nous dirons des variables aléatoires satisfaisant a (8) qu’elles sont indépen-
dantes m & m en moyenne. Remarquons que pour que des variables aléatoires

(1) M. Fréchet observe que la condition nécessaire et suffisante pour la convergence des
probabilités en moyenne vers 1 (resp. zéro) au sens précédent est que lim W,(¢)=o
no> o

pour chaque valeur fixe de ¢(>1, <o), @,(¢) étant la fréquence de ceux des « premiers
événements dont les probabilités sont <C1— & (resp. > ¢).
(*) S. BernsTeIN [1], cité par Kolmogoroff ([2], p. 10).
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 19%5. 33
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indépendantes m — 1 a m — 1 en moyenne le soient m a m, il faut et il suffit que
'on ait

(9) M(X,—X,)(X,—X,)...(Xpn— X, ) =0 (1ZLi<i<...<imZn).

En effet, développé, le premier membre est égal a

Oll{ XX Xoy = XXX Xyt P XX, X

+"-+(—l)mXil...X[m .

iy

A cause de l'indépendance supposée, m—1 4 m—1, en moyenne, cette
expression égale

M(X, ... Xy,) + [— Ch+ Ch—. .+ (—)"CRIX, X, ... X,

donc égale
M(X,, ... X)) — M(X,). .. oM(X,,).

La condition (9) conduit a la généralisation de la notion de I'orthogonalité des
variables aléatoires : on dira que Y,, ..., Y, sont orthogonales m & m, si

m(Y,...Y;,)=o (r=1,2,...,m),
(TLi<i<...<imzZn),
et la remarque ci-dessus montre qu’il y a équivalence entre I'indépendance m
a m en moyenne des X,, ..., X, et I'orthogonalité m a m des X, -X, ...,

X,— X, (pour n = 2 on retrouve bien I'équivalence connue).
En nous limitant 4 deux variables aléatoires X, et Y,, supposons qu’elles
dépendent d’'un méme paramétre n, de maniére que, lorsque n — o,

M(Y:)—m*(Y,)—>o
et
M(X2) — o (X,) < b

L’inégalité de B.-T.
Pri|Ya—Ya|>el < E';.m(Y,,—Y,,)*

montre que Y, — Y,—>o,en probabilité. L'inégalité de Schwarz
M { (X — Xp) (Yo — Vo) | 2 (X — X ) o0 { (Yo — Vo) } < 20 (Y, — Yo ) ],

monire que
Jlt{(X,,——X’,.)(Y,.—_Y_,.)}—»o avec I;’

et par suite
M (XpYn) — 0N (Xp) OR(Y,) >0,
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On peut dire que, sous les hypothéses faites, X, et Y, sont asymptotiquement
indépendantes en moyenne, d’ou :

" LewMe. — St 2 variables aléatoires, fonctions d’un méme paramétre certain n,
varient, lorsque n - o, de maniére que la fluctuation de I'une demeure bornée et
celle de 'autre tende vers zéro, elles sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne.

Les moyennes conditionnées et la stabilité. — Appliquons ce lemme d'une
suite stable d’événements {A;}. Soit X, une variable aléatoire, fonction des
événements A, ..., A, (c’est-a-dire sa loi de probabilité dépend des résultats
connus des épreuves faites sur A,, ..., A,) et dont la fluctuation a priori
demeure bornée lorsque 7 croit. Le lemme s’applique 4 X,, et a la fréquence f,
des n premiers événements puisque, comme on I'a vu,

M(f2)— M fn) >0 avec ;z- a cause de la stabilité de | A, L

M (Xp) M(Y,) — M(X,Yn)
devient

5lz(x,.) IM(fr) — M (xn %) y

M =pn) e M(XaRy) =Y M(Xal),
i=1

I, étant I'indicateur de A,.

Par suite,

IMU(X, L) = o LN (X,) | = Pr(A;) 0Ny, (X,),
3 5 i

et la relation donnée par le lemme s’écrit

(10) ‘ M(X,) py(n)— }l ZPr(Ag) My, (X)) —>o0 avec ;iz

i=1

C’est I'extension au cas d’une suite stable d’événements liés, de la relation des
moyennes conditionnées, laquelle n’est valable que dans le cas des événements
incompatibles et épuisant la certitude (Fréchet, [1], p. 128).

Si I'on suppose que X,= X est indépendante de n et de plus que

M(fr)
M (fr)

1
=1, lorsque -0

(hypothése plus restrictive que celle de la stabilité puisqu’elle entraine la
stabilité alors que l'inverse n’a  pas nécessairement lieu), on retrouve, en
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S

‘appliquant le lemme & X et £, la relation

ZPr(A,).’mM(X)
oM (X) = lim =2 y

e iPr(Ai)
i=1

établie par Khintchine, lequel en généralisait une autre due & Kolmogoroff[1]..

Revenons au cas général et plagons-nous dans I'hypothése ou X, est I'indi-
cateur d’'un événement E,. La relation (10) subsiste, car la fluctuation de X,
est bornée, et peut s’écrire

Pr(E,) p,(n) — % ¥ Pr(A) PrA.,(E,,);o avec %

i=1

Ceci correspond a la relation classique
Pr(E) =Z Pr(A;) Pry,(E),

valable seulement lorsque les A,, ..., A, sont des événements incompatibles
et épuisant la certitude.
Enfin, comme
Pr(AiEn) = PP(E,,) PI'E"(Ai) = Pl‘(Ai) I)I'A..(E,,),
'on a, en supposant

lim py(n) > o,

ny o

D\ Pr(A) Pra(En)

Pr(A;) PPA;(En) _ =t
ZPr(Ai)
i=1

Prg,(Ay)
ce qui correspond au théoréme de Bayes.
En faisant des hypothéses supplémentaires, on peut évidemment mettre ces
différentes relations sous des formes plus voisines des relations classiques.

I
>0 avec —»
n

IIL. — Réalisation d'une infinité d'événements.
Probabilité. — Désignons par
Pyn=Pr(Avi+...+ Ay),

la probabilité de réalisation de I’'un au moins des événements A,,,, ..., Ay n,
P, . ne peut décroitre quand n croit; comme O ZP, ,<1, lalimite P, de P, ,
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pour ~ infini est bien déterminée et comprise entre zéro et 1

P,=lim P, .
nyw
P, représente la probabilité pour que I'un au moins des événements A;
d’indice i >v se réalise. Cette fonction de v ne peut croitre quand v croit;
comme 1P, 0, la limite P de P, pour v infini est bien déterminée et

comprise entre zéro et 1.
P=IlimP,.

Vo

P représente la probabilité pour que I'un au moins des A; ait lieu pour v >N,
N étant aussi grand que I'on veut. C’est donc la probabilité de la réalisation
d’une infinité des A; et ’'on a
(11) P=I1lim limPr(Ay ,+...+ Ayn).

- Vy>® npo .
Cette formule représente une extension insignifiante de celle de Kolmogoroff
([2], note p. 315), dans laquelle les événements A; sont spécifiés.

Premier groupe de critéres. — M. Cautelli a étendu a P'aide de I'inégalité
de Boole, au cas des A quelconques, le théoréme suivant, démontré par
M. Borel (pour les A; indépendants) dans son célébre mémoire qui a fondé la
théorie des probabilités dénombrables [1 ]. ‘

Si Pr(A;) est le terme général d’une série convergente, la probabilité P de
la réalisation d’une infinité des A; est nulle.

Or, I'inégalité de Gumbel [1] qui peut s’écrire

c.—VYPr(A,...A,)
P

(12) 1—Pr(A,...Ap) o= rZn ML <bh<...<ipZn,
n—1

généralise celle de Boole. Il est donc naturel de chercher ce que devient le
théoréme ci-dessus lorsqu’on utilise cette nouvelle inégalité.
Transformons (12), on a

1—Pr(A,...A)=Pr(A, +...+ AL,

et le nombre de termes sousz est C); 'inégalité s’écrit donc

PP(K[.‘!—. . ot A"_).

PP(K1+. . -+Kn)é Cl'-l
n—1

Supprimons les barres et appliquons aux événements A,,,, ..., A,,,,, on oblient

ZPT(AVH,‘*‘ cooAvyy)

Pr(Ava+...+ A< 1
(O
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Posons

Pua(r)=gr D Pr(Avp .+ Avs)s

ces moyennes des quantités comprises entre zéro et 1 sont également comprises
entre zéro et 1.
Finalement, 1’on a

n
(13) | ’—'-pv,,,(r).
Nous pouvons prendre pour r soit un entier fixe, soit un entier fonction de v et
de n, 4 condition bien entendu d’avoir » < n.

Faisons croitre indéfiniment n puis v; (13) donne immédiatement en vertu
de (11),
(14) P<lim lim 2 p, ,(r).
Ty e e !

Et nous pouvons énoncer :

ThEoREME. — Soit A;, i1 =1, 2, ... une suite d'événements dépendants ou non,
compatibles ou non. Lorsque, pour un entier r = n, fixe ou fonction de n et de v,
ona

lim lim 2 = P, A(rYLp;

Vo n n)z:

la probabilité P pour que les A; se réalisent une infinité de fois est —p.

Pour r=1 et p=o0 on retrouve le théoréme de Borel-Cautelli. Mais il y a
plus, car I'infinité des critéres suivant les valeurs de r peut étre ordonnée. En
effet, M. Fréchet a montré que l'inégalité de Gumbel fait partie d’une échelle
d’ megahtes ([3], p- 62), laquelle, apres transformations analogues a celles qui
nous ont conduit a (13), peut s’écrire

(15) 04 p,,l( = p,,,.(1+1) —pv,,(l)é LI

Les critéres obtenus forment donc une échelle de critéres d’autant plus larges
que r est plus grand ou croit plus rapidement (on peut prendre, par exemple
r=1loglogn ou r=Ilogn etc., le [ ] désignant la partie entiére). Ainsi, si 'on
cherche a prouver que P =o0 et que le critére correspondant a une certaine
valeur de r ne réussit pas, celui pour r plus grand peut réussir, alors que
I'inverse n’est pas possible.

Second groupe de critéres. — M. Borel a également démontré le théoréme
suivant : Si les A; sont indépendants et Pr(A;) est le terme général d'une série
convergente, la probabilité de la réalisation d’une infinité des A; est égale 4 1.
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Or M. Fréchet a montré que ([3], p. 63)

C;—ZP:-(A,‘ . AL
>

(16) 1—Pr(A,...A,) o (rén; 1ZLL<<i<<...<ipZn).

En passant aux événements A, elle devient

ZPr(X,‘—x—. o+ AL)
Pr(A,+...+A)>

> = ’
o4

puis, en supprimant les barres et appliquant aux événements A,,,, ..., A,,,,

2Pr(Av+,.,+. o AuL)

Pr(Av+.o o+ Avn)> Cr

ou - -
Pv,n}]’v,n(")-

De la méme fagon que pour (14), on en déduit que

P> 1lim Bm pya(r).
(17) =lm him p,, (r)

®w n £

Et nous pouvons énoncer :

TatorkMe. — Soit {A;}, i=1, 2, ... une suite d’événements dépendants ou
non, compatibles ou non. Lorsque, pour un entier = n, fixe ou fonction de n et
dev,ona
' lim lim p,.(r)>p,

V>® n>w

la probabilité P pour que les A; se réalisent une infinité de fois est > p. Comme
Jles inégalités de M. Fréchet forment une échelle, laquelle, aprés transfor-
mation, peut s’écrire

0ZLpyn(1) L. . . Zpya(r)Zpyalr+1)L.. <L Ppyn(n),

les critéres obtenus forment aussi une échelle suivant les valeurs de ... Lorsque
les événements sont indépendants

Y+n

I -PV,’l(n): P_r(XVH...Kv.n):Z[I — PI‘(A[)],

V41

et I'on retrouve, avec p=1 et r=n, le théoréme de M. Borel. M. Borel a,
d’ailleurs, indiqué [2] que son théoréme s’étendait au cas de dépendance, si
I'on supposait qu'il existait des nombres p; et p; tels que

(18) o< pi< Pra(A) < pi et 2P1=°°, Zp’z’z %0,
1
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Pr,(A;) désignant la probabilité conditionnelle de A; connaissant certains des
résultats des épreuves relatives 4 A, ..., A;, et (18) ayant lieu quelles que
soient les épreuves connues et les résultats réalisés. Or il est facile de supprimer
toute hypothése sur une borne supérieure p,. En effet,

Pr(Xv+t e -A—v+n) = Pr(Kv »—1) Pr.(-,_.l(wi') e PrKy+|...K-,+,,_|(Kv+n)-
Si Pr.(A;) >p,>o0,ona

Pr.(A) <1—pi<i
et, par suite, :

v+n

(19) . P|'(K~,+( . .K.,H,)éz ([ _P’I)

v+t
®©

Lorsque 2 p:==, le second membre de (19) tend vers zéro avec ;l et p=1.
1

Remarque. — La méme méthode permet d’obtenir d’autres critéres en partant
d’autres inégalités. On peut, par exemple, utiliser les inégalités que nous avons
établies ailleurs (Lokve, Annales de Lyon, 1942) et qui généralisent celles que
nous venons d’employer.

Champ d’application. — Lorsque les événements A; sont incompatibles, on a
évidemment P = o; d’ailleurs le théoréme de Borel-Cautelli le montre puisque

ipr(A,)ét.

Lorsque les événements A; sont indépendants, les deux théorémes de
M. Borel permettent de conclure a la valeur de P dans tous les cas :

si 2Pr(A1)<oo, on a P=o
1
et

si EPr(Ai):oo, ona P=1.
1

Dans le cas général des événements dépendants et compatibles, on ne peut
conclure avec le théoréme de B.-C. que siz Pr(A;)<{o. C'est donc ici que
1

les critéres établis sont utiles. Formons un exemple, presque évident, ou les
théorémes de Borel ne s’appliquent plus, alors que ces critéres, convenablement
choisis, réussissent.

Soit une suite d’événements A, DA, DA;D ... et supposons que

ZPr(A,) = oo, avec Pr(A,;) > o avec% [par ex. Pr(A,) = %]
=1
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Le théoréme de B.-C. ne donne agcun renseignement sur la valeur de P.
Appliquons alors I'un des critéres généraux pour r=noun-—ioun—2et,

en général, pour toute valeur de r telle que Tim 2 , ' <. On a, pour r=n, par

ny w
exemple,
Pl‘(Av+1+. oo+ A~/+") fumn l)l"(A~,+1)
et
lim lim Pr(A,_,_,).__hm Pr(A,)=o0.
V>wo n>wo
Par suite,

P—=o.

On voit d’ailleurs que dans le cas simple de l'inclusion (A, DA,D...), la
condition nécessaire et suffisante pour que l'on ait P = p est que PI(A”) > p

avec ; » comme il fallait s’y attendre.

IV. — La tendance centrale.

Nous établissons ici deux des résultats que I’'on retrouvera plus loin comme
cas particuliers de résultats beaucoup plus généraux.

Lot des grands nombres. — Soienl les variables aléatoires

1, siAj;alieu; —
X, = T ! , . donc X;=Pr(A;),
o, si A;n’a pas lieu;

S[: X,-—G—. .o X,»,

et Pr'(A;), la probabilité pour que A; ait lieu connaissant la répétition des
événements A,, ... A, ,, « sup. » désignant la borne supérieure d’une telle
quantité lorsque cette répétilion varie.

On établit aisément que

(R — B = N o (Xe— )+ 2 B0 (S — 5 (X, X))
i=1 i=1

éz Pr(A) Pr(X,) + znzsup Pr(A;) — Pr(A)!

i=1 i=1

én[% 2 3y sup| PrY(A)) — Pr(A,-)!]-

i=1

M(fum o) < 5 + = X sup | Pr(A) — Pr(Ao) .

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945. 34
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Lorsque n — w0, la condition .

n

(20) iEsuplPr’(Al)—Pr(At)|—>o avec ;'z

i=1
cnlraine donc
Jn(f,,—j,.)”—m avec _,1;’

et I'inégalité de Bienaymé-Tchebichef montre qu’alors lasuite des A;est stable.
On vérifie aisément que, comme il faut s’y attendre (p. 5), la condition (20)
entraine d;, — o.

Lot de Mowcre-Laplace. — Posons
si=3, m(Xi— X)'=WPr(A) Pr(&)),
=1 i=1 :
¢l supposons, dans ce qui suit, que s, —a avec n.

Soient F,, ;(z) la fonction de répartition de — (i< r) et F,.:(£) la fonction de

. n
, - X; R O, ., ‘
répartition de o lorsqu’on connait la répétition des événements A,, ..., A.,.

On calcule immédiatement
+w» L _
m,l,i:f : dl“n,,(a):; M (Xl—X,-) =o,
—— n

+»
wh= [ dF (@)= W (Xi— X) = £ [Pr'(A) = Pr(AD),

Pr(A;) Pr(T\;)
sz !

n

a;'-,,,-::f e2dF,(5) = si.zon (Xi—X)’=
wi= [ EdF,(2)= 5 [Pr(A) — 2 Pr(A) Pr(A) + Pri(A))

Soit G,,;(x)=Pr(Y,;<x), ot Y,; est une variable aléaloire laplacienne
. . , \ X, —X,
ayant les deux premiers moments respectivement égaux a ceux de —

n
c’est-a-dire am, ;(=o)etas;,.
Employons les lemmes énoncés page 41 et omettons d’abord, pour simplifier
I'écriture, le premier indice . En posant
(I)i(x) fd Pl‘(Yi-I- Y1+1+ e+ Yo+ al < $),
ona

+w®
Pi(&) = Pr'(Xi Yoo+ . .+Yn+¢xZ<'x)=f ®:(x — ) dFi(E)

_—_f [tbi(x) — £ 8(2) + 2 Wi(2) + K;O%]dFQ(E), 16(, £) | 1.
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D’ou

" k + ; .
Pi(x) =®;(z) — m;®(z) + a;::l'#'z + 5—‘: f 0z d Fy(Z).
De méme
i 1t k3 +» .
Pu() = Pr(Yoot Yias .- Yo a2 <) = bi(ir) + 73, o) - 22 02 dGu(t).

On en tire aisément

ky [ 4o LA
| 8i(@) | = | Pi(@) — Pi(2) | < miki+ & (a2~ ) ot <ﬁ';—‘ﬂ+f_ & dF.«a)).

Tt
Posons
A(x)= Pr(Xs+...+Xiq+Xi+You+...+ Y+ aZ <)
—Pe(Xi+.. 4+ X+ Y+ Y+ Y+ aZ < )
“+»
=f’ 0z —E)dPr(Xy+...+ Xiy<E).
On en tire

A(z)=Pr(Xi+...+Xp+aZ <z)—Pr(Y,+...+ Y+ aZ<x):'ZA,.(a,~)
' i=1
et
A(z) < sup | 8y(a)].

D’ou 'on déduit, en rétablissant le premier indice »,

n : n

| An(@) | L Ao 5 sup | miy | + ke Dysup |0l — aiy |+ 5= (: + a)
1=1

i=1 . i=1

Supposons que

I (ALY P ; : L
(21) szsup|lr(/\,) Pr(A)|—o avec

Le terme en %, tend alors vers zéro. On vérifie sans difficulté qu'’il en est de

. . ., R,—R,
méme pour les termes en £, et en £, et que, par suite, la loi de BB tond vers
n

la lot de Moivre-Laplace réduite lorsque n — .
Remarquons que lorsque les événements A; sont mutuellement indépendants,
les termes en £, et &, disparaissent pour tout n, et 'on a ainsi une démonstra-

tion trés simple, par la méthode de Lindeberg, du théoréme de de Moivre sans
que P'on ait besoin de la formule de Stirling.
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CHAPITRE IL

LOIS DES GRANDS NOMBRES.

La méthode de Tchebichef, laquelle dans le cas de variables aléatoires indé-
pendantes donne si snmplemenl le théoréme de Bernoulli et ses generahsatmns,
se base, comme on le sait, sur deux relations :

I'inégalité de Bicnaymé-Tchebichef

Pr§|S——b\>L <a-(S)

ot S est une conslante quelconque, 6(3) son écart quadratique moyencte > o
une conslanle arbitraire,

'égalité de Bienaymé
e2(S,) = a*(Xy) + 02(X,) +...+ 52(Xp),

ou
Sp=Xi .4 Xue

et les variables aléatoires X;, i =1, 2,..., n sont mutuellement indépendantes.
M. Kolmogoroff (|2], p. 54) a observé que 1'égalité précédente et, par suite, la
méthode de Tchebichef, demeurent valables si 'on remplace I'’hypothése de
I'indépendance par celle de la non-corrélation, c’est-a-dire si

m(X,—X)(Xi=Xi)=0 (1Zi<kZLn).

M. Paul Lévy [2], | 3] a étendu divers résultats relatifs aux variables aléaloires
indépendantes & un cas ol les variables aléatoires sont non corrélées et a oblenu
ainsi un ensemble important de généralisations. '

En désignant par M., (X;) la moyenne de X, évaluée lorsqu’on connait les
valeurs réalisées de X, ..., X;_,, son hypothése essentielle s’écrit

(P.L.) M (X)) =0 (i=1,2,...),

quelles que soient ces valeurs réalisées.

M. S. Bernstein (1937) a également montré que celte hypothése entraine :
'égalité de Bienaymé et a étendu a ce cas l'inégalité importante qu’il avait
établie pour des variables aléatoires indépendantes (Fréchet [1], p. 131).

Nous allons introduire des hypothéses moins restrictives qui nous permettront
d’obtenir des relations asymptotiquement équivalentes (en un sens qui sera
précisé) a l'égalité de Bienaymé. Celles-ci nous permettront d’appliquer la
méthode de Tchebichef a des variables aléatoires liées sous des hypothéses plus
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larges que celles qui ont été uitilisées, notamment par M. P. Lévy. Ensuite
nous établirons une relation asymptotiquement équivalenle a celle de
M. Kolmogoroff [1] et nous I'utiliserons pour étendre, dans plusieurs direc-
tions, les résultats connus relatifs a la loi forte des grands nombres. En parti-
culier, nous obtenons une extension aux épreuves liées du théoréme de
Glivenko que M. Cautelli a qualifié¢ de théoréme fondamental de la statistique.

1. — Loi ordinaire des grands nombres.

Notations. — Considérons le tableau suivant de variables aléatoires 4 deux
indices, généralement liées :

Xt,l

Xo,4 Xz,z
(T) - e
Xpn Xae Xoy ... Xan
La n'*= ligne renferme n variables aléatoires. Cette restriction n’est pas essen-
‘tielle, car ce qui suivra demeure valable si la n'*™¢ ligne renferme ¢, variables
aléatoires et ¢, - © avec n.

Posons
Snv=Xn1+ Xpn+...+ X,y

et supposons dans toute la suite de ce tracail (pour simplifier I'écriture) que les
moyennes de loutes les variables du tableau soient nulles

(1) . (Xn,)=o (i=1,2,..,n; n=1,2,...).

Par suilte,
M(S,v)=o (v=1,2,...,n).

S’il n’en était pas ainsi, il suffirait, dans la suite, de remplacer X, ; par
Xo,i— M (X,,;) et, par conséquent, S, , par S, ,— IMN(S,,.).

Nous désignerons par W' (X,, ;) la moyenne de X, ; évaluée lorsqu’on connait
la valeur réalisée de S,; , et par supIN(X, ;) la borne supérieure de cette
quantité lorsque la valeur réalisée de S, ;-, varie. Pour /=1, S, et M/'(X,, ,)
n’ont pas de sens; par convention nous prendrons S, ,=o0etM'(X,, ;) =M (X, ,)
(=oici).

Indépendance en moyenne. — Nous avons vu que deux variables aléatoires
X, et X, 1, {2k, sont indépendantes en moyenne [ou, ici, orthogonales a
cause de (1)]si M(X, X, ,)=o0; 1l en est ainsi, en particulier, si X, ; et X, ,
sont indépendantes. Nous avons indiqué que I'on pouvait élargir cette notion;
ici les deux suites de variables aléatoires X, ; et X, ,, fet k fixeseln=1, 2, ...,
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(7%= et A colonnes de T) sont asymptotiquement indépendantes en
moyenne, si

I
M(Xp,i Xn ) >0 avec -

On dira que I’ensemble des variables aléatoires X, ;, t=1, 2, ..., n (n*™ligne
de T") est un ensemble de variables aléatoires asymptotiquement indépendantes
en moyenne ou ensemble Al,, si

(AlR) 2 M (X, Xn, ) >0 avec %’
1L0<iLn
ou bien, si »
2 M (X, X))
(AL) : l=idjen — >0  avec :_z

Don(xz,)
i=1

Il n’est pas nécessaire d’introduire des dénominations distinctes car, dans la
suite, on reconnaitra immédiatement dans lequel des deux cas I'on se trouve.
Enfin, cet ensemble sera dit en indépendance asymptotique compléte du
premier ordre ou ensemble Al,, si '
1
(AL) Zsup|on'(x,,,,)1—>o avec .-
i=1

Lemme. — On a

n m

2 M (X, Xn,) =2 M[(Xn1+ Xnat. vt Xnicg)Xni] =29n.| St M (Xn1) .

1 20 fZm i=1 i=1
Or
O Sp,imq N (Xin,i)] | L sup | I (Xpi) | M| (Snyia) |
Done ’

LemMe A. — Pour m<n

<MaxdR|S, .| 2 sup| R’ (Xp.0)|
i<m .

=1

2 M [Sp iy M/ (Xr,0)]

=1

=

(A)I 3 R(XnXa)

1 L1 jZm

Egalité de Bienaymé asymptotique. — Ce lemme montre que si

(2) ‘ MaxJn | Sy iy |
icn

reste borné lorsque n — o, la relation (Al,) entraine (Al ). Alors

S o (XniXa)

1£1<] £

(3) <a

IM(SE,) — N M (X2
=1

1
>0 avec —,
n
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et I'on a ainsi une extension de 1’égalité de Bienaymé. Nous allons montrer que
la condition

(4) / Eau(x,a,,) <L (L const. finie),
=1

jointe & (Al,) entraine (2), donc (3).
Soit v(n) une valeur de /—1, variant entre 1 et n —1, pour laquelle
M|S, .| atteint son maximum. La relation (A), ot 'on pose m = v(r), s’écrit

ZIM|(Su)| [2 sup| o' (X,,) |].

Z M (X i Xn))

1 L1 Ly i=t
Or
m | S"," l é \/OR (S:,‘/)a
donc
- . M
(5) om (S50 — Fom(X3,) | < 2y ML) [Z sup| M (X 1].
i= i=1

Par hypothése, .

Z sup | M (X, )| ->o0 avec % ’

i=1
a fortiond

v

ZSup | (X, )| —>o0 avec ;z

i=

De méme, & cause de (4)

v
EO‘R(X,*I',.) <L*<C pour » assez grand.
=1

Il résulte alors de (5) que IM(S;,) reste bornée lorsque n — = et, par suite, il

en est de méme pour MaxIN |S, ., |.
iZn

Nous pouvons énoncer :

TreoreMe B. — Lorsque
Esup [N (Xa)| =0 avec %
i=1
et

2 M(X:,)<L*<ow pour r assez grand (L const.),
=1

ona

n
M(S: L) —Emt(x;,,.)-w avec —.
=1 ) "
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Cas particuliers. — Posons

X; .
X"’i:a_ (@.>> o certain), Sp=Xi+...+ X,

n

le théoréme s’énonce : on choisit les @, de maniére que, lorsque 7 —, on ait
n
. ,
— 2 sup| M/ (X;)| - o,
an
i=1

n .
et — ZJYZ(XS) reste borné, alors
n =1

alz [:m(s )-—Zon(x,)] —o.

i=1
n

Si 'on peut prendre ai:Z M (X?), la seconde condition est automatique-

i=1

ment remplie.
Si I'on suppose de plus sup|IN'(X;)|=o, pour tout /, on a évidemment
M (Sz) .

=1 pour tout n.
mx;
i=1 .

Cette hypothése est sirement satisfaite si 'on se place dans le cas (P. L.)
(P. Lévy [2]).

Généralisations. — Ce qui précéde est susceptible de diverses généralisations.
Par exemple, on établit la relation algébrique suivante pour ¢ entier positif

SZ,n: C,’,E( SZ;:, Xn‘i) -+ C;Z (Sn i1 n i) +...+ C(’_ Z(SIl,i—l XZ:;i )'-|—2XZ’1,

d’ou la relation correspondante entre les valeurs moyennes. Puis, lorsque n— o

X OR(ST7 X —2 (ST M (Kn) > 0,

si
ZI sup M/ (X, ) — M(Xn,)|—>o0 et Max.’m] St I<L—>o pour tout n,

=1

De méme

Emus;,: Xz, — Zmus,. ) (X2) >0,

si
n

E sup | IR/ (X3 ) — N (X3 )| —>o0 et Maxon 8732, | <L'< e pour tout n, etc.
i<n
i=1
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MerrooE pE TcresicaEr. — Dans les conditions de validité du théoréme B, la
relation obtenue peut s’écrire

2y, : L
Mm(S: ) =2:m(X,,,,~) + 2, ou &—>0 avec
=1
et I'inégalité de Bienaymé-Tchebichef devient
(6) . Pr{|Snal>c}< CL,[wa:,,)Hn]
i=1

(¢>o0 const. arbitraire). On a alors les mémes conséquences que pour les
variables aléatoires & 1 indice et mutuellement indépendantes.

1. L’inégalité (6) s’écrit

L24e,

Pri|S,.|>Cl< =5
Posons C = 1; Lt tr sera < e ———— et, par suite
=i pours<Lg+sn > P ite,

Pr{[sn,n|>§}<e.
Ainsi,
Taroréme C. — Lorsque

n

l 2
Zsup[{m’(xn,i) |—>o avec — et 291‘(, (X3,
1

i=1
reste bornée, la suite { S, , | est bornée en probabilité.

2. Supposons que EOTL(X,’,,,.)—> o0 avec ’1‘ Le second membre de (6) —o

1 . ,
avec -, quel que soit ¢ > o fixe, et nous pouvons énoncer :

Tatorime D. — Lorsque, pour n -> «,

n n
Esup | M (Xns)|—>0 et ZOR(X;’,J)»o,
i=1 1
la suite { S, ,} est stable.

X .
a—"’, a,>o certain, IM(X;)=o,

S,=X,;4...+X,. On a, lorsqu’on choisit les a, de maniére que, pour
n—> o,

Cas particuliers. — Prenons X, ;=

I [
o 2 sup| o (X',) —o.
i=1

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1943. 35
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C'. Si

n

I
— MXH) <2< 0,

alors la suite %%‘} est bornée en probabilité.
Si ‘

n

I 2

‘7’% 29‘&()(,)—)0,
i=1

alors la suite z%‘} est stable.

n

Supposons, en particulier, les X; indépendants entre eux et a,=n. On a

n
I
- 2 sup | M (X)) | =o pour tout n

i=1

et la suite {S;" § est donc stable dés que I'on sait que

n
1 . I
n—zzall(Xi)—>o avec —;
i=1

c’est le célébre théoréme de Tchebichef et le théoréme précédent se présente
comme une extension naturelle de ce résultat classique.

Application aux événements. — Soit {A, ;}, i=1, 2, ...,n; n=1, 2,...
une double suite d’événements dépendants ou non, compatibles ou non.
Désignons par R, , la répétition des événements A, ,, ..., A, et par f, , leur
fréquence. Pr'(A, ;) représentera la probabilité de A, ; lorsqu’on connait le .

nombre des événements A, ,, ..., A, ;. réalisés. Enfin .
1 si A,;a lieu;
I(Apy=={ = ™
o, si A, ; n'a pas lieu.
Posons

_ L(Aw) —Pr(Ang).

X, 1= =
! Vn
On a
* M (Xns) =o,
M(X2,) = = Pr(An) [1— Pr(An)]+ = [1— Pr(An)] [Pr(An )]t
. = ;—t Pr(A. ) [1—Pr(A,)] < 4—1';
Donc

2MmXry<L g
1=1
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D’autre part,

Sn,n=A "\/'IT’:(R'O,H - E"y") = v;(f'l,n_f",”>

et C donne : lorsque

n

zsuplPr'(A,.,;) —Pr(A,;)|—>o0 avec -}z’

=
\/n =1

Jfu.n— fun st en probabilité un infiniment petit au moins de I'ordre de ;/I—_
n

Posons maintenant

Ani) — Pl‘( AL

I
Xp, 1= ( n avec o > o.
el
Ona
Y I
. ':)n (XI-I,I) é [‘ n1+ga ’
donc

n

sy o r,
Zalz(x,,,i)é T -0 avec —
i=1

D’autre part, : -

B 1
Sn,n= n® a(.ﬁx,n'—'fn,n)y
et D donne

Lorsque

n

1
stuplpr’(An,i)—Pr(A,,‘,)[—>o avec 'iz(a>o),

nt =1
i -
la suite des n2~"° ( Son— f,,,,,) est stable.

Ainsi la condition la plus large permettant d’affirmer la stabilité de la suite

_ . .
des f,, ,— f. . s’obtient pour a = 55 c’est

n
1 ¢
;25up|Pr’(An,i)—-Pr(A,,,,-)|——>0 avec —-
i=1
: 3 . s 1
On peut dire que lorsqu’on donne & o des valeurs allant de zéro & 5> On a une

suite de conditions assurant pour des événements liés des théorémes analogues
au théoréme de Bernoulli-Poisson. Pour « = o, le théoréme est sauvegardé en

sa totalité. Pour a = %, on n’assure plus que la stabilité.
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II. — Loi forte des grands nombres.

Autre forme de l'égalité de Bienaymé asymptotique. — Nous allons établir le
théoréme suivant analogue au théoréme B.

Taeoreme B'. — Lorsque les X, ; forment un ensemble Al, et

(7) MaxIn(S3,) > a*> o,

in

a constante, pour n asses grand, on a

(B) -—gﬂs’_‘—'”— -1, lorsque n— .
Fon(x: )
i=1
D’aprés (A),
I (S ia) I X _
3n(S2 ) ; I(S’IJ 1) UX Jl Maxonlsn,i—tl m
(8) |l o= z s N sup | (X,
Dom(Xz) Don(x:) yomxz) =
=1 i=1 i=1

Pour m = v(n), v ayant méme signification que dans le théoréme B,

~

1z AL N sup W (X ) | £ 2

Yoz, I Sonxz,y Ponxz
=1

M (S3)
AR I —

. | S
ol g, > 0 avec — & cause de (Al).

Donc
IN(SEy)

Fom(x:)
i=1

-1, lorsque n—c.

(9)

Posons, dans (), m = n el remarquons que

Maxon (S, .—
Max I [ S| M (SE)

3

n < ; v ] ’
Donixz,) Mon(xz,
i=1 i=1
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La relation devient

2 m I Sn,i—i mv(xn,l) l

Dn(sn,n) 1| = . <_5£ ‘:?R'(SIE,V)

Zgn(x;-;’i) Zon (X)) 2311(&’;,1)
=1 i=1 i=1

D’ou le théoréme énoncé, en tenant compte de (9).

Variantes. — 1. La condmon Max I (S;,) > a* > o est entrainée par
i<n

(7") » MaxOon|S, . |>a>o.

iZn

2. Cetle méme condition peut étre remplacée par

n

(7") XJII(X,’,’ )> o> o0

i=1

pour n assez grand, ' constante, comme on le vérifie aisément en reprenant la
démonstration.

CoroLLAlRE. — On a, dans les conditions de validité du théoréme,

ZOR [Sa, it M (Xn,0) |

i=1

é ou ¢, |e,—>1 lorsque n—> .

8 [

IM(Sz,n)

Egalité de Kolmogoroff asymptotique. — Au lien d’évaluer les moments
a priori, on peut avoir a les évaluer a posteriori, c’est-a-dire connaissant la réali-
sation d’'un certain événement H, par exemple, les valeurs réalisées de
Xu,1...X, ou bien la valeur de S, ;. Ceci revient a modifier (en la restrei-
gnant) la catégorie d'épreuves C sur laquelle sont définies les variables
aléatoires. Mais sur cette nouvelle catégorie d’épreuves Cy, les résultats qui
précédent demeurent valables en introduisant, bien entendu, sur C, les hypo-
théses correspondant a celles qui étaient admises sur C. Les moyennes évaluées
sur Cy seront désignées par IMN,,.

Nous pouvons, maintenant, étendre la remarquable - inégalite de
M. Kolmogoroff & un ensemble Al,. Soient les événements

‘H:MaXISn,kl>C (C>o0),

(1) 'Hl Max|Sax|<C et 1S,/>C (i=1 2, ..., 1)
I.Ai—:
Ona
H=H,+ H,+...+ H,,
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et les H; étant incompatibles

Pr(H):Z Pr(H,).

=1
D’autre part,
(12) Pr(H)ong(S2. ")—Z Pr(H) My, (S0
’ =1

Comme
Sin=8ni+Xh i+ + X+ 2[8n,i Xn i1+ oo+ Spumy Xn,n)s
on a

n

My, (S3.n) = My (SE0) + 2 M, (X3, )+ 2 3 M (S jos X )

j=i+1 J=i+1
é C2+ 2 2 Dnni(S,.,,-_i X,,’j).
j=i+1
Portons dans (12) qui devient

(13) Pr(H) My (S},4) > C*Pr(H) + 22 Pr(H,) [ 2 Mg, (S, j—t X ,)]

i=1 j=t+1

Or, le second terme du membre droit peut s’écrire (sans le facteur 2
’ p

k :Z Pr(H,) [ Z Dnll;(sn,i;l Xn,,')] '

i=1 j—iH
—2 Pr(H,) [ N, Mt (St X ,)] 2 Pr(H,) [ >, oty (5., ‘,;,X,.,,-)] =ky— ks.
j=t j=t i

Bornons %, :

:2 [2 Pl‘(Hi)mH;(sn,i—l Xn,i)] =2 Pr(H) mﬂ(sn,i—i Xn,/’)'

j=1 =1 i=1
Posons

n

3, supj ow'(Xs ) | =,

=

. .. ’ ‘ 1
Les variables aléatoires X, ; forment un ensemble Al,, donc ¢,-+ 0 avec o

Un ensemble Al sur la catégorie d’épreuves C est, a fortiors, ensemble Al, sur
la catégorie d’épreuves C,,, out H est défini par (11), comme on le voit immédia-
tement en se reportant a la définition de sup|M'(X,;)|. Le théoréme B’

s’applique donc sur C, avec e =C, etl'on a

" "

3 M (Snj-1 X))
€

- 3

j=1 n . En

< = ou — —=>1, lorsque n—> .
mﬂ(snn C s'n ! q




ETUDE ASYMPTOTIQUE DES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES LIEES. 279
Par suite,

2 -m'll(sn,i—! Xn,i)

[t = Pr(H) O (S5, L | < Pr(H)oRy(S3,0) -

Bornons %, :

| oz | =

) Pr(H) lE M (Sn,)) <xn.,->]\-

i=t

Puisque j < 7 dans cette expression,
[ M, (Sn,jms M (X, j) | < Mé‘iJ‘ll Sn,j—1 | sup| M/ (Xn,j) | < Gsup| M/ (Xs,;) |-
j<Li

Donc,
i

| As | <CZ Pr(H;) [Z sup | M'(X,,,7) IJ < Ge, Pr(H).
p .

j=1

Finalement
k| < E—"Pr(H):mn(SZ,n) + Cé&, Pr(H).

Portons dans (13); on obtient

28,

Pr(H) IMu(S},:) > C*Pr(H) — 2| k| C2Pr(H) — —5* Pr(H)oMy(S},») — 2CexPr(H).

D’ou, en supposant Pr(H) > o,

[ — 2En
mz'll(sfl,n) é 02 2EI/ ’
donc,
l+ze§’,
oM (S <
(E) Pr(H) < (cz’”) —c.
-

Pour C > o fixe, le second facteur du membre droit peut s’écrire 1 +¢,, ol
I .. , . .
€,—> 0 avec - La borne ainsi obtenue pour Pr(H) est évidemment valable si

Pr (H) = o. Et nous pouvons énoncer :

Tatorime E. — Lorsque, pour n — «,

n

Z sup| M/ (X,,) | > o,

=1
ona
Prg Max| S,k | éczé Dn(g;—"") (1+¢e:) (C> o fixe), €n—> 0, avVec I
kén - n
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.. X;
Cas particuliers. — Soit X, ;= —‘~ a,>o cerlain, S,=X,+...=X,
’l

(E) devient, en choisissant les @, de maniére que 'on ait, pour n -> w0,

n

1 , 1
o Z sup| M (X)) |—>o, avec -»

on obtient

(15) PrfMax | Skl can < ‘m;,S ) 1 EE"
‘_n n

. 1
’ ou &—>» 0, avec 71)-

1. Prenons «;, = IM(S}); (15) s’écrit

(16) Pr{ Max | S¢| = CyFR(SE) | = L8,

kZn 5 C2
extension. direcle de l'inégalité de M. Kolmogoroff, que I'on retrouve en sup-
posant I'indépendance mutuelle des X;, laquelle entraine ¢,= o pour tout n.

2. g,=o, pour tout n, dans (16), si I'on suppose sup|IN'(X;)|=o pour
tout ¢. Cette hypothése est siirement satisfaite dans le cas (P. L.) (P. Lévy[2]).

Lot forte des grands nombres. — Supposons toujours que les X, ; forment un

n
ensemble Al, et de plus que ZOTZ.(X;‘:,[) reste bornée par une constante L’
i=1 .
finie, donc les théorémes B et E s’appliquent.
Désignons par « la partie entiére d’une quantilé @ > o. Prenons pour r les
valeurs n=n,=[¢"}], (v=1, 2, ..., ¢ >1) quelconque, et pour C les valeurs

n¥ avec 0 < /< y quelconque.
Les relations (B) et (E) donnent alors

}41‘ +e,l
n

.
(1+ &) ou {50 avec -
=Y nh € n

: Pr{ Max]Snk]>

Le second membre est, avec la valeur choisie de n,, le terme général d’une

série convergente et le théoréme de Borel-Cautelli s’applique. Par suite, pour
£ > o quelconque et v suffisamment grand

Max | S, x| >¢ p=oourou. }<z,

Roip kZn, vtp

Pr§

et la suite des ’% Max | S, | est fortement stable.
vV K __<_ n :

Pour pouvoir étudier les sommes S, ,, ou n,_, = n < n,, nous allons particu-

. X R . .
lariser. Supposons X,, ;= ;’ (ap1>xa, > o. Le résultat précédent devient
n .
L Max |Se| >0 presque certainement.

nl a, kZn
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Su< Max| S|
k<Ln

et
o5 > e >
nl nig: ty, [,,,,]
Donc
S —>o0 presque certainement.
Ajng) RY ' .
THEOREME F. — Lorsqu'on clzoz'sz't les a,.,>a, >0 de maniére que pour
n->o — 2 supM/(X,) > o et ZJI‘L(X ) reste bornée, alors "_ converge
(gt Y
avec Y>o et g—1 >0 quelconques.
Cas partwulzezs. — Lorsque | X;] <L const. finie, pour tout 7, on peut

prendre a? = nL? si

‘n

I , I

ﬁzsupl.’m (X)) | —>o, avec —-
=

Sn
Alors —2— ( ) -> presque certainement et par smte — -> O presque certalnement.

(17)

Si sup | M/ (X;)| =o pour tout 7, (17) a évidemment lieu; cette hypothése
est slirement satisfaite dans le cas (P. L.) (P. Lévy [3]). On peut, d’une fagon
plus générale, prendre a, = n'+*¢L?, o § > o, si

( p)Zsupl.‘ﬁl’(X,H—»o

Alors

S . . 8 .
n+1 —> 0 presque certainement et par suile, 7: — O presque certaine-

ment pour 3 < i

2. Evénements. — Supposons X;=o0(A;)— Pr(A;), les A(i=1,2,...)
étant des événements. On a | X;|<_1 et I'on peut donc énoncer. :

Lorsque pour n >

( )Zsupl N(X)|—~o,

. 1 - .
la suite A, est fortement stable pour 3 < 5 €t fu— [ est, presque certainement, un

. . . ° .. . . 13~ \ .
infiniment petit d ordre supérieur a celut de n* " °, ot Y > 0 est aussi petit que
lon veut. :

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945. e 36
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Pour 8 =0, on a un résultat aussi voisin que possible de celui de Bernoulli-

Poisson. Pour § = % — ¥, on a encore la stabilité forte.

3. Appliquons au théoréme de Glivenko [1], [2] que M. Cautelli a qualifié
de théoréme fondamental de la statistique (1 p. 10).

Soient une variable aléatoire X et X,, ..., X, ses valeurs dans n épreuves,
dépendantes ou non. Désignons par A () 1 evenement

) Ai(z): Xi< (« nombre certain fixé).
La probabilité de A;(x) évaluée a priori n’est aulre que la fonction de répar-
tition F(z) de X; la fréquence F(x) des événements A,(x) dans les
n épreuves est dite valeur empirique de F(x) dans ces épreuves. Le résultat

. . s . .. 1 , . ’ .
qui précéde devient ici, en prenant 8 = - — y et désignant par F,(z) la fonc-
tion de répartition sur la premiére épreuve, le nombre des événements A,(z), ...,

A;_,(x) étant connu :
Lorsque

n

E%ZsuplF',(x)—F,(x)]-)o avec i (y > o fixe)

i=1
aussi petit que 1’on veut, on a

(18) . Fn(z) — F(x) >0 presque certainement.

Ce résultat permet d’étendre le théoréme de Glivenko aux épreuves sur X liées
conformément & ’hypothése ci-dessus. En effet, la démonstration de ce théo-
réme, donnée par M. Fréchet (2, p. 260-261) pour les épreuves indépendantes,
s'applique en tenant compte de (18) et ’on peut énoncer :

.

TreoreME G. — Lorsque, pour n - o

n
ﬁZsumF;—(x)—-F(x)]—»o (v > o fixe),
=1
la probabilité poui' que la fonction aléatoire F™ (x) converge, lorsque n crott,
vers la fonction certaine ¥ (x) uniformément sur tout -U'intervalle (— o, + )
est égale a l'unité.

Nous croyons que ce résultat présente un intérét pratique.

Critére. — Nous allons, par une méthode qui s'inspire directement de celle
de M. Kolmogoroff [3], établir un critére pour la loi forte des grands nombres,

et ceci, dans deux directions & la fois. Les variables aléatoires .(—z—', a moyenne

n

nulle, au lieu d’étre mutuellement 1ndependantes, seront un ensemble Al,. De
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plus, la suite {a.}, au lieu d’étre celle des entiers positifs, sera seulement sup-
posée non décroissante et telle que I'on puisse en extraire une suite {a, }

ol 2% > a> 0 fixe, lorsque z >o. Remarquons que si =~ 1 et @, >,
Qn; .y Qn+1

comme C’est le cas pour la suite { n}, on peut toujours extraire d’une telle suite

une suite partielle { 2, } telle que — %1 s @, « étant un nombre arbitraire compris
Nita
entre.o et 1.
Nous utiliserons le lemme banal suivant :

by
Lunm.—Lorsque,pourn > ®, 3 s> aavecola<l1,b,>o0,0na

Zb—;<'§%’

Ik

ou: B > o est un nombre borné et k assez grand.

Nous n’en donnons pas la démonstration.
Passons au critére.

Tutoreme H. — Lorsqu’on chotsit les a, de maniére que

(a) ’ o< ap<< Qnyt

et il existe une. suite a,, telle que

— a > o fize lorsque i — o

An; sy

. 1 1
(B) ; a—”zsupl.’m’(xi)l—>o, avec 71[911(X,):0|,
=t -
v 2 %";- < o0, en posant_q,“:.?ll(x,?),
: =1 .

S 1 .
alors =, — o avec - presque certainement.
an n
On a, C > o étant un nombre certain fixe,

Pi= Pr% IS | > C, pour au moins un » tel que n;,<=<n <—n,+,}

ZP;=Pr{ |S,| >Ca,, » » » I

En posant Py= Pr% @- > e pour au moins un 2N },

Puéz Piéz P, avec a,, L axy< a,,,,.
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Or, on voit aisément que, pour ? assez grand,

= X
—_ o}
ay, 7

i<niyy

P

Q>

A constante finie indépendante de 7.

Donc,
pxégzgi[lza,ﬂ <&y [2_][ 3 ,]

i~y /<nits NS AN P2 <Rkt g

D’aprés le lemme

I A’ .
e e o pour k suffisamment grand (A’ constante finie).
>k n; nk
Par suite,
AA/ 1 . AA
Pv< C? 2 [af,,m Z i] < < 2 —ig- pour v assez grand.
kv g L J<nkiy AN

. ) S, -
Quand N >, n,->w et le dernier membre tend vers zéro, donc EE -0

. . 1
presque certaimnement avec — -
n

Cas particuliers. — 1. Lorsque a,=n, on a, sous les hypothéses (f3) et (),
une convergence presque certaine des X;, en moyenne arithmétique. Si 'on
suppose que sup |IN'(X;)|=o pour tout.7, () a lieu; cette hypothese est
sarement remplie dans le cas (P. L.) (P. Lévy [3]). 3

2. Lorsque les X; sont indépendantes, on a le critére de M. Kolmogoroff
pour a,= n. Pour a,5£ n, on a son extension immédiate.-
M. Kolmogoroff a montré par un exemple [3] qu’a toute suite dlvergente

2(%) » on peut faire correspondre une suite des X;, M (X;)= o, ne conver-

geant pas presque certainement vers zéro en moyenne arithmétique. On voit
immédiatement, en modifiant cet exemple d’une maniére évidente (z remplacé

. . . O/ 0n\2 .
par a,), qu'a toute suite dxvergentez (a—": ) correspond de méme une suite de
n

variables aléatoires X; avec M (X;) = o telle que M‘- ne converge pas

presque certainement vers zéro.
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CHAPITRE III.

TENDANCE. CENTRALE.

_ On connait le réle fondamental, en théorie des probabilités et en statistique,
de la loi de Moivre-Laplace, ou loi de Gauss, ou loi limite centrale. On
I'obtient, sous des hypothéses assez larges, comme loi limite de sommes de
variables aléatoires convenablement normées lorsque le nombre de celles-ci
croit indéfiniment.

Indépendance. — Premier stade : De Moivre est le premier a avoir établi,
en 1732, ce résultat dans le cas de Bernoulli. Laplace en a montré (1780) la
généralilé et I'importance et a posé le probléme sous une forme beaucoup plus
large que ne I’a fait, aprés lui, Gauss.

Deuxiéme stade : Tchebichef, puis Markoff en ont donné une démonstration
rigoureuse. Mais ils supposent essentiellement ’existence des moments de tous
les ordres des variables aléatoires considérées.

Troisiéme stade : En 1901, Liapounoff démontre le théoréme limite central
en ne supposant que l’existence de trois premiers moments, puis seulement des
moments d’ordre 1, 2 et 2 4+, > o fixe quelconque. En 1920 et 1922, Lindeberg,
par une méthode qui s’apparente a celle de Liapounoff, peut n’admettre que
'existence des deux premiers moments. En 1922 et 1923, M. Paul Lévy,
utilisant la fonction caractéristique que 1'on peut faire remonter & Cauchy et
Lagrange, donne une démonstration particuliérement élégante sous les mémes
hypothéses. Enfin, en 1934 et 1935, M. Paul Lévy et M. W. Feller donnent,
toujours dans le cas de I'indépendance, les conditions nécessaires et suffisantes
de tendance centrale. Ils ne supposent plus, a priori, I'existence des moments.
De plus, alors que leurs prédécesseurs (voir pourtant S. Bernstein, ci-aprés)
ont toujours employé comme facteurs normants les écarts-lypes des sommes
des variables aléatoires considérées, eux ne s’y limitent plus. Ces résultats ont
été obtenus par W. Feller, en utilisant la méthode des fonctions caractéris-
tiques et, par M. P. Lévy, par des considérations trés fines de probabilité.

Dépendance. — En 1926 M. S. Bernstein [2] démontre et développe un
ensemble de résultats qu'il a publiés en 1922 et qui daterait de 1g17. Dans ce
Mémoire on trouve quelques-unes des idées les plus importantes qui ont été a
la base du développement consécutif de la théorie des probabilités. La méthode
employée systématiquement est celle des fonctions caractéristiques. On y établit
le théoréme limite central pour des variables aléatoires que M. S. Bernstein
appelle presque indépendantes; il suppose l'existence des trois premiers
moments, :
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En 1935-1936, M. P. Lévy établit un théoréme moins general que celui de
M. S. Bernstein, mais par la méthode de Lindeberg. '

Nous allons etablu- le théoréme limile central pour des variables aléatoires
liées ou non, sous des hypothéses aussi larges que possibles. Le théoréme fon-
damental que nous obtenons renferme comme cas particuliers toutes les propo- -
sitions obtenues, depuis 1goo, et relatives aux conditions suffisantes de
tendance centrale. Nous le ferons par les deux méthodes précitées-et convena-
blement modifiées. Remarquons que nous avons ainsi, entre autres, une
démonstration directe, par la méthode de Lindeberg, des conditions suffisantes
les plus larges dans le cas de I'indépendance, obtenues par Feller 4 I'aide des
fonctions caractéristiques. De plus, nous obtenons la loi des grands nombres,
pour des variables aléatoires liées ou non, dont on déduit comme conséquences.
les résultats les plus généraux, relatifs aux variables aléatoires indépendantes,
établis par Kolmogoroff puis élargis par Feller.

I. — Loi de Moivre-Laplace.

Probléme et méthode. — Considérons la suite de sommes de variables aléa-
toires S, 4, S, 5, ..

Spn=Xn1+Xno+...+Xp0n (n=1,2,...),

les X, ;, ¢=1, 2, ..., n, étant des variables aléatoires généralement liées.
Soient, d’autre part, des variables laplaciennes Y, ;, i=1, 2,...,n;n=1, 2, ...,
indépendantes entre elles ainsi que des X, ;, avec

M (Y)n,g’:.‘ o, M (Y,zl,g) = U:lg

et puisqu’elles sont laplaciennes,

4 .
(1) M|Yp = —=—=o} ..
Varn
Posons
Unn=Yoi+ Yoot oot Yon )

Nous allons évaluer une borne supérieure de I'erreur commise sur la fonction
de répartition de S, , si 'on en remplace les termes par les termes correspon-
dants de U,,. Cette méthode, due 4 Lindeberg [1] et perfectionnée par
M. Paul Lévy [1], se base sur ’emploi d’une variable aléaloire auxiliaire Z
qui régularise la fonction de régularisation étudiée et dont I'introduction
remonte & Liapounoff [1]. Cette régularisation sans déformation sensible de la
fonction de régularisation s’exprime par les deux lemmes suivants (voir pour
démonstration détaillée Hadamard [11]), dus & Liapounoff
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Lemme I. — Sotent Z et 7' deux variables aléatoires indépendantes dont la pre-
muére est bornée. On peut choisir a suffisamment petit pour que la loi de aZ + 7/
différe aussi peu que U'on veut (*) de la loi de Z.

Lemue I1. — Si, de plus, la fonction de régularisation de aZ admet des dérivées
de trois premiers ordres bornées en valeur absolue par k,, k, et k; respectivement, .
la fonction de régularisation de aZ + 7' admet également des dérivées de trois
premiers ordres bornées par les mémes quantités. '

Les conditions 4 imposer aux X,; pour que la loi limite, pour n— 0,
des S, , existe et soit laplacienne, apparaitront naturellement. Nous éviterons
donc de faire des hypothéses préliminaires sur les X, ;, en particulier, nous ne
supposerons pas l'existence des moments.

Borne. — Le premier indice n ne sera pas marqué dans ce paragraphe, étant
bien entendu qu’il ne s’agit que d’une simplification d’écriture. Les probabi-
lités relatives & X; lorsqu’on connait S; , seront accentuées, les probabilités
a priori ne le seront pas. Le préfixe sup indiquera la borne supérieure des
quantités accentuées, relatives a X;, lorsque la valeur réalisée de S;_, varie.

"Soit ,

Fi(z)=Pr(Xi< z),
Pr'(X;< ) représente la probabilité pour que I'on ait X;< #, évaluée sur la
catégorie d’épreuves ou 'on connait la valeur réalisée de S,_,.

Posons
Gi(z)=Pr(Y;< x)
et v
Q(2)=Pr(Yiu+...+ Y+ aZ <x)

D’aprés le lemme II, on peut écrire (@ et @” représentant respectivement la

dérivée premiére et la dérivée seconde de @)
re o
Oz —5) = () — 10 (2) + 20 () + ks gr |0(2,8)[ <1,
| @ (2) | <k | Qi (@) | L ks, | R(2) ]| hs,

et ky, k,, &, sont indépendants de 7.
On a donc, e < o étant quelconque,

P (z)=Pr'(Xi+ Yiu+...+ Yo+ aZ < x)

-+ »
=f i(z—0dF, )= [ ®(z—1)dF, ()
—» ig1>e
+f[ oo =20 (@) + H 00 @)+ k0 5 AR ).
HP : 2: 3!

Ces intégrales existent, ®; et F; étant des fonctions de répartition.

(1) Voir Vo. c., pour la signification précise, ainsi que pour l'application que nous en
ferons a la fin de la démonstration du théoréme fondamental,
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En remplacant

f dF; (ﬁ) par la quantité égale = dF; (),
181<Le 181>¢
on obtient

P; ()= [ " [®z—E) — B(2)]dF;(5) + B2y — bz) [ EF(E)
151> 151Le

(l)"(x) ,
td F; 0z3d F; (£).
fe AR (Z) + & S e B AFE) L
D’autre part, - » Sk

+w C
Pia) =Pr(Yi Yo+ ... Yok aZ < z) =f ®,(z —B)d Gi()

=/ [@(x)—a@:<z>+§¢;'<a>+k;e%]dmx)
i),

=0(x)+ A + 2“dGi(w),

6

—x

car f £dG, ()= M(Y,)=o0, par hypothese

Fo;:nons la différence
3 (2) =P} (2) — Py()

= [®(z—8) —®(x)]dF, ()~ oszmé £dF,(E)

181>e

2il=) ZI F; ﬁ -3 oy rre 3
t 2 [ﬁ|>55 dF;(§) — ]+ 6 [»/;14501 dF; () j 0 dG,(x)].

Par sulte, et en utilisant (1), on obtient pour &;(z) une borne mdependanle
de x,

|6,(x)|46,:f dFi(; )+k,,f5|4 (a)’+%
Si>e €

f 2 dFy(E) —of
L

ky ky 4oy
+ =& *d F, -+ 5 =
3 mési ( ) 6 Van
Passons a
Ainy= Pr(Xi+...4+ X+ Xi+Yiu+... + Y+ ol <z
—Pr(Xi+. .+ X+ Y+ Y4+ o Vel <z,
ou :
+®
A.~(a’)=f Oz —EYdPr(Xy+.. .+ Xiy <E).
Donc

| Ai(x) | < sup 8{= A, = sup d Fi(%) + &y sup
181>

f' g dFy(z) —of
15)<e

fl adF;(al

——esupf E’dF,(E)+ ks lw, .

6 yan

+&su
2 UP
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Nous pouvons maintenant borner

A(z)=Pr(X,+...+ Xp+aZ <z)—Pr(Y,+...+ Y+ ol <zx)

par une quantité indépendante de x, car

A(x) —_—EA,(x).

=1

Donc, en rétablissant partout le premier indice n,

|A,.(x)|4A,._ su dF,(5) + kY su f EdF’"'(E)l
z P 181>e K ‘E P 1El<Ze y

n
. I
Lk 2 dF, (F) — ot
- +2 125up »[?.lééd mi(5) — Onyg

i=1

n

.. -+ —]‘—‘ ESUP :E,zani( )+ 'kj T Maxa" ‘ch‘
| 6 1Elze 271' i<n

i=1

‘Théoréme JSondamental. — Cherchons des conditions suffisanies pour
que A,(x) tende vers zéro, avec 711’ uniformément par rapport a x. Il suffit

que A, tende vers zéro. Nous supposons en premier lieu que, pour n —o et
tout &> o, les trois premiers termes de A, tendent vers zéro

A Y
n

@ ZSup dF, (%) —o,

=1 151<e

) | S aup

[ zdF@l>o,
18lLZe

.

et

@ : Zsup 2dF,(2) —an:|—~o.
i=1 lalée ’

D’aprés (?)

supf t-"dFL.,(E) —Ecn,AZsup —>o0 avec%-
1

i=1

f 2dF,(3) — ol
iZLe :

1=

Donc, si l’on suppose, en outre, que

= n

@" - Eoﬁ,iza,’,»a’ﬁxe (0 <o <)
=1 ° '

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1995. - 57
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on a, pour n assez grand,

n

Z sup BAdF, (5) <o+ ¢,
181Le

i=1
ou ¢’ est aussi petit que I'on veut.

Alors le quatriéme terme de A,, c’est-a-dire —ez sup f dF, (&) est V

i=1 181Le
aussi pelit que I'on veut avec € > o suffisamment petit. (3) entraine, a fortior,

ohi— supf d Fp,(5) <sup f BdF, () —oai|—>o0 avec —
' 1E1<e 1g1<Le n
uniformément par rapport 4 :. Or,
[ zar.mze
151<Le .
donc Max g, ; est aussi petit que 'on veut, pour » grand, lorsqu’on prend e >0

<n
suffisamment petit.

 Enfin, le lemme II montre que l'influence de aZ sur la loi de S, , peut étre
rendue, a son tour, aussi faible que I’on veut par un choix convenable de a. Et
nous pouvons énoncer :

THEOREME FONDAMENTAL. — La loi de S, , tend vers la loi de Moivre-Laplace a
moyenne o et a fluctuation ¢* quand, pour n — x, et pour tout € > o,

@ sup f dF, () —>o,
i=1

fE g ’c’,th,f(ﬁ)I—m,
| H

@ zn sup

i=1

et, pour chaque valeur de , s'il existe des quantités o, , telles que

f £ dF,(2) — o
181 <:

@ 20‘3;»02 fixe (0 <o < ).

i=1

— 0,

@ é sup

i=1

Remarque. — Si ¢ = o, il existe une loi limite, mais celle-ci est dégénérée a
l'origine. Nous examinerons ce cas, en détail, plus loin. .
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: S X R .
Cas particulier. — Posons X, ;= a—‘ y@, >0, M(X;)=o0. Le théoréme devient :
n :

.. 8 ‘ . . \ .
La loi de - tend vers la loi de Movere-Laplace a valeur moyenne o et a fluctua-
n

tion ¢’ quand, pour n — w et pour toute > o0
. \

n
Dswp| [ arg [ zarg
i=1 181>¢a, 181<en,
et pour bhaque valeur de ¢, il existe des quantités ? telles que
n o
.
— Y. 5u 22dFi(k) — o}
“;E P '»ll;léEa,g «(8) —ai

Indépendance. — Supposons les X, ;(i=1, 2, ..., n) indépendantes entre
£ dF, (E) de maniére a satisfaire & 3). Le théo-

—> 0,

n
) §
— 0, a—- Zsup
n
i=1

n
I
—> o0, ?Zo’?—mﬂ fixe (o <o < o).
n
i=1

elles; et choisissons ¢}, =
- . If1s
réme devient :

Pour que la loi de S, , tende vers la loi de Moivre-Laplace (¢ moyenne o), il
suffit que l’on ait, lorsque n > »,

dF, (%) >0 tf dF (%)
zflz|>a ’ E 181<e

i=1

—>0

et
n

Zf £2d Fp () > o2

151Le

=1

Prenons des variables aléatoires 4 un indice X; avec M(X;)=o et posons

Xa,i= (—IJ (a@.> o) certain et ¢ =1. L’énoncé ci-dessus devient celui du théo-
n

réme de Feller [1] que ce dernier a établi au moyen des fonctions caractéris-
tiques. Ainsi nous en avons une démonstration plus directe. On pourrait
d’ailleurs transcrire la démonstration du théoréme fondamental pour ce cas
beaucoup plus simple. Remarquons qu’en un sens, précisé par Feller, les
hypothéses faites deviennent, non seulement des conditions suffisantes mais
encore des conditions nécessaires de tendance centrale. Ainsi, dans le cas par-
ticulier de I'indépendance, le théoréme fondamental en donne le meilleur critére

possible.

Autre démonstration. — Revenons au cas général et posons

[ av=p. [ dFe=v,
151>e : P

-

[ edF@ = ci
181Ze
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Les hypothéses du théoréme fondamental s’énoncent alors :

Lorsque n -~ 0, on a, pour lout e > o,

(1) ' zsupp',,,,—+0,
=1
(2) : 2 SUP V) —> O,

=1

et il existe des a;, tels que

n

(3) 2 SUp Ny, —> 0,

i=1
n

(4) 20‘,’.,,=c:—>a’ (o< o< ).

i=1
Nous allons démontrer rapidement, par la méthode des fonctions caractéris-
tiques, que ces conditions suffisent pour assurer la tendance centrale de S, ..

En omettant provisoirement les indices n et 7, ® désignant une quantité
bornée quand ¢ varie et I’ ayant la signification définie p

1 (@itXy — +~uE — EAF (F) .- et d
om (i) f_ ed F (%) f.a,éf"”“” [ @

— itk J F! dF ; F’ _z *dF'
. (E)+>[Iﬁ|és (E)+u>/l;léaad ® n-ll;lés‘E ®

1&1>e
e ¥ v
+% 8::dF' (&)
181 Le .
2
= (et —1)dF' () + 1-—-—tjo"——£—n’+itf EdF/(E)
1E1>¢ 2 V2 1l Ze :
3
+ 4 e dF (£).
6 18l Le

Donc, en rétablissant les indices
nm (eitXn.i) =1 — gﬂ':'g-{— 6;,1
avec, pour | ¢| < T quelconque fini
’ ' ' ' m? ’ T3' ' 2.
| 6n,i ] éAn,l: 2 Pp,i+ T I Vn,l} -+ "’; I Y)n,il + '6‘5(1 n";!l -+ 0,.'().
D’on,
. £,
N (€H45mr) == DN (ifSmi=s @itni) = I [ €itSnmi=s I (gitXnit) | = (1 -3 a,{,,)an(e“sm«—-) + Ans

ol :
A, =N (itSni-18,)
et, par suite,
|Ant| L supAy =0,
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A partir d’ici il suffit de rappeler (mais avec deux indices) la fin de la démons-
tration du lemme fondamental de M. S. Bernstein ([2], p. 23). En posant

t? 2 12 .
Qni— l—;an,l e ]_—a'an,l 3

n
An,l .

n,{
i=1 ¢

on a

I (&"5m") = Pn,n+ Pr.n

Comme <1, il en résulte que

Pn.n
Pa.t

n A
| O (Smm) — Gnn| < X 8ne
. i=1
D’aulre part, on a vu dans la premiére démonstration que Max g, ; est aussi
iZn
* petit que ’on veut avec ¢, quand 7 > .
" D’aprés les hypothéses faites, on a alors pour n > o,
. ] | )
26,._1—.»0 et Gun>e T
. i=1
Ainsi
°® "
lim oM (e!tSnn) = e 7 C. Q- F. b.
n->m=
Introduction des moments. — Supposons l'existence des M/ (X, ;) et M'(X2,)
ainsi que celle des M (X, ;) et M(X},). Nous poserons M (X, ;)=o, pour
simplifier 'écriture.
On dira des X, ;, =1, 5, ..., n, qu'elles forment un ensemble & indé-
pendance asymptotique absolue au deuxiéme ordre ou ensemble Al, si,
lorsque n — oo,

n

@ . 2 sup | M (X, ;)| =+ o,

=1

n

® zsup [N (X2) — (X2 | —>o.

=1
Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Tatorime. — Lorsque les X, ;, i =1, 2, ..., n, forment un ensemble Al,, pour
que la loi de S, ,, tende vers la lov de Moiere-Laplace (@ moyenne nulle), il suffit
que pour n — et tout > o, :

n

® | Dsup [ BdFL(E) o,

=1 1E1>e

' 2M(X,,,,)=o’,’,-—+o" fixe (0o<o<w).

=1
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En effet, 1a condition (©) du théoréme fondamental est satisfaite car

. 1 ' ox
AP, (<5 |  EBdFLQ).
151>¢ Yii>e
‘Donc

n n
Zsup dF,(5) < %zsup £2dF,(5)—>o avec —-
pt 1E1>e & - EI>e n

La condition (2) est satisfaite car

f FdF, () = WM (Xpy) — f tdFn (%),
181 <Le 181>e

| [, zemeigineial+| [ zarm),

181>e

et, par suite,

i sup

i=1

/ &dF;,i(a)l.
181>¢e

n n
Edl“?:,r(i)|é sup [ W (X, )|+ Y sup
-/I;lés E " E

Or, le premier terme du second membre tend vers zéro a cause de (D); le
second est inférieur &

-

! 2dF, (& LS
. zsup‘/; £2dF, (8), lequel — o avec -
=1 151>¢
La condition (3) est remplie car, en choisissant ¢2,= I (X2),

n n

D sup|on'(X2) — (X2 | —Z sup [ ErdF ()
151>¢

i=1 i=1
n
£, sup gdF,(5)— ok
=1 Vi ZLz

=¥ sup | (X2) —om(X2) |+ ¥,sup [ 52dF,()
2 R 2 1 ’

i=1 i=1

et les membres extrémes de cette double inégalité tendent vers zéro & cause

de () et de ().

Enfin, la condition (%) est équivalente & (B) a cause du choix de o, ,= IM(X3 ).
Cas particulters. — Prenons des variables aléatoires X;, i=1, 2, ..., avec
M (X;)=o et posons s, = 2 IM(X?). [On pourrait prendre s>= IMN(S?), les

i=1

résultats qui suivent subsisteraient avec g, > 1.]



ETUDE ASYMPTOTIQUE DES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES LIEES. 295

Forme Lindeberg. — Pour X, ;= ;i', la condition (B) est automatiquement
N n

satisfaite avec g,= o =1 et (2) est équivalente &

n

1 , 1
(Ly) — ¥, sup 22dFj(5)—>o0  avec —-
" . 4 ‘=21 81> €5 n

Cette condition se réduit A celle de Lindeberg lorsque les X;sont mutuellement
indépendantes. Nous avons ainsi un résultat analogue pour des variables aléa-
1oires liées satisfaisant a (@) et (i) qui deviennent ici. Lorsque n — o,

I AN
(Ly) - azsupm’(xi)ao et gzsupon'(xg)—on(x,ﬂ)—m.
i=1

=1

[y

Forme Liapounoff. — Supposons maintenant que les M/ | X;|(i=1, 2, ...)
existent pour une certaine valeur de £ > 2 et que

n

- 1 Xk I,
(L)) St i_zlsupan | X¢| —>Ao avec —
Nous avons alors
n n
L r(z 1 1k s
7 %P Engi(é)é;T_—g;zzsup |Ze|* d Fi(%)
"= 181>esn i 1&1>Esn

n
1 ) 1
émzsupm’|xi|k~—>o avec —-
EYTESh n
i=1

Donc (L) entraine (L,) et, par suite, (L) et (L,) assurent la tendance cen-
-trale de S, .. La condition (L,) se réduit & celle de Liapounoff pour les X;
mutuellement indépendantes.

Pour k=3, ce résultat a été obtenu par M. S. Bernstein sous des hypo-
théses un peu plus restrictives.

Les hypothéses de M. P, Lévy réalisent les conditions (L,) et (L,), non
plus avec n -» o, mais, pour tout n fini. En effet, il suppose :

1° que M, (X;) = IM(X;) =0, M,_,(X})=M(X})=0, d’ou (L,);
2° que pour chaque valeur de > o, % < e pour tout :<Zn et n suffi-
samment grand, d’ou (L,). ‘
Application aux écénements. — Soit A; une suite d’événements liés ou non.
Posons
X,=1(A;)) —Pr(A), R,—R,=S,,

s=3m(X—X)' =Y Pr(A) Pr(R,), .
' =1

=1

et supposons que s, — © avec n. .
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Les variables aléatoires bornées X; satisfont alors a (L,). Les conditions (L,)
deviennent ici :

A
gzsup] Pr'(A;) — Pr(Ay)| —>o,

i=1

= Xysup | [Pr'(A;) — Pr(Ap)] [1— 2 Pr(AJ) || > o.
nl:l

Comme s,—~>w et |[1—2Pr(A;)|<1, la seconde de ces conditions est
remplie dés que la premiére l'est. Ainsi

_ TukorEME. — Lorsque; pour n — oo
‘

s—l"-zsup |Pr'(Ag) — Pr(Aj) | —o,

i=1

- Rn — il - . . . .
la loi de 22 =2 tend vers I lot de Moivre-Laplace réduite. ;

Sn

Remarque. — Si Pr(A;)=p, constante différente de o et 1, s>= npq et sous
la condition

n

\7'; Nisup| Pr'(A) —p|—>o,

=1

on a une extension directe du théoréme de Moivre.

II. — Dégénérescence.

VARIABLES ASYMPTOTIQUEMENT NEGLIGEABLES. — I. Commencons par la recherche
des conditions dans lesquelles un terme X,,,‘.,'lc fixe, (n==4k, k=41, ...) des
sommes S, ,(la #*m colonne du tableau T du chapitre III') ne modifie pas leur
loi limite pour n — a0 . Dans le cas de I'indépendance, il en est ainsi si ce terme
tend vers zéro, en probabilité. Mais s’il y a dépendance, rien ne permet, a
priort, de le négliger, car si sa propre contribution & S, , devient négligeable,
il semble qu'il peut ne pas en étre ainsi quant a son influence possible sur les
autres termes des S,,. Nous allons voir pourtant que I'on peut agir comme
dans le cas de I'indépendance.

Soient A, B, C des événements liés ou non et U I'événement certain.

On a ' '

Pr(AB)=Pr[A(U — B)]=Pr(A) — Pr(AB),
donc
Pr(AB)> Pr(A) — Pr(B).

Supposons
ABcC,
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ce qui entraine

Pr(AB) ZPr(C)

et, par suite, -
Pr(C)>Pr(A)—Pr(B)  lorsque ABcC.

Particularisons ces événements.

1. Soient X, et Y, deux variables aléatoires liées ou non, x et y deux
nombres certains et :
: A : l'événement X, <z — 0y,
B : I'événement Y, y.

. L’événement AB entraine ’événement

C: Xp+Y. <,
donc
.- Pr(Xp+ Yo<z) 2 Pr(Xp <z —y)—Pr(Y,>y).
2. Désignons maintenant par
A : I'événement X, + Y, < z,
B : I'événement Y, 3 (z nombre certain).
L’événement AB entraine I'événement

C: X, <x—-1,
donc
Pr(Xa< 2 —Z)> Pr(Xo+ Yo< z) — Pr(Yo< 5).
Nous aurons ainsi la double inégalité
PriXp,<z—y)— Pr(Y,>»)£PrXo+ Y. <z) ZPr(Xu<z—3)+ Pr(Y,. < Z).

Posons y = ¢+ 0, 2=c¢ — o, ¢ nombre certain.
La relation obtenue devient a

—Pr(Ya>c+0) ZPr(Xp+ Y, <2) = Pr(Xp+c<zxo)ZLPr(Y.<c—o)

 — o étant pris pour I'inégalité de gauche et  + o pour celle de droite.

Désignons par X,>Xla convergence de la loi de X, vers celle de la variable
aléatoire X lorsque n-—>w, cest-d-dire Pr(X,<z)—>Pr(X<2) sauf,
peut-étre, aux points de discontinuité de Pr (X < x). '

Faisons croitre r indéfiniment.

Lorsque Y,—¢, Pr(Y,<c—o)et Pr(Y,>c+ o) tendent simultanément
vers zéro, donc

Pr(X,+ Y, <z)—Pr(X,+c<zxzx0)—>o.

Si, de plus, X, X, alors

Pr(Xpn+ Y, <2)>Pr(X +c < x),
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945. 38
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en tout point de cohtinuité de cette fonction de x, donc
X,+Y, Sx4e
Si c’est X,+ Y, qui 53X ~+ ¢, alors
Pr(X,+c<xzxo)>Pr(X+c<a),
en tout point de continuité de cette fonction de z,

L
X,+c—>X+e,
et, par suite,
L
X, —>X.
Ainsi :
Lemme. — Lorsque, pour n -, Y, * ¢, pour que l’on ait
L
Xn -+ Yn el X -+ c,

. . L . . ..
il faut et il suffit que X, X, et cect, quelle que soit la liaison entre X, et Y ,..

En particulier, lorsque Y. 5 0, la loi limite de X,+ Y, est la méme que la
loi limite de X, si celle-ci existe. Par suite, lorsqu’il s’agit des lois limites des
sommes de variables aléatoires lides ou non, on peut négliger les variables
aléatoires en nombre fini qui tendent vers zéro (en loi). D’ailleurs, si au lieu de
tendre vers zéro, elles tendent (en loi) vers des constantes déterminées, les
négliger revient simplement & déplacer I'origine d’une quantité finie.

II. Si l'on peut prouver que les sommes partielles de certaines variables
aléatoires, dont le nombre croit indéfiniment (une infinité de colonnes du
tableau T du Chap. III), tendent vers zéro (en loi), le lemme qui précéde
permet de les négliger. Or la loi de Moivre-Laplace & moyenne nulle et a
fluctuation nulle dégénére a 'origine. Donc, en prenant 6 =o dans I’énoncé
du théoréme fondamental, on a précisément les conditions suffisantes cherchées.

Mais dans ce cas, les conditions (3) et () du théoréme fondamental se

simplifient. Ecrivons-les ici : il existe de a2, telles que

® Z sup

i=1

—>0

f BdF,(5) — ol
151 <Ze
n

20’,2,,i—>0.

=1

n

. zsup

i=1

f B F, () — ok
|

e

P supf d F, (8)+ Y o
E ) IE.IésE ! t=21

n n
2dFri(5) Y, ki Y sup
i i=1 i=1

181 <Le
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Donc, pour n — o,

n

Xsup [ BdF,(E)->o.
181<Le

i=1
. \d . .
Finalement, nous pouvons énoncer la lo: suivante des grands nombres :

TrkoreMeE. — Lorsque n — o, pour que la loi de S, , dégénére a Uorigine, il
suffit que, pour tout ¢ > o, on ait

su dF, (5) > o, su f dF4(E) >0
z P i E P 18l Le :

i—1 181>
et

Zsup B2dT,(E)—>o.

i=1

On peut démontrer ce théoréme directement; les deux démonstrations du
théoréme fondamental se simplifient beaucoup ici.

ST X .
Cas particuliers. — Posons X, ;= "%, a,>>o0 cerlain et M(X;)=o. Les
n
conditions obtenues s’écrivent alors, pour # - el tout ¢ > o,

f dF}(z)‘——>0
|E|<5an

n

n
7 1 g
Esup dFi(&)—>o, FZSup
i=1 1§1>¢an o i=1

et

n

I
— su *d Fi(Z)—>o.
a2z, Eae

i=1
En posant, de plus, I'indépendance mutuelle des X, on retrouve un résultat que
Feller [3] a obtenu par la méthode des fonctions caractéristiques. Le résultat
de Feller est une généralisation, d’'un théoréme de Kolmogoroff que l’on
retrouve en prenant a,= n. Les conditions obtenues par cet auteur sont non
seulement suffisantes, mais encore nécessaires, dans le cas de I'indépendance,

S:\ L .. . ca .
pour que (é—‘)—»o. Ainsi nous retrouvons le meilleur critére possible dans ce

cas particulier.

2. Remarquons que

f_ 2dF,(5)<e f |E| d Fas(E),
3l Le 15 Le

et, par suite, les conditions du théoréme énoncé ont sirement lieu si,
pour n—»>w,
n ° n

Fsup [ dF()>o et Zsupf [£]dFyi(2) > o
: 15l <e

= &1>e

=1
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CHAPITRE 1V.

RAYON=D'ACTIVITE DE LA LIAISON.

Nous établirons d’abord quelques propositions relatives aux moments des
sommes des variations aléatoires généralement liées. Le lemme V se rattache a
I'examen des compléments récents au théoréme de récurrence de Poincaré
(voir p. 254). Les autres seront utiles et présentent, peut-étre, un certain intérét
par eux-mémes.

M. S. Bernstein a introduit dans I'étude de la dépendance la notion du rayon
d’activilé ou d’intensité. En nous servant des résultats ci-dessous et de ceux du
chapitre précédent nous allons I'étudier systématiquement dans la section II.
Nous étendrons et généraliserons les résultats de cet auteur.

I. — Inégalités pour les moments des sommes.
Soient X, ..., X,, ... des variables aléatoires non négatives, liées ou non,
et

Si=X;+...+ X, (n=1,2,...).

Bornes d’une différence. — Commengcons par une inégalité algébrique trés
simple. On a, ¢ > o étant un entier,

Xi+...4+X )q—-z i X"t .. X% (h;> 0 entier) et Zh,: q.

D’autre part, on sait que (inégalités de Minkowki)

( >42X 'sio<p<1,
i=1

fz ,) n

<2X1> éZX{’, sip>1.

i=1 i=1

Donc, f désignant une quantité telle que o f< 1, on peut écrire
+f ’h ha f
Sxrrz(Zn) 2(Sartie ) (Zv)
i=1 =1

En séparant dans le membre droit extréme les termes en X{*/, on obtient

n n g+ n ' '
o () e St e

i=1 i=1 i=1
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' Sous 2, figurent n7+'— n produits des X; renfermant au moins deux
() facteurs X & indices distincts; chaque facteur est, au plus, a la puissance ¢

et le degré de chaque produit est ¢ + f.

Passons aux valeurs moyennes évaluées toutes sur une méme catégorie
d’¢preuves C. On a, immédiatement :

Lemme 1. — Les X, étant des variables aléatoires non négatives, q > o entier
‘etol f<1,0na
(1) oL MEHY) =PI )£ P, g MK XX,

i=1

ou les h;>> o sont des entiers tels que 2h,~= get 2, est définie par (1').
. i=1
Remarque. — Si X,, ..., X, font partie d'un ensemble & de variables
aléatoires telles qu'il y en ait qui précédent X,, la catégorie d’épreuves C peut
aussi étre définie comme la catégorie iniliale (donnée avant toute épreuve
sur &) & laquelle on ajoute des renseignements supplémentaires concernant
certaines des épreuves portant sur des- variables qui précédent X,. La
relation (1) est toujours valable. Cette remarque, quoique évidente, nous sera
fort utile. :

Borne de M (S7). — Soit M.(X;) la moyenne de X; évaluée en connaissant
certaines des variables X,, h=1,2,...,7—1, et supIM.(X;) sa borne
supérieure lorsque les X,, connues et leurs valeurs réalisées varient de toutes les
maniéres possibles.

Faisons ’hypothése suivante :

(2) supM(X))<L" (i=1,2, ..., n) (r>o, L constante indépendante de i).

L constante indépendante de i. On peut alors borner IN(S}).
" Remarquons d’abord que (2) entraine

(3) supM (X)) <L’ (oZrZr).

En effet, on sait que
M (X') < [Ma( X))

les moyennes étant évaluées sur une méme catégorie d’épreuves. Donc, si I'on
considére celle qui donne & M. (X7) sa plus grande valeur,

sup Mz (X7) < [IMx(X)) |7 £ [sup Mo (X7)]" < L7



302 MICHEL LOIVE.

Pour i < &,
OM(XPXy¥) = M Xproma (X,

M, (X¥) calculée connaissant X.
On en tire, sir; > o et 7, > o ne dépassent pas r,

M (X5 Xppr) £ Lot
et d’une fagon générale (..., o n<r, .. .),

(4) IMAXPXPEXP .. .) < Lrvkreerre..,

La relation (1) donne alors, en posant r—=g -+ f, ou ¢ =/[r], partie entiére

de r
’ nLr 2 M(S) = o+ Lr. .

En appliquant (3) et (1) 4 S;, on a, de méme, comme conséquence de (2),
M(Sy)yLn L (oLPLr).
Donc,

Lemme II. — SupIM(X))ZL", r>>o0, L constante z’ndepeﬁdante de i,

entraine »
M (S )L n"ML"  pour tout 1’ tel que o L1’ Zr.

Borne de N(S,). — Soit ¢ >o entier et S)'=X,.,,+...4 X,,,. Désignons
par Ms(SY)? la moyenne de (S()? évaluée en connaissant certaines des S{¥,
i+ n'< v, et par sup M (S)')?, sa borne supérieure lorsque les S connues
et leurs valeurs réalisées varient de toutes les maniéres possibles.

Supposons que '

(2) ) supi (X)) <ZL"...
et
(5) supIM[SY)7A7nr%7 pour tout v et tout n avec ¢ > o entier (k> o et A fixes).

Cherchons une borne supérieure de méme forme avec, au lieu de g,
r=q—4f, ol 0= f-1 (*), et, en premier lieu, une constante B indépen-
dante de 7 telle que I'on ait, pour tout =,

(6) oM (Sy) = Brakr,
Cette relation a lieu pour n =1, avec B . L. Procédons par récurrence :

a. Ayant lieu pour z, elle a lieu pour mn, ou m est un entier fixe > 2, si

mBrnkr+ Arnkr(mq-i-t___ m) < Br(mn)kr,

(*) Remarquons que les relations des paragraphes 1 et 2 ou figure f sont valables pour
JS=1(il suffit de se reporter aux démonstrations).
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en vertu de (1), de (3) appliquée a S, et de (5). Il faut donc pouvoir choisir
B > L de maniére a satisfaire a

(7) (mir=t — 1) B (m7—1)A”.
Par suite, si
mir—t —1>o0, c'est-a-dire Ar>1,
il suffit de prendre
L
B> B'=Maxs m7—1
—— Ar_
m —1

b. Reste a choisir B > B’ afin que (6) ait lieu pour n’ > o entier quelconque.
Or, on peut toujours trouver un entier p > o tel que

‘ mPinZn'<mPn,
donc ’
mn'> mPn.

Par suite, les X; étant non négatifs,
M () < M(Shipn) L B (mP n)kr Z (BT mhr) n'r.
)

Finalement, on réalisera le résultat cherché, si kr > 1, en prenant

mkl'LI"

B =Max m7 —1 .
oy o mirAr.,
La condition 4r™>1 est strement remplie, pour tout r< g1, si l'on a
k(g+1)>1. M. S. Bernstein a étudié au cours d’une démonstration le cas de
g=z2et3k>1.

Ce qui précéde est valable pour tout M (S)) et quel que soit v, comme il
est facile de le vérifier; on a donc, avec les mémes hypotheéses,

(8) sup M, [ SY' )" << Brntr, pour tout v et tout n.

De plus, dés que par la méthode précédente on peut passer de g jusqu’a
g -+1, on peut passer de ¢ +1 a4 ¢ -+ 2, etc., a condition, bien entendu, d’avoir
(2)pourr=gq—+1, q + 2, etc.

Ainsi pour tout > ¢ il existe une constante C indépendante de v et n telle

que
sup I, [ S ) < C! ke, pour tout v et tout n,

pourvu que celte relation ait lieu pour n=1 (avec C=L), ainsi que pour
t= g, a condition que l'on ait k(¢ +1)>1.



304 MICHEL LOEVE.

Reste & examiner le cas ou #(¢ 4+ 1)<~ 1. Remplacons dans (6) k par k' tel
que (g —+1)>1 (donc ¥ >k); (7) devient pour

B <r<g+,
B (m¥" — m)n¥r> Ar(m9+ — m)nkr,
ou
Bra

—_ e plk—kr
= mkr—1__ 1 n *

Comme n>~1 et k— k<o, on a n**" 1 et, par suite, on peut prendre
(a fortwrz) la méme valeur pour B [mais &' remplace £ dans (6) et la borne
ainsi obtenue est moins bonne].

Enfin, jusqu’ici nous avons supposé dans (5) que ¢ était entier. Cette
restriction peut étre supprimée car, si (5) a lieu pour un certain ¢ non entier,
elle existe, grace a (3), pour [¢] et avec le méme #. Ainsi,

Lemye III. —
sup M [SP 9L Ant,  pour tout v et tout n
entraine :
. sirZyg, alors supIW[SY) < Arnkr,  pour tout v et tout n;
2. 58r>q et sup M (X;)r L L7,
alors
sup M, (S }r L Br k",  pour tout v et tout n,

B étant une constante convenablement choisie et

k,
=— Max I ( = bitrai )
— + &£ € O aroilraire).
lg]-+1
Influence des variables aléatoires voisines. — De méme que pour le lemme I

n q
nous allons établir une propriété purement algébrique de ( > Xi> ‘n,g >0
- :
entier et les X; des variables aléatoires quelconques (nous ne les supposons plus

non négatives). Il en découlera immédiatement une propriété des moments de
sommes.

Ona

n q
(Z X,> =ZX,1, - X, hWLihLi, ... £Li,Zn).
i .

Appelons d1stance de X; et X, la différence | — k| et séparons X en deux
sommes :

Y qui porte sur les produits des X; tels que tout facteur soit 4 une
distance ££d d’au moins un autre facteur;
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¥’ qui renferme les autres produits, c’est-a-dire ceux ou un facteur au moins
est 4 une distance >>d de tous les autres facteurs. Nous cherchons le nombre
de termes de X' en suivint M. S. Bernstein qui, au cours d’une démons-
tration [2] a étudié le cas de g pair.

Supposons les indices ¢,, .. ., 7, rangés par ordre de grandeur non décrois-
sante et considérons d’abord ¢ = 2p. Pour obtenir un terme quelconque de X’
on peut commencer par choisir arbitrairement les indices a sous-indices pairs :
Uay Lay « « «y Lap. Tout indice 7,,,., doit alors étre, d’aprés la définition de X', &
une distance <~ d de I'un des deux indices ;,,, Z3m+4 qui I’encadrent. Pour 7, on
n’a que d positions possibles avant ¢,, donc d -+ 1 positions en tout; pour 7,
d positions aprés 7, au plus, d avant 7, au plus, en tout 2(d+1) au plus; de
méme pour Iy, . . ., lag4-

Ainsi il existe au plus (d + I)(zd ~+ 2)7~* positions possibles pour les indices
impairs lorsque les indices pairs ont été choisis. Le nombre des choix de ces
derniers ne peut dépasser n*. Enfin on peut permuter les indices ¢ au plus de
2 p fagons.

Par suite, le nombre total de termes de X' ne dépasse pas

ap 2P (d +1)P nP.

Si ¢ est impair, g=2p -+ 1, le méme raisonnement s’applique, mais il y a en
plus un indice aprés 7,, a une distance =Zd, donc ici le nombre total de termes

de X' ne dépasse pas
. (2p +1)2?P(d +1)P+inr. .
En appliquant a

! 14
.m(s;{):.m(z ) PR x,q)+ on(Z ) R x,q),

on peut donc énoncer :

) - q
Lemme IV. — Le nombre de termes du déceloppement de m( 2X,~> y g >o0

=1
entier, dans chacun desquels aucune variable n’est ¢ une distance > d des autres
qui y figurent, ne dépasse pas Q,, ot

Qsp =aplor—t(d+1)Pn?,
Qzprs=(2p + 1)! 2P(d + 1)?+1nP.

Encore sur le théoréme de Poincaré. — Nous avons montré dans 1’étude des
événements (Chap. I, p. 254) que 'on retrouve le complément au théoréme de
Poincaré, di 4 Khintchine, comme conséquence particuliére d’un résultat tout
& fait élémentaire. Ce résultat se présente 4 son tour comme cas particulier
d’une inégalité entre les moments des sommes.

Soient deux entiers >~ ¢ >o0. .

Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 1945. 39
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Ona

k
Se _Z R Y] Xﬁ‘, .. X,‘, , h; entier tel que 2 hi=gq

ey
=1

Cette relation s’écrit encore

n! EXIA""’Xiq - q'Cfl ZX?:,...,X’!:
= =g C7 +3 Bl oo, Bl Ck :
k<q
Lorsque n — o et g reste fixe
n!
(n—q)tni "
tandis que
Ckq! ‘
A T pour chaque & < q.
Loy Rl

Alors, en supposant

supIM.| X7 | L L7 (L indépendant de i),

S \7 me s Xy ,
Oll< >_(1—e,,)0n -—CZ— -+ €&,,

| I . .
ou &, > 0 avec -, ainsi que €.
n! '
I et €, représente la somme d’un nombre fini de

termes dont chacun est le produit d’une quantité 71—-,—%,—;, ou k< gq,
X3P, .., XiE

par =~ —%. La premiére tend vers zéro avec —. D’autre part,

“n

En effet, ¢,=1—

o (XM, ..., Xi) | =Zom|XE ..., Xi| £Ls,
et, par suite, la moyenne arithmétique
1 hy h
E52:)17,(x,‘, I P %
demeure bornée. Ainsi :

Lemme V. — Lorsque sup, M| X’|< L7, L indépendant de i, ¢ > o entier,

on a

’

Sn\¢ 1 , . 1
311(;") :(l—en)C—ZZO‘n(X,‘, ooy Xg) + €py oU &n et en—> avec —-

Dans le cas trés particulier ou X;=1I(A;) et g =2, on retrouve le résultat,
déja donné, en remarquant que

M (fo) < M(f7)-
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II. — Quelques cas de tendance centrale.

A. Prixcires. — Nous allons appliquer les résultats du chapitre précédent,
ainsi que les lemmes qui viennent d’étre établis, & la recherche de quelques cas
généraux de tendance cenirale. Nous aurons ainsi des groupes nombreux de
conditions suffisantes pour la tendance centrale. Il faut les considérer essentiel-
lement comme illustrations du mode d’application des résultats rappelés et des
idées indiquées ci-dessous.

Régles. — Soit la suite de sommes de variables aléatoires, liées ou non,
S,,,,‘=Xn,,+...+X{,n (n=1,2,...),

" ot 'on suppose, pour simplifier 'écriture, (X, ;) = o pour tout 7 et n. Nous
voulons reconnaitre ’existence d’une tendance centrale lorsque n - o, ou bien
trouver les conditions dans lesquelles elle a lieu.

a. On cherche s'il existe v(n) de ces variables telles que leur somme ZX,,,,-

. v
tende en probabilité vers zéro ou, plus généralement, vers une constante fixe.
En pratique, il s’agit de vérifier que, lorsque n — oo :

Soit zsup:m,’ | X,.,;| > 0, ce qui a stirement lieu si
' MXpi| <L, et vLy>o.
SonD’!‘L(Z X, ,) — 0, ce qui a sGrement lieu si M(X;,)<M? et vM,— o,
car 'inégalité de Schwarz permet d’écrire

1
‘ 3 M (Xn X )| 2 3 M (X3, M3 (X)) 02 M3

b. Nous avons établi (p. 300) qu'il suffit alors de montrer que les '=n —v
autres variables aléatoires satisfont aux conditions du théoréme fondamental
en ne tenant compte que de leur dépendance mutuelle et sans terur compte de
leurs liaisons avec les variables X, ;.

En pratique, il s’agit de vérifier que, lorsque » - «,

X sup | M (Xp) >0, ¥, sup| M (XE:) — IM(X3) | o,
i i
2 supIN’| (Xn,1) |70 (g fixe > 2)

i

donxi)>ot fixe (o<o<w),
i
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ou M"(X,,;) ale sens suivant : c’est la moyenne de X, ; calculée en tenant uni-
quement compte des valeurs réalisées des sommes des variables aléatoires
précédant X, ; et ne faisant pas partie des ¢(n) variables de a.

Sommes partielles. — Mais il est possible d’aller plus loin, car rien n’empéche
d appliquer tout ce qui précéde, non plus aux variables aléatoires X, ; prises iso-
lément, mais @ des « tranches » des sommes des X, ;, en remplacant au préalable
chaque nanche X,, i+ . . .+ X, ;.o par sa somme.

Dans le cas des variables aléatoires mutuellement indépendantes, cette modi-
fication est sans intérét, car ce qui intervient surtout dans la recherche de la
tendance centrale ce sont les moments de S, , des premiers ordres. Or, les
moments de trois premiers ordres de S, , ne changent pas si l'on introduit
des sommes partielles et s'expriment de la méme facon en fonction des
moments de ces sommes :

M(Xni+. .+ Xpirg) =IM(Xny) +...4+ M(Xnupg) =0,
OI‘L(X,,,H— oo+ Xn,i+g)=: JI'L(X,*,,,) “+... 4+ On(x,z,,,_,_g),
O‘I(Xn’l—*— e Xn,,_,_g)’: ()]l(x;’,,,) +...+ JR(XZJ.,.,).

Dans le cas de dépendance, au contraire, ces relations, 4 I'exception de la
premiére, n’ont plus lieu en général. D’autre part, la dépendance ne joue plus
entre les X,, ; isolées, mais entre les sommes partielles que 'on considére; ceci
peut atténuer ses effets et les complications des calculs qui lui sont dues.

Réduction. — Enfin, nous allons simplifier le probléme. Au lieu de chercher

n.n

. . . . . S
ce que devient la loi de S, , lorsque n —» o, nous étudions les lois des =

n
la suite des @, > o certains étant convenablement choisies. On la prend d’habi-
tude de maniére que ces lois soient réduites et I’on remplit ainsi automatique-
ment la quatriéme condition de b6, avec g =1. Dans le cas de 'indépendance

on a ainsi @, = IMN(S;,) :2 M(X;, 7), puisqu’'on suppose M (X, ;)=o0.8il y

i=1
n

a dépendance, a; = IN(S;,) est généralement différent de me(xg,,), mais
(Chap. 1I, p. 277) si la condition de b est satlsfalte, le rapport de ces deux
quantités tend vers 1 lorsque n —» oc.

Rayon dintensité de la liaison. — Dans tout ce qui suit, nous omettons, sauf
mention contraire, le premier indice n des vamables aleatou'es X, et

Sen=X,+...+X,,. On étudie les sommes normées a— de variables

aléatoires X;, avec M (X;)= o, donc .T)’I‘(,(—") —oetIM (.2) —
an (779

Nous allons maintenant introduire avec M. S. Bernstein une idée trés natu-
relle. Dans la plupart des cas concrets l'influence sur une variable aléatoire des
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autres variables se manifeste de moins en moins lorsqu’elles en sont de plus en
plus éloignées. D’une fagon plus particuliére : nous ne supposerons rien, pour
| —h|Ld, nous supposerons un certain affaiblissement de la liaison pour
{—h|>d, M. S. Bernstein appelle d, rayon d’activité ou d’intensilé.
L’hypothése essentielle est que .

(R) g’-’ —>o, avec L.

_Ceci fait que lorsque n croit, la dépendance joue de moins en moins (au sens
que nous préciserons par la suite).
' On groupe alors les termes de S, comme I'indique le schéma ci-dessous :

+ &1 -+ S &

X+t X, + Xpytt oot XDt + XDttt Hoeit XD ey ovreit Xilymt) (D pted) +- 1ot X 1D () oot X0

Gy = Xy +...+ Xp,. &1 = Xp,+1+. ..+ Xp,4d,,

Gs = Xp,d,+1=+. .o le),,-;-d,,, ' &2 = Xob,rd, 1+ .. -+ Xep,+2d,,
----------------- '.........." L R R R R ]
Gt = X(ty—)iDptdpitt o o o+ Xp Dot il—1)dns 8= Xibprila—tidyt1 7+ .+ Xo.

D, et ¢, sont choisis de maniére que g, ne renferme pas plus de d, termes, donc

(L) ' 1.(D,+d,)>n>1D,
et ‘
(L) D,> d,,

de sorte que la liaison déja affaiblie entre les G le soit également entre les g.
Remarquons que, sil’on sait que sup ' | (X,)| < L, indépendant de 7 et de #, il

suffit (d’aprés p. 368 et sqq) de prepdre e, de maniére que dr o avec ,ll, pour

n

3. T . S . .
que I'ensemble des ? devienne négligeable vis-a-vis de >*. On pourrait le faire
n n
dans la suite, mais il sera préférable d’obtenir le méme résultat par un choix
moins restrictif de ¢,, en profitant des précisions qu’il faudra donner & la notion

d’affaiblissement de la liaison au dela de d,.

B. Réalisation de la tendance centrale. — Nous allons rechercher les hypo-
théses naturelles & imposer  la liaison au dela du rayon d’intensité pour que la
tendance centrale ait lieu.” Pour scinder les difficultés nous commengons par
une hypothése particuliérement commode. Rappelons que nous appliquons les
principes donnés dans A el suivons pas & pas les régles a et b y énoncées.

Premier cas. — (H)X,, et X, sont indépendantes lorsque | i — A| > d,,.

a. Dans ce cas

2 M (818x)

— =o, puisque M (gygx) = M (&) M (gx) ==o.
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Pour que Xg; soit négligeable pour n trés grand, il suffit donc que I'on ait

(3 &) _ Zo:;(gf) R

2
a,

1
o avec —
n

Supposons les IMM(X?) bornés tous par L?; alors la condition ci-dessus est
vérifiée si

i d}
(Cy)

az

n

1
—>0 avec —-
n

b. Désignons par IM/(G;) la moyenne de G; calculée en connaissant les
valeurs réalisées de G, +...+G;_, et par « sup » la borne supérieure d’une
telle quantité lorsque ces valeurs réalisées varient de toutes les maniéres
possibles. ' -

Puisque IM'(G;) n’est évaluée qu’en tenant compte des variables aléatoires
qui précédent G; a une distance >>d,, (H,) entraine

M (G)=m (Gi) =o.
Pour la méme raison
M (G) = m(G7),
donc
al—f, Y, 1n(GH) — m(G}) | =o.

Reste a satisfaire a la condition
1 ) 1
E’{Z sup'|G; 9—>0 avec — (g fixe > 2).

Nous chercherons, soit a éliminer I'influence des variables aléatoires X; a des
distances mutuelles =Z d,, soit & borner supérieurement M| G;7.

Influence de variables voisines. — Nous appliquons le lemme II et supposons
g entier. On a

M| Gyfr=Y, M Xy, -, Xy,

les moyennes étant évaluées sur une méme catégorie d’épreuves. Sil'un des
facteurs X, est hors du rayon d’action des autres facteurs, le terme qui le

renferme est nul.
En effet,

OR”(X;,, sy X ceey ng) = On”[x;‘, ey ij__‘, ey XiPH, ceny qui)ll"(x,’)],

iy
ot M”(X, ) est la moyenne de X, évaluée en tenant compte des X, telles que
|t — k| > d. Par suite,

M"(X;) =M(X,)=o.
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Le nombre de termes non nuls ne peut donc dépasser (lemme IV')

L:?;)-p—-'z si q=2p+1—
ou .

I(d+1)p+Dp .

——W—‘ s1 g =2p.

Supposons que supIN.|X;|7< L7, L constante indépendante de . Alors,
d’aprés le lemme II, chacun des termes non nuls est < L¢. Il suffit donc.

puisque D < i; (relation I, ), que 'on ait

(d+1)P+inp | S
W—*O avec n 81 g=2p—+1
(Gy) ou
M—»o avec — st g=2p
=t q?r n :
Borne de M'|G;|?, — Supposons que I'on peut borner supérieurement

M, | G;|? de la maniére suivante :
(3) supIi| G;9<BYDX7 (& fixe, B peut dépendre de n),
supI' | G;|? sera, a fortiori, bornée par le second membre de (3).
D’aprés le lemme III une telle forme existe certainement lorsque
supIM,| X; |7 <L,
et I'on a pu trouver une borne de méme forme pour
supM | Xpy 4. .+ X |7 (¢’ <1, i et v quelconques et kg >1).

11 suffit alors pour satisfaire a (3), d’avoir

B nk7 o
U

(Gy) T O avec -

Les conditions suffisantes de tendance centrale que nous venons d’obtenir sont
encore trés générales. Nous allons particulariser davantage.

Cas de S. Bernstein. — S. Bernstein a obtenu des conditions qu’il a appliquées
4 des nombreux cas concrets. Pour les obtenir, ainsi que d’autres analogues,
nous allons écrire celles que nous venons de trouver pour le cas suivant :

(SB) M(S)=al>an®, d<ond, I<g£n),

A, ® et £, d’une part, a, 3, A, d’autre part, étant des constantes indépen-
dantes de n. Remarquons que « est nécessairement =<~ 1 puisque I’on a supposé
m(XH <L

(C,) devient A +28 —2a < o.
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Par suite, il faudra choisir
(4) A <20 — 29,

et comme il faut que I’on ait A > o, on a la condition
o< a.

(C,) devient avec ¢ = 2p -+ 1 (nous ne prenons pour ¢ que des valeurs impaires
car, comme on le voit aisément, les condilions données par ¢g=2p + 1 sont au
moins aussi bonnes que celles que 'on oblient avec ¢ =2p + 2),

(5) (p+1)0+p—(p—1h—(2p+1)a<o.
A cause de (4), il faut donc avoir _
(p+1)3+p—(2p+1)a<(p—1A<(p—1)(2a —2d).

D’ou la condition suivante pour que 'on puisse choisir A satisfaisant a (4)
eta(5)

d< o — L (1—a);

Ip—1
comme & > o, il faut encore avoir
e P
qp—1
Ces conditions deviennent
. _3a—1 1
pour g =3 : 1< —; et x> 3y
fha—1 1
» g=—oo: 0 < 3 et ~a>z-

(C}) devient (en supposant pour simplifier que B existe et est indépendant
de n) ’

(6) kq— (kg — 1)) — qa <o.

Remarquons que, puisque ¢ > 2, on a nécessairement a <~ k. A cause de (4),
on doit avoir
gk —a)<<Ahkqg—r1)<(2a—29)(kg—1).

D’oti la condition pour que I’on puisse choisir A satisfaisant a (4) et & (6)

a(2kqg+q—2)—kq.

I< 2k(qg—1) ’
comme & > o, il faut avoir
o > _ﬂ_—..
2kq +q— 2
Si g =3, on a ainsi les conditions
3<a._M et a> 34

2(3k—1)
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Les bornes les moins restrictives s’obtiennent si £ = a. Ce sont

1
d< et ae>3-~

Résumons :
THEOREME. — Pour que la lov de = tende vers la loi réduite de Laplace, i suffit
d’avozr, lorsque X, et X, sont mdependantes dés que |t — h| > d,

1. supM..(X,;)*<L?, L indépendant de i et de n et, en suppo.rant.
M(S)y=al>A*n**etd n.

2. Soit
a. sig=3, 0<3<3“2—[,
. v _ha—1
si q= oo, 0<I< -
Soit

b, WX +...+ X [ <<ATY,  pour tout i et avec q'<< g et kg >1

avec,

. k — 3k

Dans le cas particulier ot k = a, cette derniére condition devient

I
i< et a>3~-

On ale théoréme A de S. Bernstein {2] en prenant & = « dans 2 b.

Second cas. —

X et X; demeurent dépendants lorsque |i — h|>d

et nous avons a formuler des hypotfuéses affaiblissant suffisamment cette dépen-
dance pour que la tendance centrale puisse avoir lieu.

Les conditions (C,) et, soit (C,), soit (C,), demeurent.

Mais en supplément a (C,), il suffit d’avoir les conditions suivantes qui,
comme on I’a vu, étaient satisfaites dans le premier cas :

Z M(gig+) .
1. —_— > 0 avec —y
Un n
H 1 v
() 2 2 1M(G) [0,

3. ui:z |OR(G}) — (G| >0 avec ,—'l
Si I'on veut utiliser le lemme IV, il faut ajouter & (C,)

”
(CY) %2 M Xy ooy Xy) >0 avec -
n

n
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc. 4, 19/5. 4o
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X’ portant sur les termes du développement de ZON' | G;|? dans lesquels I'un des
facteurs au moins est hors du rayon d’activité de tous les autres.

Posons
Max sup| Mo (X3) | = m,.
kZn

Max sup| M (X, Xg) — IM(X; Xp) | = m), li—k|>d.
kZn
1. Zon(g:g+) =ZM (X, X,), ou X, et X, sont éloignées de plus de d etle
nombre de termes du second X est {({ —1)d*< P*d*.

Or,
M (X4 X)) = M [ X2 My, (X;)] = maO| Xp | < m, L.
Donc
J :
——n(g?g‘) >0 avec l)
. a, n
lorsque
:d? 1
— M, —>0 avec ,—l'

2. 2| OM(G;)| LM X, | et le nombre de termes du second X est ID < n.
On en déduit que o
zl-l- 2 sup| M/ (Gy)| = o avec ’—ll,
lorsque

n 1
— mu,—>o0 avec —-
1, n

3. Z|M(G})—IM(G})| =E|M"(XiX;) — IM(X,X,)| et le nombre de

2
termes de second membre est /,D} < % On en déduit que

1 1
b 2 | (GE) —on(G})|—>o avec —»

lorsque
n? , 1
-—_ m,—o0 avec —-.
lLaj n

Ainsi ’hypothése (H,) est satisfaite si, pour n - o,

dil? n nt

’ ntn ’

(H) —= my—> o, — My—>0 et —— My —> 0.
I a la? .

Enfin, (C}) est satisfaite lorsque

n —> €c !
—_— o avec —e
—'al n

. -nt
puisque le nombre de termes de 2" est < ID7 < ——.

e:/——l

Cas de S. Bernstein. — Dans le cas (S. B.) et, en supposant

M "
m, << i m, << —"
nv "
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M et M’ ainsi que p. et i’ étant des constantes indépendantes de n, (H),) devient
1. 20+2d—2a+p<o; 2. 1—a—p<o; 3. 2—sa—2—p'<o.

1. quis’écrit A —(2a — 28) + A — < 0 a certainement lieu si, en plus de
la condition (4), on impose & A la condition A < .;

2. aliensi p<r—a;

3. a lieu certainement pour p'>2 — 2a.

Enfin (C); a lieu, par exemple,

pour ¢ =3, si J—2d—3a—p<o.

’ e 20— 20 _, -p, o .
D’ou la condition 3 —3a — p< 2a 2p y vérifiée, soit si p. >3 — 3a,
soitsi >3+ 28 —5a, soit (grace & p.>1—a) si < 2a—1, ce qui sup-
pose a > 2

3o —1
pour ¢ =oo, en prenant § <

, ce qui suppose a > %

Toutes les conditions imposées & m, sont certainement satisfaisantes si

m,<<Me™n (e > o fixe). ‘
Résumons : ~

TakorEME. — Pour que la loi de S—" tende vers la loiv de Laplace réduite, il suffit

d avoir .
1. supom,|X;|7<< L7
et, en supposant

r

M(X;)=a:>an*, dp<< D nd, m, < E, m), << M—;
nt nt

soit
2. p>1—a, W>2—2a.
et _
: a. si g=3, 0<<o< 20t —1
. 3o —1
- si ¢ = oo, 0< o< >
ou
b. identique a4 26 du théoréme précédent.
Soit
2. p>2—aa
sig=3 p>3—3a o<i< Z!
et
8i g=—=o, m>e™", 0<6<4a3—r

On a le théoréme B. de S. Bernstein [2] en prenant avec £ =a, 2 6. On a
un théoréme analogue au théoréme C. de S. Bernstein [2] en prenant 2 avec

q= o [2].
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