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Sur une méthode permettant de trouverrapidementdesformules

de quantification utilisables en pratique (méthode dite des résidus);

PAR ROBERT MAZET,
Professeur à la Faculté des Sciences de Lille.

/
[Extrait d’un cours de Mécanique ondulatoire fait à l’Université de Stablack en 1942—43.]

PRÉLIMINAIRES. — Je rappellerai d’abord certaines propriétés des équations
difl‘érentielles linéaires en me limitant, en vue de la suite, à une équation du
second ordre à une fonction1nconnue d’une variable n];(x). Soit

!
ZæÎ +A%+Bd}=0 (A et B, fonctions de‘x).

On peut faire disparaître le terme en
Z—’P

en faisant le changement
«.P
= UV$

et prenant U tel que 2U’+ AU = o. D’où
, , ,

v”+
<B—

5— — ï)v=o.. 4 2

Nous supposerons ce changement effectué au préalable et prendrons
l’équation sous la forme
… :;‘f     )4): 0.

Si tl).(æ) et %(æ) désignent deux solutions particulières choisies une fois
pour toutes, l’intégrale générale est de la forme

__ q; : C4;,+ 13%: C(d;, + F‘l‘2) (C, D, [.L, constantes).

A chaque intégrale particulière correspond une valeur de [J. qui permet de
- la distinguer au facteur C près et que l’on peut appeler son rang par rapport

à «la, et %.
Dans le plan complexe z=x+iy, les seuls points singuliers que puisse

admettre une intégrale &]; quelconque sont ceux de H(z) que nous supposerons
analytzque dans tout le plan. -
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espaces localementbicompacts, ont l’avantage de valoir dans le cas des espaces
normaux. Nos raisonnements consistent essentiellement à manier les formes
d’un espace topologique, telles que nous les avons définies au Chapitre 1; ces
formes obéissent à la plupart des règles du calculquirégissentles formesdePfajf,
dont M. É. Cartan a tiré un si grand profit en Théorie des groupes et en Géo—
métrie différentielle; l’intérêt principal de ce Chapitre IV nous paraît être de
traiter une question de Topologie, étrangère à tOute hypothèse de difl'érentia-—
bilité, par des calculs de cette nature.

Le Chaoitre V,‘ en appliquant aux multiplicités les conclusions du paragraphe 1

du Chapitre Il, permet de leur appliquer les conclusions du Chapitre IV. Le
paragraphe 1 du Chapitre V montre avec quelle commodité la notion de cou—
verture et, par suite, l’ensemble de nos définitions s’appliquent aux multipli—
cités; il utilise certaines couvertures particulières, les dallages, dont chaque
élément est constitué par une cellule conveæe et une orientationde la variétéplane
qui est complètement orthogonale à cette cellule [rappelons que les complexes
qu’il est classique d’employer (A.—H.) pour construire les groupes de Belli
d’une multiplicité ou d’un polyèdre ont des éléments constituéschacunparune
cellule convexe et une orientation de la variété plane qui contientcette cellule];
la loi d’intersection des classes d’homologie d’une multiplicité s’obtient ainsi
par une construction analogue à celle qu’il est classique d’effectuerpour déter—
miner la loi d’intersection des éléments du groupe de Belli (intersection que
nous n’utilisons pas) (n° 62, rem. 2); mais notre construction a sur cettecon-
struction classique l’avantage d’être indépendante de toute hypothèse d’orien-
tabilité de la variété, quels que soient les coefficientsutilisés. A titre d’exemple
le paragraphe Il détermine l’anneau d’homologie des espaces projectifs, en
précisant la position de leurs hyperplans, et le paragraphe 111 reproduit un
raisonnement de M. H. Hopf en y supprimant la restriction que les coefficients
utilisés soient les entiers mod. 2.

CHAPITRE IV.
SUR L.-\ POSITION D'UN ENSEMBLE FERMÉ DI“. POINTS.

I. —— Cas général.

45. Énoncé nas RÉSULTATS. — A la figure que constituent un espace topolo—
gique normal E, un ensemble fermé F de points de E et l’ensemble complé—
mentaire O = E — F, nous attacherons les invariants topologiques(‘)suivants :

l’anneau d’homologie & de E;
l’anneau d’homologie .“? de E; 
(‘ ) Voir l’lutroduction.
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un anneau (9, que nous nommerons « anneau d’homologie de l’intérieur
de 0 »,

un homomorphzsmede & dans 5 (l’image de &» est un sous—anneau 5,£ ded*5)
(n° 46);

un hommarp/zz‘sme de (9 dans & {l’image de (9 est un idéal &, de &) (n° 47);
un homomorphzsme de 5 dans (‘)(l’1mage de5 est un idéal @ de (9) (n° 48),

ce troisième homomorphismeaugmentant la dimension d’une unité et ne res—

pectant pas la loi d’intersection.
' Les noyaux respectifs de ces trois homomorphismesseront &… g et 5,,; nous

au’r'0ns donc les trois isomorphismes(') 
|… 5/50ä5f'u; <z)_ 0/Çiäëo;          

  
Remarque. — Alors que (I) et (2) sont des isomorphismesd’anneaux,(3) est

unisomorphisme entre le groupe abélien hétérogène (2) 5/5E et l’anneau @; il
respecte les relations linéaires, mais il ne respecte pas la dimension (").
Lorsque, les éléments de dimension nulle mis à part, 55, se trouve être un
idéal de 5, alors 5/5E est un anneau et l’isomorphisme (3) définit dans (3
une loi de multiplication autre que la loi d’intersection : c’est la multiplication
de M. Gordon (voir n° 51, rem. 1) (toute intersection dans @ est d’ailleurs
nulle : voir n° 47, rem. l).

Nota. 4— Cl1acun de ces anneaux et de ces homomorphismessera un invariant
topologique de la figure, que constituent E et F, d’une façon si évidente que
nous ne l’expliciterons pas.

46. INTERSECTION PAR F D’UNE CLASSE n’uomomcm DE E. — Associonsàachaque
classe d’homologie Z" de E son intersection Z".F par F, nous définissons ainsi
un homomorphisme de 5 dans 5. Nous nommerons 5,3 le transformé de €: par
cet homomorphisme; c’est un sous—anneaude 5 . Nous nommerons &, le noyau
de cet homomorphisme : 630 est l’idéal que constituent les classes d’homologie Z"
de E telles que Z".Frvo dans F.

Les hypothèses que E est normal et que F est fermé permetténtd’établir le
lemme suivant; son énoncé est très voisin de celui du lemme 13 (n° 26); il en
est de "même pour sa démonstration, que nous n’expliciterons pas :

‘
LEMME 22. —— Si une forme L" de E est telle que L". F soit un cycle de F homo-

logue à zéro dans F, alors il”eæiste une forme L"“‘ de E telle que L".F=L"“‘ . F. 
(’) Voir VAN 11511 WAERDBN, Moderne Algebra, T. I (Springer, 1937), Chap. Ill, $ 16;

A.—H., Anhang, I, 51, n° 9
(2 ) Un groupe abélien hétérogène est un ensemble d’éléments de dimensions diverses

dont les combinaisonslinéaires homogènessont définies et appartiennent au groupe.
(" ) D’où l’emploi du symbole_N au lieu du symbole_Œ.
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Ce lemme 22 permet de donner la deuxièmedéfinition de &, que voici : $., est
l'idéal que constituent les classes d’homologie de E contenant chacune un cycle ZP
tel que |Z" ] C O.

Démonstrati.on — Il s’agit de prouver l’équivalence des deux propriétéssuivantes:
oz. Z".Frvo dans F;
@. Z" est homologuedans E à un cycle dont le support appartient à 0.
Il est évident que 5entraîne a. Soit réciproquement Z" un cycle de E le]

que Z".Fœo; il existe d’après le lemme 22 une forme L'“ de E telle
que Z".F: Ù‘“' .F; Z"—— L"“‘ est un cycle de E qui est homologueà Z" et dont
le support appartient à O. . c. 0. F. |).

47. APPARTENANCE1111 CHAQUE CLASSE D’HOMOLOGIE DE L’INTÉRIEUR DE 0 A un: cussa
n’nouotoom ur E. — Envisageons les cycles de E dont les supports appartiennent
à 0; deux d’entre eux, Z” ' et Z"”, seront dits homologues à l’intérieur de 0
quand il existera une forme L"“' de E vérifiant les relations

zp,1_ ZM: lJ"“‘, ]_LP-*l lc 0.

Cette homologie répartit ces cycles en classes, dites classes d’homologz'e de
l’intérieur de 0, qui constituent un anneau @, dit anneau d’homologz‘e de l’inté—
rzeur de 0.

Les cycles
de

E constituant une même classe d’homologie de l’intérieurde 0
appartiennentà une même classe d’homologie de E; nous dirons que la pre-
mière de ces deux classes appartient à la seconde, cette appartenance est un
homomorphisme de (9 dans &; plus précisément, vu la deuxième définition
de &… c’est un homomorphisme de 0 sur 650; son noyau @ est l’idéal que cons—

tituent les classes d’homologie de l’intérieurde 0 dont les cycles sont 'hom010gues
à zéro dans E.

Remarque 1. - —— L’intersection d’un élément de @ par un élément de g est
toujours nulle: soit Z" un cycle de E tel que|Z"| C 0; un élément de g est un
ensemble de cycles de E du type L”; or L".Z"=(L".Z") et Il.” .Z"|C O;
L".Z" est donc bien homologuea zéroa l’intérieur de 0.

Remarque2. — L’hypothèse que E est normal et la notion de prolongement
d’une couverture (n° 26) permettent d’identifier les formes de E dont le support
appartient à 0 et les formes de 0 dont le support est un ensemble fermé de
points de E. D’où la proposition suivante : soient O’ et 0” deux ensembles
ouverts de points de deux espaces normaux E’ et E” ; faisons l’hypothèse :

il existe une représentation topologiquede O’ sur 0” qui transforme les ensembles
(lt) de points de 0’ qui sont fermés dans E’ en ensembles fermés dans E”, et vice

versa;
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alors les anneaux d’homologie O’ et (9” de l’intérieur de O’ et de l’intérieur
de 0” sont isomorphes. L’hypothèse (Il) est vérifiée par exemple dans les deux
cas suivants :

a. il existe une représentation topologique de la fermeture Ü de O’ sur la
fermeture O” de 0” qui représente 0’ sur 0” (');

b. E’ et E” sont bicompacts; O’ et 0" sont homéomorphes.

48. DEmvfiz DANS E D’UNE CLASSE n’uomomcm DE F. — Le lemme 12 (n° 26) et
le théorème l(n° 18) ont pour corollaire immédiat le lemme suivant :

LEMME 23. — Étant donnée une classe d'homologie :" de F, il eæiste une
forme LP de E telle que z"œ L‘”.F.

_Çeci dit, supposons que nous ayons

zPN LP»*.F rv II"—ZF;

d’après le lemme 22, il existe deux formesL'“° et L'” de E telles que

_

. - LP»2=LP-1+Î.P—î+ LP—°,
| LP—° lc O;

d’où
Î.Pfl=°LP»*+ ÎJ’=°. |ÎJ'" | + [

LN
| + { Lfl—°{c0.

L'“ et l!” appartiennent donc à une même classe d’homologie de l’intérieur
de 0; cette classe est d’ailleurs un élément de @; nous la nommerons dérz‘vée
dans E de la classe #.

"Cette dérivation est un h0m0m0rphismede % sur Q} qui respecte les relations
linéaires, mais qui augmente la dimension d’une unité et ne peut donc pas res—

pecter la loi d’intersection. Son noyau est constitué par les classes d’homo-
logie z" de F telles qu’il existe un cycle Z” de"E vérifiant la relation z"œZ".F;
ce noyau est donc 5...

Tous les résultats qu’énonce le n° 45 sont maintenantétablis.

49. CAS 06 LES coamcmms CONSTITUENT UN cours. — Supposons que les coeffi—
cients soient les nombres rationnels ou les entiers modm, m étant premier.
et étant l’un quelconque des six anneaux &, @, 57, &… g, 37.“ soit p,,(â) le
rang du groupe additif que constituent les éléments de dimension 11 de cet
anneau‘; posons

Ep=Pp(ê)y CPP: PP(‘€F)J mP=PP(Ô) "" YP= PP(g); 
(1) Nous rencontrorons de telles circonstances en étudiant l’invariance du domaine

(3° partie, n° 95). °
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,,et çà,, sont donc les p'°‘“°‘ nombres de Betti de E et de F. Les relations(11), (a),
(3) nous donnent

s,,= PP(SFE)+PP(60)) Pp(6O)=œn—TIH Pn(ïîul=Ÿp—TP+M

c’est—à-dire 
 

(4) e,,= °?p+ “’n“ YP" YP+h ° Êl'lfl
'

'YPË "’m ‘il»:<—°Pp——i 
Les relations (4) peuvent servir de base à la théorie du calcul des variations

de M. Maston Morse (‘ ) et permettent même d’élargircette théorie.
Remarque. — On déduit de (4) la relation

Z(—‘)”îv=Ë(—l>”ap+2(—' )”wp
P [; [;

qui permet de comparer les caractéristiques d’Euler de E et F, quand elles
existent.

50. CAS oû F nEcourosr. E EN pwsmuns pommes. —— Supposons que 0 soit la
réunion de deux ensembles ouverts‘ disjoints O’ et O”; (9 est alors la somme
directe des anneaux d’homologie (9’ et (9” de l’intérieur de O’ et de O"; l’inter-
section d’un élément de (9' par un élément de (9” est toujours nulle. Les éléments
de C} qui font partie de O’ constituent un idéal g’ de (9'. Les éléments de ?
dont la dérivée dans E est un élément de 9’ sont les classes d’homologie de F
contenant un cycle du type L".F, | [fil C O’; ils constituent un sous—anneau 5’
de 5 : en etÏet l’hypothèse H." + | L"| C O’ entraîne |(L".        

Remarque. — Les composantesde 0 sont des domaines D.,; soit 0)“ l’anneau
d’homologie de D… Supposons E bicompact : tout ensemble de pointsde 0 qui
est fermé dans E appartient à un nombre fini de Du; tout élément ZP de (9 peut
donc être mis d’une manière et d’une seule sous la forme ZI’NEZP'“,

Œ

où Z'“°‘ C (0… cette somme ne contenantqu’un nombre fin1 de termes non nuls.
En d’autres termes (9 est la somme directe des (D...

Il. — Cas particuliers remarquables.

51. E nsr SIMPLE (F # E). — D’après les définitions posées au n° 46, (‘à… est
vide, 5713 est l’ensemble des classes AF° (A : coefficient quelconque; F“ 2 classe
unité de F). D’après (z) (9 et {} sont identiques. Donc la relation (3) s’écrit
(5) 5/3‘E_N_ (9, où 53 est l’ensemble des classes AF“. 

(‘) Mémorial des Sciences mathématiques, t. 92.
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Cette relation permet :

I° étant donné 5‘, d’en déduire la structure de L‘) (vu que, d’après la
remarque 1 du n° 47, l’intersection de deux éléments de L‘) est toujours nulle);

z° étant donné (9, d’en déduire la structure de 5, hormis la loi d’intersection
des éléments de cet anneau.

Remarque 1. -— Les éléments de dimension nulle mis à part, 5/ŒE est alors
un anneau; il est possible de définir, dans (9, une loi de multiplication telle
que 5/5, et (9 soient isomorpheS : c’est la multiplication de M. Gordon (ej. :

n° 45, mm.).
Remarque 2. — La relation (5) constitue une généralisation du théorème de

‘ dualité d‘Alexander (A.-H., Chap. XI) : ce théorème suppose que E est une
boule et que F est un polyèdre; (9 est alors identique au groupe de Betti de 0
(n° 66), tandis que le groupe de Betti de F est le groupe des caractères de %
(n°55); d’où, par l’intermédiairede (5), la relation de dualité entreles groupes
de Betti de O et de F qu’exprime le théorème de dualité d’Alexander.

52. F EST SIMPLE. — 5 et fin Sont tous deux identiques à l’ensemble des
classes AF°; donc, d’après(3), @ est nul; d’après (2) @gâ,; d’après( 1 ) (';/650
est isomorphe à l’anneau que constituent les classes AF°; la structure de (9

détermine celle de €: et vice versa.

Application. — Les conclusions des n°5 51 et 52 et la remarque ? du n° 47
permettent de déterminer par récurrence l’anneau d’homologie de la sphère (‘ )
à n dimensions S‘"’ (d’équationx’+æÏ+.. .+xâ—-—__ 1) et de l’intérieur0”" de
la boule B""a n dimensions (équation de O"": xÏ +æÎ+. ..Î+x<,1 de B';"
a:Ï +æ:+. .+æ’<r). Supposons prouvé, par récurrence, que l’anneau

d’homologie
de S‘"“" se compose des classes AZ0 et AZ"—‘°, puisque (fg 9)

Fig. 9.

ou)

S‘°’ S‘°’ \ou) ’

B(llj
.B"’= 5’°40’” S’”: B"’FÛ”’ B(ZÏ=S"’+Û(Z’/

' 
B‘"’= S‘"“"+ 0"" et que l3’"’ est simple (th. (3), d’après le n° 51 l’anneau
d’homologiede O"" se compose des classes AZ". D’autre part S"" = B”"+ 0”" ,

donc, d’après le n° 52, l’anneau d’homologicde S”" se compose des classes AZ0
et AZ". “ u. 0. F. |) 

(‘) Le n° 29 a déterminé. par un autre procédé. l’anneau d’homologie de la sphère.
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55. F EST UN RÉTRACTE DE E (fig. 10).

THÉORÈME 18. —— Supposons qu’il existe une représentation <p(æ)-de E sur F qui
soit l’identité sur F; alors 63 est la somme directe de_ l’idéal 630, qui est isomorphe

—1

à (9, et d’un sous—anneau cp (? ), qui est isomorphe à % ; 55 est identique à %.

%/;/
Fig. 10.

//

   
Démonstration. —— Soit 3" une classe d’homologie arbitraire de F; d’après la

remarque 1 du n° 14, on a

(6) —
, Îp‘<zp>Æwm

(6) prouve que $; est identique à 5; donc, d’après (3), g est nul; et,
d’après (2), 0 ; 6—3… En outre (ô) prouve que Îpïransforme ? en un sous-

—1

anneau de &, <p (5), qui est isomorphe à 5.
Soit maintenant ZP une classe d’homologie de E qui soit somme d’un élément —

de 650 et d’un élément de ;(5) :

(7) z… Z”’°+ÎP’(S"), où |th°1co;
—l .

alors Z".Fœ cp(z").F, e’est-à-dire, compte tenu de (6), Z".Fœz!’; d’où, vu
_| _1

la remarque 2 du n° 14, <p(z") N qa(Z"); en résumé, toute décomposition du
type (7) est nécessairement du type

(8) z… [zp_Îp’(zp)] +5’(ZP»

Réciproquement soit ZP une classe d’homologie arbitraire de E.

D’une part$(Z”)wâ(z"), où z"rv Z”.F, est un élément de ;(5).
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D’une part [ZP— cp (Z")].Fmz"—— cp (a").FNO, vu (6); donc Z"— ;) (ZF) est
un élément de €.,

& est donc bien la somme directe de $., et En (.“? ).

54. E EST 51commcr ET 1101101095 A F DANS E. — Supposons en outre que E
soit bicompact et que <p soit homotope à la transformation identique de E en '

-—1

lui—même; alors, d’après le corollaire 52 (n° 20), cp(Z")mZ°; donc $., est
nul, & et 5 sont isomorphes. Nous énoncerons comme suit cette conclusion :

Définition. '— On dit que E est homotope à F dans E quand il existe une
représentation <p (a:) de E sur F qui possède les propriétés suivantes :

’

cp(æ)=xquand a: e F;
cp (a:) est homotope dans E à la représentation identique de E en lui—même.

THÉORÈME19. — Si E est normal, bicompact et homot0pe à F dans E, alors &
—1

et 5 sont isomorp/ws, ê.,, (‘) et 9 sont nuls, l’intersectionpar F et <p sont deux
isomorphismes inverses [ ’un de l’autre de 65 sur 57 et de $ sur &.

55. COMPARAISON nes NOMBRES DE Lsrscuerz ne E 131 F. — [Le théorème 25,
(n° 78)—utilise les conclusions de ce numéro—ci]. Soit E(æ) une représentation
de E dans E telle que E(F) C F. Les coefficients utilisés étant les nombres
rationnels, supposons que & et 5 ont des bases finies; désignons par au le
groupe additif que constituent les éléments de dimension p d’un anneau hété-
rogène a; &” et 5" sont donc, par hypothèse, des modules (A.—H., Ankang'l,
@ 2; nous utilisons les coefficients rationnels, tandis que A.-H. utilise
des coefficients entiers); les relations (1), (2), (3) prouvent que â{’,, fig, 9”
et ®" sont de même des modules, “nuls à partir d’une certaine valeur de p.
De l’hypothèse E (F) CF résulte aisément que È’ définit un automorphismede
chacun des modules ê", ÿ", ®", 653, “J£, et gP;nommons T(ô"), T(5P), . . .

les traces respectives de ces automorphismes; un théorème classique (A.—H.,
Anhangl, 52, n° 27) permet de déduire de ( ),(z), (3) les relations
T(6P)=T(5fi)+T(ô{ï—); T(6ç)=T(@P)—T(gp); T(yg)=T(5p)_T(gie-r),

d’où résultent les relations analogues‘a (A), qui s’identifiènt‘a (4) quand E(æ)
est la transformation identique
(9) T<ëP>=TW)+T(@P>—'l‘(«5fl>—T<9Pflæ

Par définition (') le nombre de Lefschetz .\5<E) de la transformation 5 (a:) ( ) Cf. n° 41, formule (60); les autres définitions du nombre de Lefschetz qu’indique
le n° 41 ne sont utilisables que moyennant des hypothèses plus étroites que celles que nous
faisons1ci.

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 3, 1945. 23
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envisagée sur E est 2 (— 1 )”T ( $”); Z (— 1)”T (“a“) est le nombre de

Lefschetz Ag(Ê) de la t£ansformatîon E(æ)penvisagée sur F; d’où

(…) —"î(E)=AE(F)+2 (—i)PT(Û")-
.

p

Posons
n—l

â<x>=z<a<æ>), Ë(æ)=£(ä(w));

soit —En(æ) la transformation inverse de Ë (a:); on a

"ë‘<E>>ë<En

f=HËŒM
posons

on a

f= E(f)—
»

Supposons que E soit un espace de Hausdorfi‘ bicompact; alors ] est fermé

(A.—H., chap. 1, g 2, th. 11);f: lim Ë(E) (A.-H., chap. 11, g 5, th. 11); si V
‘

n++æo

est un voisinage de f, Ë(E)cV à partir d’une certaine valeur de n(A.—H.,
chap. 11, g 1, th. Il). Supposons enfin fcF. Soit Z" un cycle de E tel que
|zplco; ona|Z" .Ë(E)=a;
donc Ên(| Z" |) = 0, donc _ËI(ZP) N o. Il en résulteque T (O”) = 0; [on le prouve
en utilisant dans (9" une base constituée par un nombre maximum d’éléments
Z"*°‘ tels que ÊÏZ‘“°‘)NO, un nombre maximum d’éléments -7/”"5 tels que

Ë(Z‘"°)œZ”’“, . . . ; ? transforme les l” en 0, les Z”fl'3 en les Z”-°‘, . . ..] De
même T(gp)=o et T(5Ç)=o. Les relations (g) et (10) se réduisent à
T(ë”)=T(‘W), A5(E)= A5(F). En résumé:

 .f= o; ilexiste donc un entierpositifn tel que | Z”  

THÉORÈME 20. — Soit un espace de Hausdorfl‘ bicompact E; soit E(æ) une

représentation en lui—même de E; soit f: HË(E)=ËTË(E); soit F un

ensemblefermé de points de E tel que

f+ 5(1«‘) c F.

Utt‘lz'sons les c0eflîcients rationnels; supposons que les anneaux d’homolôgie de
E et F aient des basesfinies. Soient T (5?) et T (5?) les traces des automorphismes
de ë" et 510 que définit—E'; soient A;(E) et Ag(F)_læ nombres de Lefsc/tetz de E

envisagé sur E, puis sur F.
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On a
' (un)

’ ‘ T(6p)='T<wn
(…)“

_

-
, -\=(E)=AE(F)-

' Remarque. — Quand F vérifie la relation f+E(F) C F (par exemple
quand F=f) mais n’a pas de base d’homologie finie, il est donc“ naturel de

« défimrT(5")et Ag(F> comme étant égauxàT(ë”)et A5(E). (Cf. théorème25,
rem. 2, n° 78).

Coxt_>Lums “20. — St Ë(E) converge vers un pom! quand n —> + 00, alors

T(ê”)=opourp>o et A;(E)= 1.

’III.' '— L?anneau d’homologie de la réunion de deux ensembles fermés.

Soient deux ensembles fermés F’ et F”de points d’un espace normal E, tels
queF’+F” E. Ce paragrapheIII est une digression ayantpourobjet la com—
paratson_des anneauxd’homologie &, 5’, %” etâ et des nombres de Betti s,,,

<pj,, (pf, et <p,, de E, F’, F” et F: F’.F”.   Fig. 11

” I
E _._

o . F , 0

E- a ,
,

F,

56. UNE PREMIÈRE DÉMONSTRATIONDE LA FORMULE DE MAYER-VICTORIS. — L’appli—
cation de la relation (4) à la figure (E, F") puis àla figure (F’, F) donne

5:p=- 5f;, + (');, _“ Ïp _
Î”.'{r+ 17

?}: = “l’/) + “;: _ rl' _ PIM

(mL, ala même valeur dans ces deux relations en vertu de la remarque 2 du
n° 47); d’où , en retranchant membre à membre ces deux relations et en posant
v,,== Pp_ TP»

(12)
_

sp=a},+?Z—w+vp+vpm

nous verrons qu’on peut compléter cette relation par les trois inégalités

(‘3) 0 É "!» ”fé ‘?p—H ”PS.°!"

dont les deux premières résultent d’ailleurs aisément du paragraphe 1.
La relation (12), ainsi complétée par les inégalités (13), constitue la

formule de Mayer—Victoris : le paragrapheII du Chapitre Vllde A.—H. établit
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cette formule dans le cas où F’ et F” sont des polyèdres (' ); notre démons-tration suppose seulement que E est un espace topologique normal.
On peut plus généralement appliquer les conclusions du paragraphe 1 aux

cinq figures (E, F), (E, F’), (E, F"), (F’, F), (F", F). Mais on n’obtient pas
ainsi toutes les relations existant entre les anneaux d’homologie des ensembles
entrant en jeu. L’objet de ce paragraphe III est de définir trois homomor—
phismes, qui sont duals des trois homomorphismes que A.-H. utilise pour
démontrer la formule de Mayer—Victoris et qui jouissent de propriétés ana—-
logues à celles des trois homomorphismes qu’utilise le paragraphe 1; nous
désignerons chacun des anneaux que nous utiliserons par la lettre qui désigne
dans A. -H. son dual. - «

57. ENONCE nus RÉSULTATS. — Nous envisagerons les invariants topologiques
suivants de la figure que constituent F' et F” :

l’anneau d’homologie & de E;
la somme directe 5’+ ?” des anneaux d’homologie fi’ et 5” de F' et F”;

un élément (Z’P, Z”) de 5’+ %” est constitué par un élément de 9’ et un"
élément de 9'" de même

dimension; on pose
A(Z’P, 7/11) … (AZ'P, AZ”P),

(ZH/,!) ZI/p,1) + (Zi/"2, Z”/"2) N (Zip,1+ Zip,g, Z”"”+ l’,/”!),
(z'p, z"p) . (Z"/, 7/1) … (Z’P.z'v, zo», ZM);

l’anneau d’homologie 97 de F = F’.F”;
un bomomorp/u‘sme de 63 dans fi’+ %” (l’image de 63 est le sous—anneau $

de %’+ Si”) (n° 57);
un homomorphz‘sme de 5’+ €?” dans 57 (l’image de 5’+ ?” est le sous-

groupe ‘0 de 5) (n° 58);
un homomorphismede 5 dans & (l’image defi est l’idéal 91 de &) (n° 59);
les 2° et 3° homomorphismesne respectent pas la loi d’intersection;
le 3° augmente la dimension d‘une unité.

Les noyaux respectifs de ces trois homomorphismes sont 9‘L, "0 et 5; nous
avons donc les trois isomorphismes 

L(14) 8/3Lg2—5‘; (15) a'+5"/zsœ—v; (16) 5/avœat;l 
(14) est un isomorphisme d’anneaux, alors que les premiers membres de (15)
et (16) ne sont que des groupes hétérogènes.

Une seconde démonstration de la formule de Mayer—Victoris résulte des rela—
tions (14), (15) et (16) : supposons que les coefficients constituent un corps; 

(‘) Voir aussi A.-H., Anhangzum 1 I‘“ Kapitel.
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nommons p,,(â) le rang du groupe que forment les éléments à ;) dimensions
de a; posons v,,= p,,(9‘L); nous déduisons de ces trois relations les trois
formules

sh=‘lp+Pp($)i PP ('5)=?,,+ .p—Pp(’v)i PI'(D")=ŸP_VP+“

qui équivalent à l’ensemble des relations (12) et ( 13).
;

Nota. — Utilisons les notations du paragraphe 1 : par exemple êo. sera
l’idéal que constituent les classes d’homologie de E contenant chacune un
cycle ZF tel que |Z”|cO’=F’— F— = E— F”. Utilisons les symboles n et U
pour l'intersection etla somme de deux sous-groupes (‘ ); nous aurons

9l=60'n601; 50: &0/U50n; 5325p!fl5pfi ?:“:‘îFIU5FM

58. Inrsnsiacnon mm F’ ET PAR F” D’UNE CLASSE D’IIOMOLOGIEDE E. — Associons
à chaque classe d’homologie Z" de E l’élément (Z".F’, Z”.F”) de 547’+ 2î” ; nous

'

définissons ainsi un hommarphis—me de €: dans 5’+ $”. Le noyau de cet
homomorphismeest évidemment l’idéal 91 : â0.nëo… Nous nommerons $ le
transformé de C‘E— par cet homomorphisme : “$ est le sous-anneau de fF+ ff” que
constituent les éléments (ZF.F’, Z".F”). -

L’hypothèse que E est normal et que F’ et F” sont fermés permet d’établir
le lemme suivant.

LEMME 24. — Étant donné: un cycle Z"' de F’ et un cycle Z”" de F”, pour qu’il
existe un cycle Z" de F tel que

(17) Z’"w Z”. F’ dans F’ et Z”PN Z”.F” dans F”,

ilfaut et il sufit que

(18) Z’P.F … ”z… dans F.

Nota. — Ce lemme & pour corollaire immédiat la formule

57E= «‘:Ïprngrpn.

Démonstration. — Les relations (17) entraînent les relations

Z’P. F N ZP. F et Z””. F rv ZP. F,

donc la relation (18).
Réciprdquementsoient un cycle Z’" de F’ et un cycle Z”" de F” vérifiant (18).
D’après le lemme 2.3 il existe des formes de E, L’” et L”", telles que

l'!) … L’P. F et Z”P … L”P. F; 
..(1) La somme de deux sous—groupes d’un groupe abélien est le plus petit sous-groupe

les contenant.
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(18) s’écrit L'”.FN L”P.F; donc, d’après le lemme“)..2, il existe des formesLP“‘
et MP de E telles que

L'/'— UP: 'L/'—‘ + MP, où
| W lc O'+ O”;"

on peut effectuer une décomposition M": M"’— M”", |M"’|CO’, |M""|CO”;
on a

L’P+ M”P… L”P+ M’P dans E.

Fig. 12. ' /
La forme Z”: L’"+ M”" vérifie les relations

7æ.F’ N LH». F' … Z… et ZI». F” … <L"v+ M”’). w… w. w… 2%

cest—à—dire les relations (17); ces relations exigent que Z".F'=o et que
Z".F"_— 0, donc que Z”: 0: Z" est un cycle de E vérifiant les relations (17).

c. 0. r. D.

Ce lemme 24 permet de donner la deuxième défmztwn de 8 que voici :

$ est le sous—anneau de 97’+ 27” que constztuent les éléme'nts (Z’P, Z”P) tels que
Z'”.F f\J Z”".F dans F.

59. INTERSECTION pm F D’UN ÉLÉMENT DE 9“+ fî”. -— Associons a chaque
élément (Z'P, W”) de 5’+ ?” l’élément Z’P._F -—' Z”P.F de 5 ; nous définissons
ainsi un hommarphz‘sme de 5’+ €?” dans 5 qui respecte la dimension et les
relations linéaires, mais qui ne respecte pas la loi d’intersection. Son noyau
est‘â (cf. 2° définition de $). Le transformé de 5-"+ ?” par cet homomor-
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phisme est le sous—groupe ‘U de 5 que constituent les éléments
'

Z'P.F + Z”P.F (Z’Pe ?, z"pe 5”) ;

‘V est la somme de 57,” et $,…

60. DÉR1VÉE DANS E DES CLASSES n’nonomcm DE F. — Soit z" une classe d’homo-
logie de F; sa dérivée dans E est la somme d’une classe d’homologie Z”… de
l’intérieurde O’ et d’une classe d’homologie Z”P+" de l’intérieur de 0”; Z”…
et — Z'—’P+' appartiennent à un même élément de l’idéal 91 = & ,nëO"; la
correspondanceentre z" et cet élément de 91 est un bomomorpfic‘smede 57 sur 91
qui respecte les relations linéaires, mais qui, augmentant la dimension d’une
unité, ne peut respecter la loi d’intersection. Prouvons que son noyau est ‘Z’.

Il est évident qu’à z" correspond l’élément nul de 91 lorsque z"€rfi… ou
lorsque z"eŒ… donc lorsque zPe ‘U: %F,U â}…

Réciproquement, si à un élément :" de 97 correspond l’élément nul de "0,
c’est qu’il existe des formes L", L’!” et L"" de E telles que

_;p…u_F; LP=L'P+L”P; ]ÎJPICO'; lL”fl|c0”;
L””.F’ est un cycle de F' que nous nommerons Z’" et L’”.F” est un cycle de F”
que nous nommerons Z”"; on a

z” … Z’P. F + Z”P. Fe “0.

Tous les résultats u’énonce le n° 57 sont établis.CI

IV. _— Les pseudocycles.

Pour déterminer effectivement l’anneau d’homologie d’un espace, on utilise
les théorèmes 4, 5, 6, 7, 12 et 19, qui supposent cet espace normal et bicom—
pact. La structure des anneaux d’homologie des espaces non bicompacts les
plus élémentaires est sans doute compliquée : un segment de droite ouVert
possède des cycles non homologues à zéro de dimension 1. L’anneau des
pseudocycles d’un espace ne présentera pas ces inconvénients; il jouera par
ailleurs aux Chapitres VII et VIH un rôle fondamental.

Nota. — L’anneau des pseudocycles est vraisemblablement identique au
« groupe de Betti supérieur, interne » de M. Alexandrofl‘.

61. LES rssunocmrss D’UN ESPACE TOPOLOGIQUE. — Définition. — Nous nomme-
rons pseudocycle à p dimensions d’un espace topologique E tout opérateur Z"
qui associe à chaque ensemble normal et bicompact B de points de E une
classe d’homologiede B, que nous nommerons ZP.B, en sorte que la condition
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suivante soit vérifiée : si b est un ensemble fermé de points de B, on a
Z”.bœ(Z”.B). I) dans b. Pour exprimer que Z”.BND quel que soit B nous
écrirons Z"N 0.

Exemples. —— Si E est normal et bicompact, le pseudocycle Z” sera identifié
à la classe d’homologie Z”.E de E. Sinon, toute classe d’homologie Z” de E
définit un pseudocycleZ” “l' de E tel que Z” ‘”.B NZ"”.B quel que soit B,(Cette
correspondance entre Z” et Z”? constitue un homomorphisme de l’anneau
d’homologie de E dans « l’anneau des pseudocycles de E »); mais on peut
avoir Z”‘r;éo et Z”‘l‘œo (par exemple quand E est un segment de droite
ouvert) et tout pseudocycleZ”4' ne correspond pas nécessairementà une classe
d’homologie Z”.”

La détermznatwndes pseudocycles à 0 dimension est aisée : E est la réuni0n
d’ensembles eu deux à deux disjoints ayant la propriété suivante : pour que
deux points de E fassent partie d’un même eu il faut et il suffit qu’ils fassent
partie d’un même ensemble normal, bicompact et connexe de points de E;
soit Z°y°‘ le pseudocycle à 0 dimension qui est défini comme suit : Z°’“.BNB°
si B C e,; Z….Bœo si B.ea=o; le pseudocycle de E à 0 dimension le plus
général est 2 A,Z°-°‘.

Opérationssur lespseudocycles. — Z”| et Z”2 étant deux pseudocyclesde E,
'

A. et A2 étant deux coefficients, A. Z”" + A2Z/“2 sera le pseudocycle de E que
définit la relation

(A.Zm1+ A2ZP—2).B … A, zw. B + A.ZM.B.

Soient Z” et Z"! deux pseudocyclesde deux espaces de Hausdorff E et E’;
nous définirons le pseudocycle Z”>< Z"! de E >< E’ par la relation

(ZP>< Z’V).B … [(ZP.b) >< (Z’”.b’)].B,

où !) et b’ sont les projections respectives de B sur E et sur E’.
Soient Z” et Z"1 des pseudocycles de deux espaces topologiquesqE et E'; nous

définirons les pseudocycles Z”.Z"l et Z”.E’ de Î.E’ par les relations
(ZP.Z”I).b … (Z”.b).(Z“/.b),
(ZF.E’).b£Z”.b,

où !) est un ensemble normal et bicompact arbitraire de points de E.E’-. Les
_

pseudocycles d’un espace topologiqueconstituent donc un anneau hétérogène.
<p étant une représentation d’un espace topologique E’ dans un espace de

Hausdorfi‘ E et Z” étant un pseudocycle de E, soit b’ un ensemble normal et
bicompact quelconque de points de E’; q> (b’) est bicompact (A.-H., Chap. Il,
@ '2, n” l, théor. I) etnormal(A.—H., Chap. Il, @ l, théor. XIII); Z”.:p (b’) est donc
une classe d’homologiede cp(b’) ; 3 [ Z”.cp (b’)].b’ est une classe d’homobgiede b';
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.

nous définirons un pseudocycle go (ZP) de E’ en posant
—1 ——1

q>(ZP).b’w <P[Z"-e(b’>]—bï

En résumé les opérations sur l’anneau d’homologie que définit le n° 14
s’appliquent aussi à l’anneau des pseudocycles des espaces de Hausdorfi.

Propriétés de l’anneau despseud0cycles. — La notion de pseudocycle permet
de généraliser très aisément aux espaces de Hausdorfl' les théorèmes 4, 5, 6
et 7, qui ne sont applicables qu’aux espaces de Hausdorff bicompacts :

’

THÉORÈME 5 bis. — Si cp,.(æ') est une représentation de l’espace topologique E’
dans l’espace de Hausdorfl’ E, représentation dépendant continüment du para-
mètre a:”, qui est un point d’un espace normal, bicompactet connexe E" , et si Z"
est un pseudocyclede E, alors le pseudocycle—cp’æ.(ZP) est indépendant de a:”.

Démonstration.— Soit b’ un ensemble normal et bicompact de points de E’ ;

B = 2 <p,,.(b’) est un ensemble normal et bicompact de points de E; Z".B
æ'EE'

_est un cycle de B; d’après le théorème 5 (n° 19 bis) Î;ix.(‘ZP.B).b’ est une classe
d’homologie de b’ indépendante de ce”; or :dœ.(ZP).b’œËæ.(Z".B).b’; donc
’ël.(Z”) est indépendant de ce”.

Ce théorème a pour corollaire le théorème 6 bis.

Définition. — Nous nommerons pseudosimples les espaces dont tous les pseu—
docycles sont nuls, sauf ceux que définissent la classe d’homologie unité Z" et
ses multiples AZ°. —

THÉORÈME 6 bis. — Tout espace de Hausdorfl” homotope en lui—même à l ‘un de
sespoints estpseudosimple.

Exemple. — L’intérieur de la boule est pseudosimple.

De même on obtient aisément les propositions suivantes :

THÉORÈME 4 bis. — Tout espace de Hausdorfl a mêmes pseudocyles que son
produitpar un espace de Hausdorflpseudosz‘mple.

"

THÉORÈME 7 bis. — L’anneau des pseudocyles de E’ >< E” est le produit direct
de ceux de E’ et de E” , lorsque E’ et E" sont deux espaces de Hausdorfl’et que les
coeflïcients sont les nombres rationnels.

Soit k un complexe dont les supports sont des ensemblesnormaux, bicom-
pac—ts et simples de points d’un espace topologique E. Soit Z" un pseudocyle
de E; Z”.

| [:| est un cycle de | le
| ; son intersectionpar un cycle :, de lc appartient

Journ. de Math., tome XXIV. — Faso. 3, 19.15. 24
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(lemme 14) à une classe d’homologie de Ir bien déterminée, que nous repré-
senterons par le symbole Z". zq. .

Nous verrons que le théorème 19 peut être généralisé aux pseudocyles des
espaces topologiques (n° 62). Mais ni le théorème 12, ni le théorème 2, ni par
suite les théorèmes 8, 9, 10, H, ne semblent pouvoir être généralisés de la
sorte.

62. Vxmxsrt—z AUX pxnscaxpues [,—11 ET III DE ce cnmras. — Soit F un ensemble
fermé de points d’un espace topologique E; posons O=E—F. Désignons
par & l’anneau des pseudocyles de E, par 57 celui des pseudocyles de—-F;
l’intersection par F des éléments de 65 constitue un homomorphisme de &
dans 57; son noyau &, est l’ensemble des pseudocyles Z" de E tels que Z”.B
soit homologue dans B à un cycle étranger à F.B (B étant un ensemble
normal et bicompact quelconquede points de E); soit J*"E l’image de 6 dans 57
par cet homomorphisme. Nommons « pseudocyle de l’intérieur de O » tout
opérateur Z" qui associe à tout ensemble normal et bicompact B de pointsdeE
une classe d’homologie Z".B de l’intérieur de B.O (B.O étant considéré
comme un sous-ensemble ouvert deB), la condition (ZP.B).bNZP.b, si bCB,
étant vérifiée; tout pseudocyle de l’intérieur de O appartient à un pseudocyle
de E; cette appartenance est un homomorpht‘sme dans 65 de l’anneau @ des
pseudocyles de l’intérieur de 0; plus précisément, c’est un homomorphisme
de @ sur a,; son noyau @ est l’ensemble des éléments de (‘) qui appartiennent
à l’élément nul de &. Soit enfin 2” un pseudocyle de F; soit B un ensemble
normal et bicompact quelconque de points de E; la classe d’homologie z”.B
de F.B a pour dérivée dans B une classe d’homologie de l’intérieurde 8.0;
cette classe est l’intersection par B d’un pseudocyle de l’intérieur de 0 que
nous nommerons « dérivée de :P dans E »; cette dérivation est un homomor—
plusme defiJsur @; sonnoyau est 5E.

De l’existence de ces trois homomorphismes découlent des conclusions
analogues à celles qu ’énoncent les paragraphes I et Il : par exemple les
relations (1), (z) et (3) existent entre les anneaux de pseudocyles que nous
venons de définir; lorsque E est pseudosimpleon a la relation (5), qui est une
généralisation du théorème d’Alexander, sans doute équivalente à celle que
M. Alexandroff nomme théorème de Kolmogorofl'; le théorème 19 devient le
théorème suivant:

THÉORÈME 19 bis. — Soient un espace de Hausdorfl E et un ensemblefermé F
de points de E. Supposons E homologue à F dans E. [Ou plus généralement
supposons qu’il existe une représentation %(a:) de E dans E qui possède les
propriétés suivantes : o..(æ) dépend continûment du paramètrex” qui est un
point d’un espace normal, bicompact et connexe E”; pour une valeur particu-
lière de x”, (p,…(æ) est la représentation identique de E sur E; pour une autre
valeur de w”, (p.,...(æ) est une représentation de E dans F]. Alors l’intersection
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par F définit un isomorphisme de l’anneau de: pseudocycles de E sur l’anneau
de: pseudocycles de F.

Remarque 1. — Ce théorème permet de déterminer effectivement l’anneau
des pseudocyles de E lorsqu’on peut choisir F convexoïde, car alors les
théorèmes 12 et 15 permettent de déterminer l’anneau d’homologie de F, qui
est l’anneau des pseudocyles de F (exemple : E est l’intérieurd’une couronne,
d’un tore; F sera un cercle).

Remarque 2. — Quand E est normal et bicompact, l’anneau des pseudo—
cycles de E,.de F, de l’intérieur de O..., est identique à l’anneau d’homologic
de E, de F, de l’intérieur de O....

Remarque 3.“ —— Le paragraphe III peut de même être transposé aux anneaux
de pseudocyles. .

CHAPITRE V.
LES MULTIPLICITÉS.

I. — Généralité sur les multiplicités.

65. DÉFINITIONS. —— Soit M une multiplicité à N dimensionsde bord M : ceci
signifie que M et M sont deux polyèdres, M appartenant à M; que chaque
point de M — M possède dans M un voisinage homéomorphe à l’intérieur de la

-boule à N dimensions (æÏ+æî+ . æ3<1); et que chaque point de M
possède dans M un voisinage homéomorphe à l’ensemble défini par les rela—
tions æï+æ:+ . . . æä< I, x.èo, les points de M situés dans-ce voisinage
ayant pour images les points de cet ensemble qui vérifient la relation a:. = O.

Supposons M dfi’érentiable : il est possible de définir dans M l’angle de deux
directions issues d’un même point, en sorte que cet angle soit une fonction
continue de ce point et de ces directions.

_Envisageons une subdivision (‘ ) du polyèdre M en cellules convexes, à au
plus N dimensions, telle que l’intersection de deux de ces cellules soit vide ou
soit une cellule convexe à moins de N dimensions; nous nommerons |X'“°‘{
celles des cellules convexes à N-p dimensions qui entrent en jeu dans cette
subdivision et qui n’appartiennent pas entièrement à M. Introduisons des
éléments X'“ constitués chacun par l’une des cellules |X'““[ et par un sens
d’orientationd’un élément de variété à p dimensions complètement orthogonal
à |X"*“| : cette orientation sera pratiquement définie par la donnée, dans un
certain ordre, de }) vecteurs orthogonaux à |X'”| et linéairement indépen— 

(.’) A.-H., Chap. Ill, 52, Unterleilung. .
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dants; — XP’°‘ sera l’élémentqui se déduit de X‘“ en remplaçant cette orien—
tation par l’orientation opposée. Soient |X"+"’| ceux des |X"+"B| qui font
partie de la frontière de la cellule convexe

|
X'“°‘ |; convenons de définir l’orien-

tation de X"’f“‘A par la donnée d’un vecteur orthogonal à |X'”“’|, situé”
dans |X/”°‘| (donc orienté vers l’intérieur de cette cellule) et des p vecteurs
attachés à X"’°‘ë nous aPpellerons dérivée de l’élément X“ la formelinéaire

p,a_ j p+1,)…
’

X _ X .
).

on vérifie aisément que (X'“°‘)': 0 : les X'“°‘ constituent un complexe
concret (n° 7). Tout complexe ayant une telle structure sera nommé dallage
de M.

_

Nous dirons que deux dallages de M, K et K’, d’éléments X'““ et X’“5, sont
en position générale l’un par rapportàal’autre lorsque chacun des ensembles
|X"0‘|. |X’”5| ou bien est vide, ou bien est une cellule convexe à N —p_—q
dimensions, n’appartenant pas entièrement à M. Introduisons des éléments
—X"“.X'l’’ constitués chacun par l’une de ces cellules |XP’“ |. |

X"1’’3| et par celle
des orientations de l’élément de variété complètement orthogonalaà cette
cellule que définissent les }) vecteurs attachés à X'““ et les q vecteurs attachés
àX’" 5. Ces éléments X"“ _qu, @ constituent un dallage;on vérifie aisémentque

Xp»°t_ X'v»?: (_ 1)P'I X'f/:B, XM“; (XML, X'%B )-: XP#_ X'q»$+ (_ ;)pXP»°‘_'XM»? ;

ce dallage est donc l’intersection des deux dallages K et K’, au sens de la défi-
nition générale de l’intersectiondes complexes concrets (n° 8).

Soit m une multiplicité à n dimensions, appartenantaaM et de bord m.
Soit K un dallage de M d’éléments X'“"". Nous dirons que K et m sont en
position générale l’un par rapport à l’autre lorsque chacun des ensembles
|
X'”

|
.m ou bien est'vide, ou bien est une cellule convexe à n —p dimensièns,

n’appartenant pas entièrement à m. Introduisons des éléments X'”.m consti-
tués chacun par l’une de ces cellules convexes et par celle des orientationsde
l’élément de variété de m, complètement orthogonala

|
X'” |. m, que définissent

les projections sur m desp vecteurs attachés‘a X'”. Les X"°‘.m constituent un
dallage de m : c’est l’zhtersectionparm du dallage K, vu la définition générale
de l’intersection d’un complexe concret par un ensemble (n° 8).

64. Les DALLAGES SONT DES couvnarunns. —— L’objet de ce numéro est d’établir
la proposition suivante : Tout dallage K d’une multiplicité diflérentiable M est
une couverture de M. D’après le théorème 12 (n° 28) cette proposition a pour
corollaire la suivante : les classes d’homologie de M sont identiquesà cellesde K.
Soit N la dimension de M; nous ferons l’hypothèse que ces deux propositions
sont applicables aux multiplicités m à N — 1 dimensions. Tout dallage possède
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manifestement… un cycle unité; il s’agit donc de prouver que l’intersection de K
par chaque point a: de M est un simplexe; nous distingueronstrois cas.

. a. Cas où a: est étranger à M et aux divers |X“’°‘|. — Nous pouvons tracer
dans M une multiplicité m à N —1 dimensions qui contienne a: et qui soit en
position générale par rapport à K; K.m est identique à K.m.x. Or K.m est
un-dallage, donc une couverture de m; par suite K.m.x est un simplexe.
Donc K.æ est un simplexe.

'

b. Cas où west l’un des points |X"’°‘|. — Soit v un voisinage de «:=
| X“”|

ayant les propriétés que voici-.' v est homéomorpheà une boule à N dimensions;
la frontière m de v est homéomorphe à une sphère‘& N — 1 dimensions, m est
une multiplicité de M, en position générale par rapport à K; v et m sont
étrangers à tousles |X" “| qui ne contiennent passe; mrencontretous les |X"“ |
qui contiennent æ, sauf |X‘“|. Par hypothèse K. m a les mêmes classes
d’hômologie, AZ0 et AZ““‘, que la sphère m; or le complexe abstrait de K.x
s’obtient en adjoignant aux éléments du complexe abstrait de K.m un élément
à N dimensions, qui est la dérivée de chacune des formes de K.m qui consti-

, tuent la classe Z”“‘; donc K.m est un simplexe.

0. Cas où ce est un point de M. — Soit v un voisinagede x ayant les propriétés
que voici: la frontière m de v est homéomorphe à une boule à N — 1 dimen—
sions; m est une multiplicité de M, en position générale par rapport à K;
les |X‘” |

que m rencontre sont ceux auxquels se appartient. Puisque m est
simple, K. m est par hypothèse un simplexe. K.x, qui est isomorphe‘a K. m,
est donc un simplexe.

65. ANNEAU D’HOMOLOGIÉ D’UNE MULTIPLI(IITÉ.M A N DIMENSIONS. — Puisque tout
dallage ”d’une multiplicitéconstitue une couverture à supports simples de cette
multiplicité, la connaissance d’un dallage d’une multiplicité permet de
construire l’anneau d’homologie de cette multiplicité, par application du
théorème 15 (n°3 56 et 57). En pratique, il sera souvent plus commode d’uti—
liser seulement le théorème 12 (n“ 28). d’après ce théorème les classesd’homo-
logie d’une multiplicités’identifient aaa: classes d’homologied’un quelconquedes
dallages de cette multiplicité;on déterminera la loi d'intersectionde ces classes en
construisant deux dallages de la multiplicité, en position générale l’un par
rapport à l’autre, et l’ intersection de ces deux dallages.

De cette construction résultent les p1op051t10ns suivantes :

a. Cycles de M de dimensions supérieures ou égales à N. ’— Tout cycle de M
à plus de N dimensions est homologue à zéro. Si M #0, tout cycle de M à
N dimensions est homologuea‘azéro. Si M=o et si M n’est pas orientable,
M possède une classe d’homoloaie non nullea N dimensionsZ”: on a 2Z”œo.
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Si M := o et si M est orientable, M possède des classes d’homologie à N dimen—

sions, qui sont les multiples AZN d’une classe Z“; AZ“9£J 0 51 A# o.

b. Identité du groupe d’homologie B" et du groupe de Betti (') bN_,, de M,
quand M = o (cf. n° 59, remarque 2). Supposons M = o. Supposonsou bien-
que M est orientable, ou bien que les coefficients utilisés sont les entiers mod 2.
Soit K un dallage de M; notons le complexe K en notation inférieure (n° 50),
c’est—à—dire écrivons xN_p,a au lieu de X"=°‘; K devient un complexe le qui vérifie
les conditions a, b, c, d du n° 59; les cycles d’une classe d’homologie ZP'°‘ de K
deviennent les cycles d’une classe d’homologie zN_p,a de le; or les ZF,“ sont les
éléments du groupe d’homologie B" de M, les zN_p,a sont les éléments du
groupe de Betti bN_p de M,nous venons donc de construire un isomorphisme
de ces deux groupes; pour exprimer que Z"y°‘ et zN_,,,a se correspondentpar cet
isomorphisme, nous écrirons (en utilisant une notation utilisée au n° 40 dans
un cas analogue)

ZP>°‘
5N_p’a N Îfi' ,

ZN étant celle des deux classes i ZN de BN qui correspond àla classe 1 de 60“
On établit aisément les formules analogues à (57) (n° 40)

EApZ/“Æ
Zr»B @

. Zf/ Zf.Z« ZN(19) EA5ÎNî_; Zr-'z—NNÎ; ?“
P .

 
   

c. Dualite' de B" et bp. — D’après la remarque l du n° 39, b,, est le groupe
des caractères de BP. Donc, en vertu des théorèmesde dualité de M. Pontrjagin
(A.—H., Anhang., I., g 5, n° 66, cas oc et y), BP et b,, sont isomorphes,quand les
coefficientsutilisés sont les rationnels ou les entiersmodm. D’où” :

'

THÉORÈME DE nusurÉ DE pomcmmi. — Si M est une multiplicité crientable et
close (M = 0), alors

1° les pièmes et (N —p)ièmes nombres de Betti de M sont éÿauæ;
2° les pièmes et (N —p)ièmw groupes d’homôlogie de M sont isomorphes,quand

les coeficients sont les entiers modm. ' '
‘

Si M est une multiplicité close (orientable ou non) et si les coe_fiicientssont les

entiers
mod2, alors les p‘èmes et (N —p)ièmes groupes d’homologie de M sont

isomorphes.

' (‘) Notre définition des gr0upes- de Beni des polyèdres (n° 39, remarque i) équivaut
à celle qu’utilîsc A.-H. -

"
_
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Remarque 1. -— Supposons M;£o. On peut définir de même un isomor—
.'

. p ' I !
ph1sme zN_,,N % entre les classes d’homolog1e Z" de M et les elements zN_,, du
« groupe de Betti de M modM » (ou relatiœmentàM:cfA.-H.,Relalivzykiw),
Le théorème de Poincaré ne vaut plus. Mais d’après le théorème 19 bisl’anheau
d’homolog'ie de M est identique à l’anneau des pseudocycles de l’en semble
ouvert 0: M —— M, auquel s’applique la généralisation du théorème de
Poincaré qu’établit le numéro suivant. —

Remarque2. — La construction de l’intersectionde deux classes d’homologie
de M au moyen de deux dallages en position générale (début de ce numéro),

uand on écrit ces dallages en notation inférieure, s’identifie à la définition
classique de l’intersection de deux éléments du groupe de Betti (A.—H.,
Chap. XI, € I) dans les deux cas où il est possible de définir l’intersectiondes
éléments du groupe de Betti : le cas où les coefficients sont les entiers mod 2 et
le cas où la multiplicité est orientable. Il en résulte que l’intersection des

-. . Z"‘P * Z“"" ' ZN—P,ZN—v
deux éléments du groupe de Be… z,,m Z“ et z,,m? est z,,…_,œ _Z_N—'J

 
766. DOMAINE D D’UNE MULTIPLIClTÉ M A N DIMENSIONS. — Indiquons sommai-

rement comment les conclusionsdu numéro précédent peuvent être étendues
à un domaine D de M.

En précisantconvenablement le lemme 8 (n° 17), on établit, les propositions
suivantes : Toute classe d’homologie de l’intérieur de D contient des cycles
appartenant à des dallages de M. Étant donnés deux tels cycles, Z"" et Z""",
appartenant à une même classe d’homologie de l’intérieur de D, on peut
trouver une forme L"“1 dont le support est intérieur à D, qui appartient à un
dallage de M et qui vérifie la condition ll”*‘œZ'“l —— ZI“. .

On tire de ces propositions les conclusions suivantes :

a. Cycles de l*intéfieur de D de dimensions supérieures ou égales à N. -—-— Tout
cyclede l'intérieur de D à plus de N dimensions est homologue à. zéro. Si D
contient des points de M, tout cycle de l’intérieur de D à N dimensions est
homologue à zéro.

S_i D ne contient pas de point de M et si D n’est pas orientable, l’intérieur
de D possède une seule classe d’homologie à N dimensions non nulle, Z“;
on a 2Z"mo,

Si D ne contient pas de point de M et si D est orientable, l’intérieur de D
possède des classes d’homologie àN dimensions, qui sont les multiples AZN
d’une classe Z“; AZ“$o si A # o.

b. Identité du grqupe d‘homologa‘e B” de l’intérieur de D et du groupe de
Bam‘ b…, de D, quand M.D = o. «— Supposons que D est orientable, ou bien

\ que les coefficients sont les entiers mod 2— En écrivant les dallages K de M en
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notation inférieure on obtient des complexes k vérifiant les conditions a, b,

c, d du n° 59; on transforme ainsi les classes d’homologie de l’mtér1eur de D
en éléments du groupe de Betti de D (pour la définitiondu groupe de Beni
de D, voir A.—H., Chap. IV,_@ 1, n° 9); cette transformation constitue un 1so
morphisme du groupe d’homologie BP de l’intérieur de D et du groupe de
Betti bN_p de D; pour exprimer que les éléments ZP de BP et zN_p de .bN_p se

correspondent, nous conviendrons, comme au numéro précédent,d’écnre
ZP

s…… ?
les formules (19) valent à nouveau.

0. Dualité du groupe 03P des pseudocycles à p dimensions de D et du groupe de
Betti bp de D, lorsque les coeficients sont les rationnels ou les entiers modm. Dire
que ces deux groupes sont duals (A.-H., Anhdng I, g 5, n° 64), c’est affirmer
les deux propositions suivantes :

a.
'

Si ZP est un pseudocycle de D tel que Z”r;é 0, il existe un élément z”
de b,, tel que ZP.zpçéo; -

@. Si z,, est un élément de b,, tel que z,,çéo, il existe un pseudocycleZ” de D
tel que ZP.zpçé o.

Démonstration de ou.
— Puisque Z"r;é 0, on peut trouver un ensemble

bicompact @ de points de D tel que ZP.Bçéo; il existe un polyèdre P tel
que BcPcD; on a Z”. Pçéo; d’après la remarque 1 du n° 59, il existe un
élément z,, du groupe de Betti de P tel que ZP.zpçéo; z,, constitue a fortiori
un élément du groupe de Betti de D; la pr0position et est donc exacte .*

Démonstration de Q. — Soit z,, un élément non nul de b,,; soit P… une suite
de polyèdres possédant les propriétés suivantes :

z,, appartient au groupe de Betti de P…; P…_…cP…; lim P… = D. D’après. V+uo
la remarque 1 du n° 59, puisque z,,r70 0, il existe des classes d’homologieZ”‘”'°"
de P… telles que Z””’°‘.z,,r;00; on en déduit aisément qu’on peut trouver une
classe d’homologie Z”"' de P… possédant les propriétés suivantes :

.
Z’”"- ZpOÔ 0; Z”"’“‘ ,; ZP’V-Plv—w

Ces Z'“" définissent un pseudocyèleZ" de D; ZP.zpçéo : la proposition @ eSt
établie.

Les résultats lobtenus, complétés par le théorème de dualité de Pontrjagin
(A.—H., Anhang 1, g 5, n° 68) fournissent la conclusi0n suivante :

'

GÉNÉRALISATION nu THÉORÈME DE DUALITÉ DE POINCARÉ. — Supposons M.,D vide.
Choisùmns comme coeficzènts' les entiers mod 2 ou bien, quand D est orientable,
les entiers mod_m ou les nombres rationnels. Alors lepièm groupe d’homologie B“;
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de l’intérieurde-D‘et le groupe $“" des pseudocycles à 1) dimensions de D sont
duals: ils sont donc isomorp/æs quand l'un d ’euæ a une. basefinie.

Remarque 1. — Quand B: M, B” et W s’identifient au pième groupe
_ d’bomologie de M et le théorème précédent s’identifie donc au théorème de

dualité de Poincaré.
Remarque2 — Un autre théorème de dualité de M. Pontrjagin [The theory

of topologæcal commutatz‘vegroups (Annals of Math., t. 35, 1934, p. 361-388,
th. 5)] permettrait, sans supposer que BP ou 03"“P a une base finie, d’affirmer
que B” est le groupe des caractères de 03““" et vice versa, à condition toutefois
d’employer des coefficients convenables, qui ne constituent plus un anneau,
ce qui nous empêcherait de définir l’intersection des cycles et celle des
pseudocycles.

d. Cas oû B: M—— m, m étant une multiplicité à N — 1 dimensions. —
Supposons M close. Soient Az“‘l et AZN les classes d’homologie de dimen-
sions N —1 et N de m et de l’intérieur de D. Soit A, ZN la dérivée de z“"‘
dans M. On constate aisément que le groupe des classes d’homologie à

'

N dimensions de'M s’obtient en assujettissant celui de l’intérieur de D à la
relation A,Z“mo; donc A.,: 0 si M est orientable; A,=+ 2 si M n’est pas
orientable. En d’autres termes: la dérivée de z:“'1 dans M est nulle quand M est

orientable, est + 2ZN quand M nc’st pas orientable.

Èæemples. — 1° D est l’intérieur d’un anneau circulaire (fig. 13). D est
orientable. En vertu du théorème 19 bis (remarque), les pseudocycles de D

Fig. 13.

sont les multiples A‘5" du pseudocycle 5° que définit un cycle unité et les
multiples A5‘ du pseudocycle 5‘NL‘.D, L' étant la forme de D dont le

support est représenté ci-contre (|L' ch), Aÿ°çéo et Aä‘ryéo si A #0.
Journ. de Math., tome XXIV. — Fasc.3,1945. 25
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Les classes d’homologie de l’intérieurde D sont les multiples AZ“ et AZ‘ dela
classe Z2 et de la classe Z‘ qui contient le cycle représenté ci—contre; AZ°çéo
etAZ‘çéosiA;£o;ä‘.Z‘œZï

‘

2° D est “l’intérieur d’une bande de‘Môbius : conclusions analogues aux
différences près que voici : D n’est plus orientable; la classe Z1 ne difl’ëre de
zéro que si les coefficients sont les entiers mod2v; 2Z‘No; 2Z’œo;
“? . )mZ" si v est impair; ‘5‘.Z‘mo si v est pair. '

Il, —— Exemple des espaces projectü's.

Soit P"“ l’espace projectif à N dimensions; soit P‘“““ un hyperplan à
N — 1 dimensions de P…; nous allons, par un procédé récurrent, déterminer
l’anneau d’homologie de P…, tout en précisant la position de P‘"““ dans P‘”’.

_

Notations. -— Nous définirons la structure d’un anneau d’homologîe par
l’énumérationde ses éléments et l’énoncé des relations ne résultant pas d’elles—

° mêmes de cette énumération : par exemple, pour désigner l’anneau dont
les éléments sont Z2 et AZ“, vérifiant les relations 2Z”NO, AZ’QÛO si
A;£o, Z2.Z“’œo, Z”.Z“ryo, Z‘*‘.Z“œo, nous nous contenterons de dire :
l’anneau {Z’,' AZ“ }.

67. APPLICATION DES CONCLUSIONSun PARAGRAPHE I ou CHAPITRE IV. — Les deux
numéros précédents permettent d’appliquer le paragraphe 1 du Chapitre IV à
la figure que constituent un eSpace projectif à N dimensions E==P“" et un
hyperplan à N — 1 dimensions F: P‘N_” de cet espace; 0 = E —— F est homéo—
morphe à l’intérieur de la boule à N dimensions. Nous distinguerons le cas
N pair et le cas N impair.

a. La figure que constituent E = P“-’"‘, F = P‘""'“. — E est une multiplicité
non orientable et F est une multiplicité orientable; donc, d’après le n° 65 a,
les éléments de dimension 2n de & sont Z”" et les éléments de dimension
2n—1 de 5 sont A:“"**. D’après le n° 52 et la remarque 2du n° 47, (9 est
l’anneau {ACM}; d’après le n° 66 6.1, €} est l’idéal {2AÛ”}. Il résulte de ces
faits, d’après la relation (a) 650 % (9/9, que &, est l’anneau { Z’" }.

D’après le n° 48, :’îE se compose des éléments de ?? dont la dérivée dans E
est l’élément nul de 9; donc, vu le n° 66 d, 3% se compose des éléments de 5
de dimensions inférieures à 2n——-I et des éléments Az‘”'““ tels que 2A=o;
cette relation 2A=o n’est d’ailleurs vérifiée que si les coefficients sont les
entiers mod 2v et si A = v.

De cette structure de Evo et de Æ, le n° 46 nous permet de déduire que & se
compose des éléments suivants :

1° un élément Z" (vérifiant les relations aZ’"œo et Z“. Fœo);
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: 12° si les coefficients sont les entiers mod 21» un élément Z"”' " (vérifiant les

relations 2Z’"' NO et Z“-‘"*‘.Fmr:““);3“ enfin des éléments Z"Ë de dimensions q_4_2n—— 2, tels que les Z”’F
soient les divers éléments de €? de dimensionsq4 2n —— 2.

b. La figure que constituent E= P(‘-’"+'ï et F: P…”. — E est une multipli—
cité orientable, F est une multiplicité non orientable, donc, d’après le n° 65 a,
les éléments dediménsions 2n + 1 defi» sont AZ'—’"*' et les éléments de dimen—
sion 2n de 5 sont:“. .'

Fig. 14.

’Ï(x)
indice+ 1

-..-—,...indice‘- !

 
(,

.---.....-..--.--------.-.----9 g...—“.-."...

D’après le n° 52 et la remarque ?. du n° 47, @ est l’anneau { AZ“… {. D’après
,le n° 66d, @ est vide; (3) s’écrit donc 5 = $.. et (2) s’écrit @ g 630 : &. est

_ _
l’anneau {AZ’"*‘ }. D’après (1) & se compose donc des éléments suivants :

1° AZ’"“; 2° des éléments Z“3 de dimensions qézn tels que les Z'l—3.F
soient les divers éléments de %

On déduit par récurrence de ces résultats les conclusions suivantes :

ou. Classes d’hômologz‘e de dimensions pàires. — P“" ne possède pas de classe
d’homologie Z” (autre que Z°) quand les coefficients sont les rationnels ou les
entiers mod2v+ 1. Si les coefficients sont les entiers ou les entiers mod2v,
P‘t" possède, quel que soit 2pé N, une classed’homologie unique Z‘f”'; 2Z‘”’mo;

'
Z’P contient des cycles qui sont chacun la somme d’éléments distincts d’un
dallage de P…), les supports de ces éléments constituant un hyperplan à
N — 2}; dimensions; si F= P“’" est un hyperplan quelconque deP‘“’, sa classe
_d’homologie de dimension 2pén est Z"".F.

(3. Classes d’homologie de dimensions impaims. -— D’une part les classes
d’homologie de P(°"+'> de dimension 2n+1 sont AZ”'*'. D’autre part P“‘" ne
peut posséder de classe d’homologie Z”"*‘ telle que 2p + 1 < N que si les coef—
ficients sont les entiers mod 21». Dans ce cas PW possède quel que soit
2p+I<N une classe d’homologie unique Z°"“; 223P+‘N0; Z”"*‘ contient
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des cycles qui sont chacun v fois la somme d’éléments distincts d’un dallage de
P…, les supports de ces éléments constituantun hyperplan à N — 2p— 1 dimen-
sions; si F= P‘°" est un hyperplan quelconquede P‘”’ sa classe d’homologief de
dimension 2p+ 1 < n est Z°P+' .F; si F = P""+" est un hyperplan quelconque
de P‘”’ et si ses classes d’homologie de dimension au +1 sont A3°”"”, on a
Z?n+l_FNvz2n—H'

‘

68. APPLICATION DES CONCLUSIONS DU PARAGRAPHE I _DU CHAPITRE V. — Le n° 67
permet de déduire de la loi d’intersection qui règne dans l’anneau d’homologie
de P‘”““ la loi d’intersection qui règne dans l’anneau d’homologie de P‘"’,
exception faite de la loi qui permet de calculer les intersections Z”.Z““”. Or le
n" 67 a montré que la classe Z” (et la classe Z”“”) contient un cycle constitué
par 71 fois (p. fois) la somme d’élémentsdistincts d’un dallage, les supports de
ces éléments constituant un hyperplan à N —p (àp) dimensions :, nouspouvons
supposer que ces deux cycles appartiennent à deux dallages en position géné-
rale l’un par rapport à l’autre; il suffit d’envisager comme au n° 65, l’inter—
section de ces deux dallages pour conclure Z".Z”“”œMLZ".

D’où, par un raisonnement demécurrence, les résultats suivants :

Si les coefficients sont les entiers ou les entiers mod2v, Z“Wv(—Z°)”[où (Z’ )”
est l’intersection de }) classes identiques à Z°]. -

Si les coefficients sont les entiers mod2v :

Z‘2p+1_Zflf/NvZN, quand 2p+2q+l=N, °

Z’P+i. Zî'l … Z‘1P+27+1, quand 2}? + 2q + 1 < N,
enfin

Zïp+t_ Z2q+t N 1,‘2(Z-2 );H—q-I—t ;

en tenant compte de la relation 2Z2r\ 0 on donne à cette dernière relation la
forme suivante:

si P est pair,, ZW+î,Z‘£//+l … 0,

si v est impair, Z‘-’l"*".Z°'l+1 N (Z‘-’)P+ll+i_

69. CONCLUSIONS. — Cas où les coeflîcients sont les rationnels ou les entiers
mod2v+ 1 :'

L’anneau d’homologie de P("" est { AZ°.}
L’anneau d’homologie de P…“… est {

AZ°, AZ”… }.

CdS OU [63 coeficzents sont les entiers.
L’anneau d’homologie de P‘°"’ est {

AZ°, Z“, (Z°)‘-’, (Z‘-’)°,. .., (Z’)”}.
L……dhomologiede P esté AZ°. za. (Zea, «Za>a. . . . ,<za>a,…… }.

Soient Z2 et z'" les classes d’homologie de dimension 2 de P‘"’ et de son
hyperplan F; on a z‘-’œZ’.F.
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Cas où les coefiîcientssont les entiers mod2v, \) étant impair :
' L’anneau d’homologie deP““" est{ AZ“, Z', (Z‘)°, (l')“, . . .,(Z')““', (Z')“}

L’anneaud’homologie de P""*“ est { AZ“, Z”, (Z‘)°’, (l')“, (Z‘)’".AZ“”*’ },
Où (ZI )2n+lN vZ2n+l _

'

Soient Z' et 21 les classes d’homologiede dimension 1 de P‘"’ et de son hyper—
rpl&n F, on a z‘rvZ‘.F.

Cas où les c0eficients sont les entiers mod2 v, v étantpair :

L’aimeau d’homologie de P“… est
. {AZO’ ZI, Z!) ZI.Z2, (Z2)2, ZI.(ZË)2, (Z? )3J . . ., ZI.(Z2)IL—I, (Z‘Z )n ;,

\ou (Z’)! N O.

‘
. L’anneau d’homologiede P‘”"*“ est

{AZO, Zi, Z2’ Zl.z2, (Z!)2} Zl.(ZÎ)2, (Z2)3, . . ., Z1.(Z2)n—1, (Z: >") AZ2n+l ;,

(Z’)2NO, Zi.(zz)nNvZ2n+i_

Soient Z‘ et Z“, 51 et 32 les classes d’homologie de dimensions 1 et 2 de P‘-”’
et de son hyperplan F; on a

51 … Z'.F, ‘z2;v Z2.F.

III. — Nombre des domaines en lesquels un ensemble fermé de points
d’une sphère décompose cette sphère, d’après un Mémoire de
M. H. Hopf (‘).

70. Soit E: S‘… la sphère à N dimensions; soit F un ensemble de points
de S‘“; D=E—F se compose de d domaines disjoints Da, d pouvant être
infini. Soit 021 l‘anneau d’homologie de l’intérieur de Da; (9 est la somme
directe des Œa(n° 50, mm.). D’après le n° 66 a, le groupe des éléments de
dimension N de CD“ est {AÛ’°‘ }; tout élément de dimension N de 0 peut donc

être mis d’une et d’une seule façon sous la forme EA..Z“’°‘, le nombre des A..
. 1

non nuls étant fini; les éléments de dimension N de Qi sont ceux de ces éléments

qui vérifient la condition 2A..: 0; enfin &, est l’anneau {AZN }.
a 

(’) Systeme symmetrischer Bilineaformen und eu/clidische Modelle der projektiven
Räume, Satz Il’ (Vierteÿ'ahrssehrifl der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich,
t. 85, 1940, pp. 165-177).
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Dont:, d’après (3), le groupe des éléments de dimension N ——1 de 57 est la
somme directe de d — 1 groupes isomorphes à celui des coefficients; l’élément
général de ce groupe peut être représenté parune expression 2A,z““"°‘, où

a ‘

ZA“: 0; d’autre part, d’après (2) et (3), il existe un isomorphisme entre le
\

groupe des éléments de 5 de dimension p et le groupe des éléments de (Ode
dimension p+1, pour 1_4_p é-N —2; or 0 est la somme directe des Ü)“;
donc le groupe des éléments de £!" de dimensions p compriSes entre 1 et
N — 2 ( répéN —2) est la somme directe de d groupes $"“; 5“ se compose
de ceux des éléments de 317 qui ont une dimension positive et dont la dérivée
dans E appartient à (D“; donc, d’après le n° 50, 51 est un sous—anneaude %;
l’intersection d’un élément de 83 et d’un élément de 53 appartient à la somme
317“ U Œg de SF“ et 873 si la dimension de cette intersectionestinférieure à N —— 1;
si cette dimension est N — 1, cette intersection est un élément du type
A(z”””°‘ —— z”“'“*"’).

En résumé nous obtenons le théorème suivant, que M. H. Hopf avait prouvé
dans le cas où les coefficients sont les entiers mod2 et dans le cas où F est une
multiplicité orientable. ‘

THÉORÈME 20. —— Soit F un ensemble fermé de points d’une sphère à N dimen-
sions, qui décompose cette sphère en (! domaines; l’anneau d’h0mologie 237 de F
est la somme directe des groupes suivants :

'

I° le groupe des éléments de dimension nulle de 1";
2° d sous—anneaux :$?“ de JT, dont les éléments ont des dimensionsp comprises

entre 1 etN — 2 ([ épéN— 2);
3° le groupe des éléments de dimension N —— 1 de 5 , qui est constitué par des

' ' _N_ , ‘ _ _ _
\ .

elements du type 2 Aug, ‘ “, ou 2Aa_ o, et qui est donc la somme directe de
a a

d — 1 groupes identiques à celui des coefficients,

L’intersection d’un élément de SR par un élément de 3173 appartient à $"“ U 53 si
sa dimension est in_] e'rieure à N — 1, est du type A(z”“"“— :”“"*3) si sa dimension
est N — 1. '

Communs 201. —— Si F n’a pas de classe d‘homologie de dimension N — 1,

alors 0 = E —— F est connexe.
'

COROLLAIRE QD,. — Si F est homéomorphe à une sphère à N -— 1 dimensions,
alors 0: S‘“ —- F se compose de 2 domaines (théorème de Jordan-Brouwer,
voirA.—H.). -
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COROLLAIRE 20… — F ne peut être homéomorp/ze au plan projectif à N — 1

dimensions P‘”““ (H. Hopf).

Démonstration. — Choisissons comme coefficients les entiers mod2; P“‘*l
possède un cycle unique à une dimension 51; si P…““ était homéomorphe à un
ensemble de points de S‘“, 51 devrait appartenir à l’un des 5… ce qui est
impossible puisque (z‘)”“‘çéo. -


