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THÈORIES DES FONCTIONS ET DES 0PÉRATEURS DE L’ESPACE-H1LBERTŒN‘. 71\ 
La théorie des fonctions et la théorie des opérateurs

de l'espace _hilbertien ;

PAR GASTON JULÏA .

INTRODUCTION.

L’étude de la représentationspectrale des opérateurs linéaires auto-adjoints
a permis d’étendreaux opérateurs non bornés de ce type les principales pro-
priétés des opérateurs bornés. Dans ce domaine il faut tout d’abord citer_les
travaux fondamentaux de Carleman « sur les équations intégrales singu—
lières », dont les résultats ont été repris par von Neumann sous la forme
géométrique directe donnée par Erhard Schmidt dans son Mémoire bien -

connu du Circolo di Palermo. Von Neumann a ensuite montré les difficultés
que pouvait soulever la représentationde ces Opérateurs par des matrices et il
a enfin montré comment les opérateurs fermés les plus généraux se repré—
sentent comme produit d’un opérateur auto——adjoint par un opérateur isomè-
trique borné; en particulier il a traité des opérateurs normaux hyper—
maximaux. Par ailleurs, F. Riesz a étendu aux opérateurs auto—adjoints non
bornés le calcul opérationnel, et ses élèves, en particulier Lorch, ont essayé
d’étendre la représentation spectrale en intégrale de Stieltjes, par ]introduc-
_tion de fonctions d’ensembles linéaires totalement additives substituées aux
fonctions d’intervalle. Ceci a été complètement réalisé dans les dix dernières
années par les mathématiciens nippons, dans une série de travaux remar—
quables, dont les derniers en date, à ma connaissance, ceux de Hidegoro
Nakano, présentent la théorie spectrale des opérateurs n0rmaux fermés hyper—
maximaux sous une forme à peu près définitive

,
Il faut remarquer cependant que dans tous ces travaux un rôle essentiel est

joué par la propriété hermitienne de l’opérateur, ou la propriété parente
lorsqu’il est normal, et la représentation spectrale ne peut plus s’effectuer
directement lorsque ces propriétés disparaissent. Par ailleursles domaines
d’existence y sont toujours définis par la convergence d’une intégrale de
Stieltjes, ce qui ne renseigne pas sur leur structure géométrique.

Cela m’a conduit à penser q _
encore à étudier: :?\.
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_1‘ Caractérisation des domaines d’existence des Opérateurs linéaires non
bornés;

'

2° Représentation de ces opérateurs dans tout leur domaine d’existence,
par des moyens analytiques simples s’appliquant aussi bien aux opérateurs
auto—adjoints normaux qu’aux autres, puisque la représentation par matrices
se révèle insuffisante.

Dans ces deux préoccupations,on reconnaîtra sans peine les préoccupations
de quelqu’un qui, dans le cours de son existence mathématique, a beaucoup
étudié les fonctions analytiques d’une ou plusieurs variables, lesquelles sont, à
l’heure actuelle un des modèles les plus achevés de la recherche mathéma—
tique. A la lumière de ces préoccupations, j’ai étudié la théorie des opérateurs,
et il me semble que les résultats déjà obtenus, s’ils ne donnent— pas la solution
complète des problèmes 1° et 2°, sont suffisamment intéressants pour faire
entrevoir une perspective d’arriver dans ces deux problèmes à des solutions
satisfaisantes. Je voudrais exposer brièvement quelques-uns de ces
résultats en insistant surtôut sur la marche des idées suivies, et en signalant,
chemin faisant,-les questions qui. se posent, et dont beaucoup restent“ à
résoudre. \

‘

Quelques idées directrices se dégagent de cette étude et je les place au débutpour qu’elles aidenta comprendre les faits que je vais exposer:

1° Les opérateurs bornés jouent ici le même rôle que les fonctions entières à
divers égards :‘ a, domaine d’existence identique à l’espace; b, convergence,
dans tout l’espace, de la représentation analytique, c, uniformité de l’opé—

rateur comme de la fonction. ‘

2° Les opérateurs non bornés jouent à divers égards le même rôle que les
séries entières à rayon de convergence fini.' a, domaine d’existence plus petit
que l’espace, b, convergence de la représentation analytique donnée dans un
noyau que l’on étend par prolongement convenable,c, analogie des opérateurs
fermés avec les fonctions uniformes et des opérateurs plus généraux avec les
fonctions multiformes.

3° Rôle des méthodes de sommabilité pour prolonger les représentations
dans les noyaux à des domaines plus étendus, et pour former des représenta-
tions valables dans ces domaines plus étendus.

4° Représentation paramétrique des opérateurs non bornés à l’aide d’opé—
rateurs bornés, comme on uniformise les ‘fonctions analytiques multiformes
par desireprésentaüons paramétriques à l’aide de fonctions uniformes.

!

1. Une première observation qu’on est conduit à faire, c’est le rôle que joue
un lemme analogueau lemme d’Osgood relatif aux suites de fonctions analy—
tiques; il permet la démonstration de plusieurs théorèmes fondamentaux de la



THÉORIES DES FONCTIONS ET 11155 0PÉRATEURS DE L’ESPACÈ HILBERTIEN. 7_3

théoriedes opérateurs bornés; ilpermet aussi des extensions utiles à des suites
plus générales, des suites d’opérateurs.

Rappelons ce lemme d’Osgood dans le cas d’une variable: Si une suite de .

fonctions f,,(z) holomorphes dans un domaine D, converge en tout point du
domaine, il existe un domaine D,, intérieur à D, où la suite est uniformément
bornée : |f,,(z)_| < M, pour vzeDo quel que soit_n. [Dans D,, la suite converge
uniformément vers une fonction analytique.]

La démonstration de ce lemme n’utilise en fait que deux propriétés : I° la
convergence desf,, en tout point de D; 2° la semi—continuité inférieure du
module d’une fonction analytique en tout point d’holomorphie. Par consé—

quent'le lemme peut s’étendre : 1° à toute suite de fonctionnelles convergeant
dans un domaine borné de l’espace hilhertien 36, lorsque ces fonctionnelles
sont semi-continues inférieurement; 2° à toute suite d’opérateurs convergeant
dans un tel domaine, lorsque ces- opérateurs sont continus, donc bornés. —

C’est précisément le cas du théorème de Banach pour une suite de fonction-
nellesf,,(X) = (A… X), cOnvergente dans tout ät’, d’où l’on conclut la conver—
gence faible des vecteurs A,,; c’est le cas du théorème de Landau sur la conver-

gence des Zakæk pour tout X de 36, et les a,, représentent alors un vecteur A,

2 a,.la conver e ,c’est le casdes suitesdèfonctionnellesS,, X =
|

A,,X P. €
_

. 1

conver eant dans tout ä€,et l’on en déduit le théorème d’Hellin er-Tœ litzg
.. 8 P

sur les opérateurs définis par y,: (A… X), la série Z|(A,,, X) ? convergeant

dans tout 96, et l’opérateur Y =2(A,, X)e,. est alors borné.

Nous allons voir comment ce principe s’applique aux suites d’opérateurs.
_

2. Dans l’espace euclidien à n dimensions, un opérateur linéaire A est
défini par la donnée des A,,=Ae… les e,, formant une base de l’espace, en

Il

particulier un système orthonormal complet, et si X=Ex,,e… on a
1

AX =EækAk. Passant à l’espace hilhertien %, si DA. domaine d’existence de

l’opérateurA est partout densedans 56, il contientune infinitéde systèmes ONC
(°Pth0normaux complets). Soit { ek} l’un d’eux et A,: Ac,. les vecteurs trans-

formés par A. Dans la variété linéaire { e. , e,, }des X =Zæk ek, (n = 1 ,z, ..),
IL

partout dense dans 56, on a AX =ZækA’"SiA est fermé, il est clair qu’en tout
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Il Il

point X où 2xkAk converge fortement, Ex,,e,, et Eæ/;Ar convergeant forte-
1 1 1

ment vers X et vers Y, X sera dans D,, et Y : AX. Cela conduit à étudier,
pour tout système {AA.} : 1° le domaine dA ou noyau de convergence forte de

ZxkAk; 2° l’opérateur linéaire AX défini par AX=Eæ,_A,, dans d,. C’est

l’analogue de ce qu’on fait en définissant une fonction analytique par interpo-
lation, ou plutôt, selon VVeierstrass et Méray, un élément de fonction analy—

' r ' . .
, lkl ‘

t1que par une serie Zak(æ—xo)" en se donnant la suite des tu,-= f
k('ŒO)' 

Il existe alors un noyau de convergence de cette série (le cercle de conver-
gence) dans lequel Ea,,(œ—æ.,)" définit un élément de fonction analytique,
qu’on prolonge ensuite par les procédés connus. On sait d’ailleurs, par
Cauchy, que toute fonction analytique autour de a:, est représentable autour
de a:, par une telle série.

On pourrait évidemment définir aussi, pour la série ZœkAk, un noyau de
convergence faible (contenant d,) et un noyau de convergence uniforme
(contenu dans dA), par analogie avec les séries de Dirichlet.

Une première question se pose alors, comme pour les séries entières.
a

Sous quelles conditions la série Zac/{Ah converge-t-elle fortement dans tout
1

l'espace 26 ?

Il est clair'que, si A est borné, 2xkAk converge fortement dans tout 56 avec
Eækek. La réciproque est vraie comme on peut le voir (JULIA, C. R. Acad. Sc.,
Paris, 5 mai 1941).

Il

1° Soit en appliquant à la suite des 2ækAk le principe du paragraphe 1, les
1

termes de la suite étant des fonctions vectorielles de X = Zæ,,e,, continues dans
".

Ex,,A,,”êM(r)
1 

tout %; elles sont alors bornées dans flX|5r, c’est—à—dire

ExkAk
1

Y : AX =2æ,,Ak est linéaire et borné; -

quel que soit n, par conséquent gM(r) et l’opérateur A défini par
  

2° Soit en considérant (AX, Z)=
<Zæ,,A,,,Z>

= EE(A,,, Z), conver—

gente pour tout X =Zx,,ek de 96, d’où résulte la convergence de 2
|
(Ak, Z) |“
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pour tout Z, ce qui montre que l’opérateur défini par BX =E(A,, X)e,. est

linéaire borné. Or B n ’est autre que l’adjoint A* de l’opérateur A défini dans
tout 256 par Y= AX= Eæ,A,.

Ce théorème fondamental établit un parallélisme entre les opérateurs
bornés et les fonctions entières, pour lesquelles Eakæ" converge dans tout le
plan .

La condition cherchée_est donc la convergence dans tout 56 de la série numé—
rique E|(A,., X)| “

On peut donner une condition intrinsèque portant sur les seuls A,, comme
suit:

1° 0rthonormah‘ser, selon E. Schmidt, la suite des A,.,

Ak=ahs1+….+akksb ‘ (k=1,2, ...);
2° Envisager la matrice récurrente || et,-,.”, (a,—,,: 0 pour [:> L'), que je pro—

pôse d’appeler « matrice d’E. Schmidt »;
3° l’opérateur défini par Zæ,.A,. sera borné si et seulement si cette matrice

est bornée. Cette matrice est la transposée de la matrice de A dans le système
orthonormal {sk}. Ce système est complet ou incomplet selon que la variété
[A… A,, . . .] remplit % ou non; on ne peut le reconnaître par des calculs
intérieurs au seul système des {Ak}. S’il est complet, A se met sous la
forme A = c‘tU, U unitaire, Ue,.= &… et (St borné dans 56, défini par (€ts,= A,.
a est un opérateur fondamental et intrinsèque de la suite A,… Si le système {e,;
est incomplet, on pose encore e,.= Uek et (fils,: A,, ce qui donne A: au,
mais U sera unitaire à gauche seulement

{U‘U=1,UU*=PW V:[A,,A,, ...]=[A,1}.
Plus particulièrement, la condition nécessaire et suffisante pour que la

série Ex,.A,.converge fortement et uniformément dans tout domaine borné de 96
est que l’opérateur A défini par Y = AX = Ex,A,, soit complètement continu.
Ceci arrive en particulier si la série Z |]

A,.
U“’ converge, et l’on retrouve la pro—

priété connue des opérateurs complètement continus dont la matrice Il a,,” est
telle que 2 [|

a,, H” converge. '

Si maintenant on considère la série Zæ,,A,., où X = Zxkek 651 un POint arbi—
traire de 58, {A,} une suite d’opérateurs linéaires bornés, on verra que si la
série Zac,A,(Y) converge fortement pour tout X et tout Y de 56, sa somme est
un opérateurbilinéaire borné de X et Y, ||

Xx, Ak( Y) H É M ” X ” ll Y ”
Sous d’autres formes, la convergence, dans tout 56, de la série 2 ( A,,(X, Y)|’,

où A,,(X, Y) est une forme bilinéaire bornée de X et Y, entraîne que cette série
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est hornée : c’est-à—dire
ElA,.(X, Y) PSM?“ Xll”ilYll‘i

ceci étend le théorème d’Hellinger—Tœplitz relatif aux formes linéaires(A,,, X)
(voir JULIA, C. R. Acad. Sc.,‘ Paris, 23 juin 1941).

3. Si l’on essaie de pousser plus loin l’analogie entre opérateurs bornés
et fonctions entières, que révèle le paragraphe précédent, on est conduit à
rechercher ce qui, pour les opérateurs bornés, correspond à la décomposition
de Weiertrass des fonctions entières en produit infini de facteurs primaires.
Voici comment on peut procéder, de deux points de Vue différents.

A. On peut ne pas attacher d’importance spéciale aux zéros de l’opérateurA
et chercher une décomposition de A en produits de facteurs, qui soient des
opérateurs d’un type pouvant être étudié à fond et représenté simplement. Le
facteur az est la plus simple des fonctions de ;; il a un seul zéro; hors z = 0
il n’altère 5 que par un facteur constant; on engendre la fonction par le pro-
duit des binomes successifs correspondant aux différents zéros. On Songe alors
tout de suite à un opérateur laissant invariants presque tous les points de 96,
et n’altérant essentiellement qu’une direction de 21€. Pour préciser cette idée
un peu vague, on est conduit d’abord à effectuer la décomposition préli—
minaire A = &U du paragraphe ‘2, U étant unitaire ou unitaire à gauche
dans 56, a étant borné et défini dans [A,] qui est 56 ou C %. Born_ons-nous
à [AA]: 56.

1° et étant défini par (file,,=A… on l’engendre par les opérateurs‘suc—
cessifs (%,. définis par

(”l/ça)“: Ak
; _

(k=1,2,….).(fins,-= si, pour i7_‘ Ir

et,. transforme e,. en A,., laisse invariant tout vecteur des variétés
le., e,, . . .,e,…], [e,…, . . .], donc laisse invariants A, , A2, . . ., A,._,, en sorte
que le produit akak_. . . .a. laisse invariants ski., e,…, . . . et transforme e,—

en A.-(i=1, 2, ..., lc).

2° On voit alors aisément que a,,a,… . '. . (“l,: (EU'”+ 1 —ô,,, où $,, est le
projecteur P,;___.p, et aw = ë,,flâ,, est le p““" réduitd’Hilbert; donc, pour tout
vecteur E de 56, le produit infini et,. . . a,a.£ converge fortement vers (fitE.

[Voir, JULIA, Journ. de Math. pures et appliquées, 1941 , pour les propriétés des
opérateurs a,.: spectre ponctuel réduit à 1 et «kk, (si A,.= «… e, +. . .+oc,…e,.),
borne exacte calculable aisément.]

3° Lorsque Zæ,.Ak ne converge pas fortement dans tout «46, a et A ne sont
pas bornés, mais les considérations précédentes restent valables._Leproduit
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infini .. . a,a.UX converge fortement dans le même noyau d, que la série
Zæ,,Ak et sa limite est égale à la somme de cette série; par le réduit d’Hilbert
a‘P’UX on obtientmême noyau de convergence forte et même limite, ce 'qui
relie la méthode actuelle à celle des matrices.

4° Lorsque les A,, ne dépendent que d’un nombre fini d’entre eux, les con-
clusions sont valables, mais le cas se traite directement de façon très simple.

B. Mais, à un autre point de vue, on peut avoir besoin de mettre en évi-
_

dence les zéros de A; on peut alors songer à une décomposition analogue à
celle du théorème classique de Weierstrass (Vorbereitungssatz), relatif aux
fonctions holomorphes de plusieurs variables, produit d’un polynome (à coeffi—
cients holomorphes), possédant les mêmes zéros que la fonction considérée,
par une fonction holomorphe ne s’annulant plus au voisinage du point con—
sidéré, c’est—à-dire bloquage des zéros dans une fonction plus simple. On est
alors conduit à une décomposition des opérateurs bornés qui simplifie la clas-
sification de Tœplitz (JUL1A, C. R. Acad. Sc., 7 juillet 1941).

Première classe. — n(AA*) > o, n(A*A)> o; A : aU, U unitaire,
& première classe dans «% définiintrinsèquementpar A,,: (Ete…

Deuæième classe. — n(AA*) > o, n(A*A): o. Les zéros de A engendrentV
variété linéaire fermée; A* n’a pas de zéro hors o; A,: 56, A… : ä€ — V. On
prend pour base'de 56 une base de V, (e,), et une base de ä€—V,(el).
Alors Al,: 0; les A:: Ae2 sont indépendants; par les A;: oc… &, +. . . + a,…e,,,

on—sous-tend 56 et l’on définit et par (‘le,,= AZ. (“1 et a* sont de première classe
dans 56. A: QU. U,; U, opérateur canonique de deuxième classe bloquant les
zéros [de A, tel que U2(V)= o, U2(ä€——V) = %, U2UÎ_I=I : PAA,

U: Un: Pac—V: PAM < 1; U? transforme les (el) en l’ensemble des (_e,',\
et des (62); U. est unitaire.

Troisième classe. “_ ”(A:/{*)= o, n(A*A) > o, corrélative de la deuXième.
A sans zéros hors o', A* a pour zéros une variété fermée “0 complémentaire
de äC—‘U=A… A… —— 56. Les A,,= Aen= «…?—4 +- - -+ d…€n sont indé-
pendants, le système {en}, base de ä€—“J est incomplet. Par An=a€n °“
définit et de première classe, ainsi que (9L*, dans ä€—— CV? A =ŒtU,U… U4 est
unitaire dans HC, U , est canonique de troisième classe adapté aux zéros de A*
ou à A…

' \

 
U;(‘Ü)=O, UÎ,(ä€——‘U)=ä€,

U; est du type de deuxième classe envisagé précédemment,

U;U3=1=PAA_. U;U;=Pæ-«;=PAÂ<L



78 GASTON JULIA.

Quatrième classe. — n(AA*) = n(A*A) = 0. Plusieurs types :

a. A et A* sans Zéro hors o, A,, et A… non fermés, [A,] = [A… ] = 56. A = au,
U unitaire, & même type que A, défini intrinsèquement par A,,= (%s… Le
premier exemple a été donné par Hilbert.

l). A admet pour zéros la variété fermée V, A* sans zéros hors o; [A,] = 56,
[A,] = 36— V, AA et A,. non fermés. On’a A = au, U,, et quatrième classe
type a dans 36, U, unitaire, U2 canonique de deuxième classe (comme pré-
cédemment) bloquant les zéros de A.

c. A* admetpourzéros la variété fermée "0, A sans zéros hors o, [A,] :: ä€ — ‘U,
| AA.] — ä€, AA et A,. non fermés.

A=(fitU,U., & quatrième classe, type a, dans JC—‘U, U. unitaire, U3
canonique de troisième classe (comme précédemment) adapté à AA (ou aux
zéros de A’“).

 
(! . A admet pour zéros la variété V, A’ admet pour zéros la variété "J, deux

sous-cas : d, ; AA et A,. sont fermés; AA= JC — ‘U, A,,= % —— V, A = aU,U,,
et première classe dans ütî— “Q, U? deuxième classe, U3 troisième classe (voir
précédemment), eux—mêmes décomposables en produits d’un opérateur unitaire
et d’un opérateur canonique de deuxième ou troisième classe adapté aux zéros
de A ou de A*. Dans ce type sont tous les projecteurs, (l,; ni A,, ni A… ne sont
fermés, [A,] = 2% — “U, [AA.] = JC — V, A = (îU,U2 comme en d,, mais. a
est de quatrième classe, type a, dans äC— ‘l’.

En conclusion, les quatre classes de Tœplitz se réduisent à deux classes
essentielles, la première et la quatrième (type a). Tout opérateur borné est le
produit d’un opérateur de’première ou de quatrième classe par un ou plu-
sieurs opérateurs canoniques de deuxième ou troisième classe et par un
ou plusieurs opérateurs unitaires (première classe}. Les hermiliens sont de
première ou quatrième classe (type a ou d). ‘

4. LE PROLONGEMENT. — Les faits exposés aux paragraphes 2 et 3
établissent l’analogie que j’ai signalée entre fonctions entières et opérateurs
bornés.

Si l’on donne maintenant une suite de vecteurs A,l tels que 2 |(A,,, X) |“ ne
« 1

converge pas pour tout X de 56, on peut définir deux opérateurs linéaires
distincts non bornés, selon qu’on opère par contrevariance ou par covariance.

, I° Considérons l’opérateur A défini par Y = AX :: Zac/{Ah, dans le noyau dA
où converge fortement la série Ex,,A,,. A est linéaire et a'A cont1ent la variété
linéaire non fermée, partout dense dans %, 3Tl= { e,, e,, . . . } engendrée par
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les EX,e,, (n= 1, 2, . . ., les 7\,, complexes quelconques); d’autre part, en

 
 

1

considérantla majorante Z |x,,
| || A,, , il est clair que si, par exemple,

. I I
læklgmln[F"ære—]’” & llAkll

e>o arbitraire, le vecteur X=Eæ,e, correspondant de % appartient au
noyau d,, lequel ne se réduit donc pas àla variété 311: {e,, 62, . …} Il sera
intéressant d’étudier la structure de d,, et en particulierd’essayer de le définir
par la propriété de convergenced’une série numérique, comme au 2°.

2° Considérons l’opérateur B défini par Y: BX =É(A,, X)e,, dans le
k: 1

domaine DB où É [
(A,, X) |“ converge. On a, pour tout X de afA et tout Y de D.,,

(Y, AX) : (Y, 2æ,,A,,) : Zæk(Y, A,,)'= 2(A,, Y)æ,= (B Y, X),

ce qui prouve que B et A sont adjoints. Il serait intéressant d’avoir des
renseignements sur la structure du domaine DB où 2

]
(A,, Y) |“ converge.

A étant défini dans d, partout dense dans 216, il existe une infinité de sys-
tèmes ONG appartenant à d,. Soit {en} l’un d’eux, et soient _(9L,,=Ae,, les
transformés des s,, par l’opérateur A qu’on vient de définir. Si l’on veut essayer
de prolonger A hors de d,, voici quelles seront les principales questions à
résoudre.

X de 56 étant =ZE,, e,,, considérons le domaine da de convergence forte
1

de 2 E,,a,; il contient tous les e,,;
1

1° contient-il tous les e,, ?

2° L’opérateur GLX défini par Y: aX=—ËE,&, coïncide-t—il avec A en

tous les points communs à d et à da, en particulier en tous les points e,, appar—
tenant à da?

3° Le domaine da déborde—t-il d, ‘?

Toutes ces questions se simplifient lorsqu’on sait à priori que A initial est
fermé, car il est uniforme; mais en général on ne sait rien de tel, et il est pro—

bable que les propriétés précédentes ne se réalisent que pour des classes
particulières d’opérateurs. A priori, on peut s’attendre à ce que la valeur
A,,= Ac,,, fournie par A en e,,, soit différente de la valeur (file,, fournie par a,
en sorte que A et &, coïncidant sur les e,, pourraient différer ailleurs, ce qui
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impliquerait une multiformité compliquée des opérateurs les plus généraux
définis par le précédent. Une telle multiformité n ’aurait rien de surprenant
si l’on songeque, par intégration de fonctions uniformes quasi analyt1ques ( )
de Borel,

_] ’ai pu trouver des fonctions multiformes dont lensemble des valeurs
en un point à la puissance du continu (JULIA, C. R. Acad. Sc., t. 174,
6 février 1922).

La recherche précédente mérite donc (1être poursuivie. Pour la simplifier,
on peut astreindre les s,, à rester dans GTL, qui jouera le rôle dun zntérzeur
pour a'A [comme l’intérieur du cercle de convergence pour la série Zak(æ—- a)k].
DÏZ. étant partout dense dans %, cela est possible d’une infinité de façons.
Considérons alors la variété m=‘,e,, 52, . . ., e,,, .. . “; engendrée par tous

les ZEe,-,(z=1, 2, . . .,oo). Elle est contenue dans 311={e.,e,, . . .,e,,, . . . !.

Soit X un point quelconque de fil; on peut écrire X=—EE,-s-=Éxkek, et l’on-
'

1 1

u [;

voit aisément que la valeur ctX =Ec_,—Œt, est égale‘a AX=—Eæ…[;. [comme il
arrive pour la série Zb,.(æ— b)*, relative à f(x), en tout point a: du cercle
læ— !)

|
<p intérieur au cercle de convergence !æ — a | <r de la série

Eak(æ — a)" relative àla même f(æ)].
Mentionnons encore, dans les conditions présentes, l’analogue du célèbre

théorème d’Abel relatifaux points de la circonférence du cercle de conver—

gence où la série Za,.(æ—aY‘ converge. En tout point X=Exkek de d,,
l

:o [»

ExkA,,, valeur de AX, est en effet la limite de Eæ,_A,_, qui est la valeur de A_X,,

[; .

en un point X,,=Eæ,.e,. de 311, (donc intérieur à d,), lorsque, pourp= oc,
{

tend vers le point X =Ex,.e,…
1

Je me bornerai ici à signaler toutes ces questions.
Pour les résoudre, la technique actuelle des opérateurs est insuffisante. Il

nous manque, 'notamment, une majorante aussi souple que la majorante de 
(‘) Le fait que les domaines d’existence des opérateurs non bornés ne contiennent

aucune sphère laisse présumer qu’ils sont assimilables aux domaines C où Borel a défini
ses fonctions quasi analytiques, et que certains points de la technique de Borel pour ces

fonctions pourraient être étendus_aux opérateurs non bornés. J’y reviendrai ailleurs.
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il ne tient pas compte de la variation d’orientation des A… C’est dans ce sens,
il me semble, qu'il faudra d’abord diriger l’effort; j’ai d’ailleurs obtenu déjà
quelques résultats fragmentaires que je publierai ultérieurement; mais de,
nombreuses recherches sont désirables.

Cauchy , le lemme de Cauchy-Schwarz étant très insuffisant, car I_—

5. Un autre point de vue selon lequel on peut prolonger A hors de dA est
l’emploi des méthodes de sommabil£té des séries, en les généralisant aux séries
vectorielles Ex,,Ak que nous envisageons. On sait que ces méthodes ont con-
duit à des théorèmes ergodiques intéressants, ainsi qu’à l’éclaircissementde la
convergence faible. Comme je l’ai fait remarquer au paragraphe 4, les ques—
tions à résoudre se simplifient pour les opérateurs linéaires fermés, qui, à notre
point de vue,-sont uniformes. J’ai donc pensé que l’étude préliminaire de ces
Opérateurs fermés pourrait, dans ces conditions de prolongement, servir à
éprouver la valeur des idées directrices exposées ici. Les résultats que j’ai
obtenus dans deux voies différentes m’ont confirmé dans la valeur de ces
idées et dans l’utilité qu’il y a‘à étudier les opérateurs fermés avant les autres.

En premier lieu, parmi les procédés de prolongement des séries entières,
le plus simple est, comme on sait, l’ultraconrergence (Überkonvergenz). Elle

consiste à ne choisir dans Za,xf que certaines sommes partielles S,…

(n,- croissant ——>œ); il arrive que S… converge hors du cercle de convergence,
vers la fonction analytique f(x) représentée par la série dans le cercle.
Autrement dit, le groupement convenable des termes de Ea,æ" sous la forme

Iii—; !

}: >:ltl k:n;.;,

donne une série pouvant converger vers f(æ) hors du cercle.
Ici nous considérerons un opérateur fermé A, à domaine D, partout dense

dans %. La série Zæ,,A, diverge hors de d,; mais est—il possible de grouper

les {en} par familles orthogonales {ei }, (i=1, 2, . . .), chacune pouvant être
infinie (lt—_— 1, 2, . . . ), de façon que, X étant mis sous la forme ,

” &X: 2 2 1"k e‘,_. .vî.=(eî, X).
i=1 k=1

AX ::Ê ÊæîAî.
i=1 k=t

on ait
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avec A,=Ae‘,, la sérze double convergeant fortement dans—tout le domaine
d ’eæistence DA de A ? '

C’est ce que j’ai pu, en effet démontrer (JUL1A, C. R. Acad. Sc., Paris,
23 mars 1942) en utilisant la représentation de tout A fermé par A=BH,
H auto—adjoint (H: \/A*A) dans DÀ (D,, = D“), B borné isométrique dans A".
(voir travaux récents de von Neumann, Riesz et Lorch, dans Annals ofMath.
et Trans. ofthe Amer. Math. Soc.). On peut choisir, d’une infinité de manières,
des variétés orthogonales linéaires fermées JTU (t': 1, 2, . . .)d0nt_l’ensemble
sous_tend %, dans chacune desquelles H est auto—adjoint, borné, H conserve
chaque DTU. On a

x,:2xg inscrit" et HX=ZHX",

le domaine D_,=D,, étant celui de la convergence de Z![ HX’H2 et de la con—
vergence forte de 2HX’. Choisissant dans chaque :m" une base orthonormale
{ei}, (k=l, 2, .), on aura HXi=2(ei, X)Hej_., fortement convergente

L'

dans tout JTC. Donc HX=EE(eQ, X)He‘,,; fortement convergente dans
1 Il ,

tout D,. L’applicationde B borné ne change rien àla forte convergenceet l’on a

AX : BHX =22(4, X) Aeî=22æiAi.
l' I:

fortement convergente dans tout DA.
La réciproquese démontreaisément et l’on obtient ainsi l’opérateur linéaire

fermé le plus général. Mais on a ainsi utilisé la représentation spectrale des
opérateurs auto—adjoints“, et il serait intéressant d’obtenir une démonstration
indépendante de cette représentation.

6. Dans une deuxième voie les opérateurs fermés m’ont confirmé la valeur
directrice des idées que je viens d’exposer. J’ai réussi à montrer, par extension
de l’idée d’uniformisation des fonctions analytiques, que pour tout A fermé
non borné, on peut représenter paramétriquement, dans tout le domaine
d’existence D , la variable indépendanteX etla variable dépendante Y = AX,
à l’aide de deux opérateurs bornés K et K. par X: KZ, Y = K, Z (voir JULIA,
C. R. Acad. Sc., 13 avril 1942).

On reprend pour cela la représentation par A: BH; A et H définis dans le
domaine DA =D… sont simultanémentnon bornés et fermés. H, auto—adjoint,
a un Spectre réel; donc, pour tout 7\ fini non réeli(et plus généralement non
du spectre), H + ). admet un inverse K borné. Donc H =). + K" et K sera

_
de quatrième classe si H n’est pas borné. Par X=KZ, lorsque Z décrit %,
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X décrit A.,, domaine des valeurs de K =. doî'naine d’existence de K““ ;
AK: DK_,:D“: D,. La correspondance entre Z de 36 et X de D“ est biuni—
voque. Alors

’

HX=HKZ= (>. + K*’)KZ= Z—l— ). KZ
et Y:AX=BHX=BHKZ=B(1+7.K)Z=K,Z;

K, : B(1 + XK) est borné comme K et B; la représentation X = KZ,
Y = K‘ Z est totale, car Au= D": D,. On reconnaît que K, sera de première
ou deuxième classe si A,: été; il sera de troisième classe si Aflîest fermé sans
remplir %; il sera de quatrième classe si AA n’est pas fermé.

7. CONCLUSION. —-Je laisserai de côté d’autres questions soulevées par ce
qui précède, ou qui précède, ou que fait pressentir la poursuite d’un fil
conducteur dans ces analogies et différences entre fonctions analytiques et
Opérateurs linéaires. L’une d’entre elles consisterait à rechercher l’extension
du théorème classique de Runge et Mittag-Leffler; elle est liée à l’étude de la
structure du domaine d’existence d’un opérateur linéaire uniforme, en parti-
culier d’un opérateur fermé, et à la représentation de cet opérateur dans ce
domaine d’existence par une série convenable d’opérateurs simples.

Les divers exemples que j’ai donnés témoigneront,je l’espère, de la valeur
directrice des idées exposées dans la présente conférence. Les questions à

résoudre restent nombreuses et la besogne ne manque pas. Souhaitons que
beaucoup d’entre elles soient bientôt résolues.


