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’. 07SUR LES TRANSFORMATIONS PSEUDO—CONFORMES.  
Sur les transformations pseudo—conformes

admettant un point_frontière invariant;

PAR S. WACHS.

(Paris.)

A mon Maitre,
Monsieur le Professeur Elie Carton,
en témoignage de reconnaissanceet admiration.

'1. INTRODUCTION. — L’application du lemme de Schwarz-Pick dans la théorie
des transformationsconformes d’un domaine 03 en un domaine ç} c 03 conduit,
dans le cas où la transformation considérée laisse, de plus, invariant un point
de la frontière de 05, à une inégalité importante que nous rappellerons tout
d’abord.

\

Pour simplifier, nous pouvons toujours supposer que le domaine 05 soit le
cercle unité (B =E[ |

2
[ < 1], et que le point invariant Q soit le point 2 = — 1 .

Cela étant, soit w: w(z) la transformation conforme envisagée, changeant 03
en 9 C 03 et laissant invariant le point — I.

Supposons maintenant qu’il existe sur l’axe réel une suite dénombrable de
points {z‘-"’} convergeant vers Q et que la suite formée par les images de ces
points converge également vers Q de telle façon que l’on ait

 

. 1 w z""
”=” 1 + :"

D’après le lemme de Schwarz-Pick, on &

(1-1) (D{:-,z”têtD{w,w"…},

Œ{z, z‘"’} représentant la distance hyperbolique des points {::} et { z“‘}
‘ zl"l(D{Z,Z‘nl}= L—Tl—fi

1 — …'"’5l
on déduit de (i)

ÛD‘1{5,5"“ }
— 12602 {

W, W“… }
— 1,

inégalité que l’on peut mettre facilement sous la forme
(1— |zlnl |?) (lz l"— 1)>(1——]cv""ll2)(|w|2—i)

|1—z_”îlzl'2
:

ll—W‘"’Wl2
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et, si l’on passe à la limite dans cette dernière relation, on arrive aisément à
l’inégalité que nous voulions obtenir

    

 

(12) I—l52<rl—|W|2,
' |1+;1'—'= |1+wi2

puisque l’on a évidemment
lim :”“: lim w‘"‘ = — 1;"=” n=œ

. 1+z"“ . 1—}:‘"'| . 1

11m ——-|—0 : lun _— hm—‘— : -—,

n—_—_œ l_!;nl- ":x: l_l:'nl Il=aol+lznll 2

car, par hypothèse, |:"" |
=—:"" et

. 1— W"“ 2

]… __l__l _"=: l+W"“ “
en vertu de

1— in“’“ | 5 |
1 + W"“ [.

L’_inégalité (l . 2) est une généralisation d’un théorèmedû à M. Julia.
Une transformation univoque w.= w,_.(z,, 32), (lc: 1, 2), d’un domaine &

de l’espace de deux variables complexes z4 , :… z,_.= x,_.+ iy,‘., en un domaine g_
de l’espace des variables w., w2 , w,_.= u,_.+ iv… est appelée transformation
pseudo—conforme (nous désignerons désormais ces transformationspar la nota-
tion abrégée T. P.).

'

M. Bergmann a indiqué un moyen permettant de généraliser certaines
méthodesde la théorie des transformationsconformesau cas des T. P. Rappelons
brièvement comment procède M. Bergmann. On peut associer intrinsèquement
à chaque domaine borné de l’espace z,, 32 une certaine fonction réelle, dite
fonction noyau de 03, Kœ(z,, 52; ET, BZ,), et à l’aide de cette fonction on peut
introduire une métrique non euclidienne définie par

dsà=2T…gdz…dï, T…;= 02L0gKœ(5uîz;z,, 52 ,
' dz… ôzn

métrique qui est invariante par rapport aux T. P.
Malheureusement le théorème de Riemann-Poincaré de la théorie des

transformations conformes ne peut être étendu aux T. P. M. Bergmann a

montré_comment on pouvait étudier le comportement d’une fonction au voisi—
nage V(Q, 03) d’un point Q de la frontière de 05 en remplaçant V(Q, 03) par
le voisinage V(Q, &) ou V(Q, J) de ce point regardé comme appartenant
aux frontières des domaines et ou 5 , plus simples que 0%, tels que J c (B C (fl; ‘

de plus, a et 5 sont tels—qu’il existe une T. P. T changeant & en J, le jacobien
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de T ayant au point Q lavaleur [ + a, et, par un choix convenable de (Et. et 5,
on peut rendre a arbitrairement petit. et et 5 sont appelées respectivement
domaine de comparaison eætérieur et intérieur; ou peut les choisir en général
de manière qu’ils soient équivalents (') à des domaines particuliers dans
lesquels l’étude des T. P. est plus—simple que dans un domaine arbitraire.
Cette méthode, dite méthode de domaine de comparaison, a conduit
M. Bergmann à une certaine classification des points frontières d’un domaine 65
suivant la nature des domaines de comparaison que l’on pouvait construire.

Dans ce travail nous considérerons les points frontières pour lesquels le ,

domaine JC (équivalent à & et J) est le bicylindre ë— E[[z,.|âr, Ic=1, 2];
nous étudierons au moyen de la méthode des' domaines de comparaison le
comportement des T. P. changeant un domaine 03 en un domaine (3. c 03 et
laissant invariant un point Q de la frontière de 03 qui répond à l’hypothèse
précédente; nous en déduironsdes théorèmes qui pourront, jusqu’à un certain
point, être regardés comme la généralisation aux cas des T. P. du théorème
de M. Julia que n0us avons rappelé au début de cette introduction.

Nous devrons distinguer deux cas, suivant que le point Q considéré comme
appartenant à a et J est l’imagedu point (z. = 1, :.2 =0) ou du point (z, =z2= I)
du bicylindre 56 (on peut toujours en effet se ramener à un de ces deux cas
par une T. P. convenable changeant % en lui—même).

'

M. Bergmann a montré qu’il existait pour le bicylindre une relation
analogue à l’inégalité (1.1); la distance étant mesurée, non plus avec la
métrique hyperbolique, mais avec la métrique précédemment indiquée que l’on
déduit de la fonction noyau du bicylindre qui est

  K,,(z,., F,.): __), -. (1 — :,:Î)(x — z.:Î_)"

Par un passage à la limite convenable nous montrons, d’abord pour le
bicylindre et ensuite en utilisant la méthode des domaines de comparaison,
pour une vaste classe des domaines, qu’il existe des inégalités analoguesà celle
de M. Julia moyennant certaines hypothèses très larges sur les T. P. W consi—
dérées. Mais Ces inégalités ne nous donnent aucune borne pour le jacobien
de W(’). Pour obtenir de telles grandeurs, il nous faut de plus supposer que 65
et W sont douées de propriétés un peu plus particulières, mais encore assez

générales pour que nos résultats s’appliquent à des classes très étendues de
domaines et de T. P.

Remarquons, pour terminer, que la méthode que nous suivons ici nous a |
(1) Deux domaines sont dits équivalents s’il existe une T. P. changeant l’un en l’autre.
(2) Dans le cas des T. P. les inégalités sont beaucoup plus compliquées, c’est pour cette

raison que, pour obtenir des bornes pour le jacobien de W, nous devons faire des hypo—
thèses beaucoup plus spéciales sur 03 et W que dans le cas des transformations conformes.



28 - s. WACIIS.

conduit déjà à des résultats analogues dans le cas où les domaines et et 5 sont
équivalents à une hypersphère (').

2. NOTATIONS.-— Nous désigneronsdans la_suite les variétéspar des caractères
de ronde, l’indice supérieur indiquant le nombre de dimensions de la variété;
cet indice sera du reste supprimé dans le cas d’une variété à quatre dimensions.
Opérant sur des ensembles nous emploierons les signes usuels. S ou +, pour
l’ensemble réunion de plusieurs ensembles >< pour le produit topologique (‘-’),
Œpour la fermeture de l’ensemble 03; etc.

E[. . .] désigne l’ensemble des points (:., 52) dont les coordonnéessatisfont
aux conditions exprimées entre crochets.

Les transformations pseudo--conformes seront toujours désignées par des
caractères gras. Les formules sont numérotées (m, n), ce qui signifie la for-
mule n du n°m

_

Enfin la notation % désigne la quantité conjuguée de :.

5. LA MÉTRIQUE DU mcvuxnm—z (“). 4— On sait que la fonction noyau attachée
au bicylindre &: I‘Ï[lz,_l51, lr=1, 2] est    K .. ....«(=1-. 1)—

___(_______>'__ (_ _ ____)__,
d’où

LogKô(51,2i)=—2Log't—91.0g(1-:,:Î)——2Log(r— __;_)
et

("’ LogKs(z1, zÎ.) _ 02 Log1{5(;,, g,.)
():1 «fig

_
():__ ();1

_ "'
()“! Log—Kô<zh &) _

2 de Log K____<:___ E‘—_/_.) 2
():-. ()5,

_
(1— :_z—_>2’ ():_ ():—:_

—
(_ _ ___—___)21

par conséquent, la métrique hermitienne attachée au bicylindre & est

{lç2 _ 2 [
(lZ1 dZ_1 (I:—g dZÎ_1 ]& (1—:,:,) +(1—:3:22)

Cette formule montre que le dsä attaché au bicylindre & est la somme des ds2
de Poincaré attachés à chacun des facteurs du produit topologique&.

  
( ) Voi1 Bulletin de la Société Mathématique de France, t. LXVIII, fascicule 1 à IV,

1940, p 177( ) Voir, par exemple, Hmsnonrr, Lerbwh der Mengenlehre, 2° édition, 1928, p. 1.
(3 ) Les résultats obtenus ici ont fait l’objet de deux Notes aux Comptes ren_dus, t. 208,

1939, p. 1385 et 1871.
Pour plus de détails bibliographiques 5… ces questions, on se reportera aux Notes

ci—dessus et au fascicule de M. Bergmann, Mémorial des Sczences Mathématiques (sous
presse). «
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Chaque ligne géodésique de 63 se projetant suivant une géodésique sur

chacun des cercles dont 63 est le produit, il résulte immédiatement de là que la
distance géodésique Œ(z‘,.“,.. ‘,Î") de deux

points
{z‘”} et {z‘,?’} de 65 est donnée par

wä<zæ)zt>=2Ld2<z2%+d‘<r'“—‘°>>1
où a'(2‘,l z,g’) représente la distance non euclidienne des points zi“, z‘,Ï’ mesurée
avec la métrique de Poincaré, ce’st——à——dire

 

si nous posons

nous obtenons
, ,

" 1+11(_1+11(:£;—2)=
(3—1)

\,—5%<»î"»h’>—\/}L°gl—H:>)lg+ l_’”"“ —H<z“‘__“)i’
telle est la formule qui donne la distance géodésique de deux points {z}”, z‘,”}
et {z}”, $”} dans le hicylindre &.

 
4. Les TRANSFORMATIONS QUI LAISSENT lNVARIAXT UN POINT FRONTIÈRE ou SECOND

ORDRE. —— Soit W une T. P. changeant le bicylindre&: E[is,!51, Ic=1, 2]
en un domaine €} C && et qui laisse fixe le point frontière Q(-— 1 , 0).

Si W est définie par les formules
Wiwk=cvk(zuz2) (k=1,2).

On sait,'d’après les résultats obtenus par M. Bergmann (‘), que l’on a entre
les distances géodésiques de deux points {z}”, 253}, {z£f’, zf._”} et de leurs
images { w}“wÿ’}, {w‘,”w£_,”} l’inégalité

?.(D . ‘-.l"‘, -"2' êch }
cv“, W'°-' }.g1l

1

D’après la formule (3. 1) cette inégalité peut s’écrire
' l—l—H('(”2’) : l—l—H(ZÊ_,”2’)'2(ll-.!) [Log _”z—,—,,—):l

g+l:L:g'__—H(mî]2> L 01—l—___H(w,')”)
gl+H(W(_.’2’
___): OUI—“(H|,2)) —H(ÇV(,-“2)—__)

Supposons maintenant_qu’il existe une suite dénombrable de points {z}"’, z£"’}
convergeant vers le point Q et que la suite formée avec les images de ces 

(‘) Voir Comptes rendus de l’Académiedes Sciences de l’U. R. S. S., 16, 1937, p. 11-14.
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points {w‘{", w£"’} converge aussi vers le point Q. On aura donc, par hypothèse,
(M2) lim :‘(”: lin) W‘.”’= — 1; lim :î_,”’= lim WÊ_,’”= u.":un II:»

_
Ilîæ [1:13

De plus, nous admettrons que
-(ln) i2' Æ("l—.3) o< lim [ =l‘,<œ.

n==o [_ lfl)(,… |:

Remplaçons maintenant, dans l’inégalité (4. 1), le point $$$”, ;;“; par le
point {z‘{", zâ”’} et le point {z‘f’, :$); par le point {s., :-._. ;.

Remarquons que l’on a

« 1 + Il )?  
 

1+ H(lp.[.) Log =Log—T =2Log(1+H)— Log(1—IP),
1— H 1— Il

et que, d’après la définition de H,
(l-—Ï:‘.”.‘-’ ll— fz‘Ï“:‘-’(10.5) l)<l—H2= ,I' )_‘_ (2)'_/' )gl.

|
[ '— Z(I. )ZI; _

D’autre part les inégalités (4. 2) prouvent que
' (Il,“ ,. ' .(u) . |. — u . u — nlun '__“ =hm\'—_—'%=1,

, n:ao ][ _ Z(4”)zli ;: ——æ è1— çv&’”çp,i("-6)
I'm l”fl"’—zfl 'WÉ,”’—w2]

1
- =]:2:; “||| _'__f—— =lçt‘2î.

- n— » [1 — «vÉ_,"*wî
 

Éerivons l’inégalité (4. 1) en tenant compte de la formule (4.4), il vient
[Log(1 -— H’( z‘.”"’))]’—— 4[Log(1 + l'l‘3( s‘,"v"))] [Log<1 + H( zä"v”)>]

a [Log—(x — H=<WH>)]*— 4 [Logo — llfi<«va"v“))] [Log(x + H(Wfi”'“))]
+ 4[Log<w <w:'vw>r+ng——iîäêïîäïîïîÎ

ou encore

”
,

Log(1+H(:-‘"*”))[Leg(l- H*<zù ”>>] )
*— 4.…

|;|
.—I+H(:(g“ii)) _!

 

[ Log<1+ll(s‘,”*”)) 2 LOË'ŒW)‘
,

(

+ ‘
Log(1— l—I%z‘,”*")) Log<1—HH;Y““))(…)

L + H( Àv“w)
‘ SLog(1—H’(tvfl”'“)) il_4îË<(Tl—I_ÏZ(ZÈ%‘ l

-
_ +H( A'…) 2 ?

Log(x+l—I(wg"fl>)) 2 Logî—_Î:L<Ëîïfi '

f \

+' Log(l+lrz(wgwn) Log(1—H'—’(u{,”"U> "
ear Log[1 — H’(z£’“ 1’)] est négatif.
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Les inégalités (4. 6) montrent que
Log[1 — IP(z‘,”»“)] et Log[1 — H’(W‘,”-”)]

augmentent indéfiniment avec n, tandis que

Log<1+ll(z‘,”"’)), Log<1+H(M{/l,i)Ùy
I+H(z(ü,i)) ÜI+H(WÎ_,”’“)L°g'_—u<—<—) °Wî

tendent vers des limites finies.
Posons

1 l+H(z‘,” ”),:_____, L « H ;…-H = \… J g—————= ,,£

Log(1—H‘£(Z““”)>
Ob(l+ ( l )) } IO I—H(”(|"’n) B)

1 , 1+H(v‘,”“)_
y; : ___—— Lorr 1+H w…v” : a… Log——n

LOg(I—H2(WYl’n)), b< (
1 )) °I—H(W‘”’t))—

on aura
lim s,,= lim 1,,,=0,

lim A,,=A[ lim a,,=oc
°< lim B,,=B

[
<°°’ °< lim @,=ç <.°°;"=”

avec ces notations (4 . 7) s'écrira
1
.»<

1 L
—

iÛ [‘ _— 4dnnn+ ÆŒ/t Ûu+ ônn/z]2'
II.—[1— AAe,,+4A,—,:.€,“',+ Bÿ’ee,]<

Développons en série chacun des radicaux des deux membres (ce qui est

légitime, puisqu’en prenant n suffisamment grand ces radicaux pourront être
aussi voisins de o que l’on voudra), on aura

îil+âeni<4Az+B}î)ën— 4A,,]
Ë;=%:[<AA?+Bî>en—4AnP+

\.æ:N

_,_——.

$;);{1‘i— â‘fln[(4ai‘i+ @ä)'fln— [lan] _ Ë['Üi[(4aii+ fifi)nn_4afl]z+

Ce que l’on peut encore écrire,

“'I— — L _ 2An+ 2anêthn‘“ 8n P…
_ne m

où P,, et Q,, sont des fonctions de e,, et 71, respectivementqui
tendent vers des

limites finies quand n augmente indéfiniment

pn___4A-fl+B;’,——
%
"[,(4A+B;',) €n—4An] +-

Q'l= 4all + tp)” '— %[(4dä + Sä)nn_ 4“nP+- - ., .
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or les égalités (4.6) montrent que

lim A,,= lim au: Log2,n:a IL=V:
-—-u

et par conséquent, dès que n sera suffisamment grand, A,,— on,, sera aussi petit
qu’on le voudra; en définitive, on aura l’inégalité

]_ _ _I<2(An —— OC") +'flnQn_5/1Pn
£’Ïn fin

ou, en revenant à nos notations,
Log[1—ll'—’(zl‘”"l)]— LOgII __ ll-_1(“.(n,l))]g0n

' I
_ " ' ' r r r ’ r ‘

Ô,1 tendant vers zero avec ;, l 1negal1te precedente s ecr1t encore

_2…l(…,
,i))<0"°gÎl(w—T)— …

et, en tenant compte de (4. 5),

I1—l5‘”’PJ[1—îs« 1=|
‘! .

_ 2
1 —

]
:‘(” -’

1 — 1 — w‘,’” wi |._z<—n>-
—‘1ws">|-111— 1«v.|‘-'El

lr—W”’vwl

 
  

Log
'. 1 Il1—z‘1 ’z1 

puis, en vertu de (4. 2) et (4.3), on a, en passant àla limite et des logarithmes
aux nombres, _

‘

1—l51|211+“’l
11——|1m|2 11+: "AN(&.8) p

Cette formule a déjà été donnée par Miniatoff(').
Considérons maintenant un domaine 05 sur lequel nous faisons les hypo-

thèses suivantes, et un point Q de sa frontière :

1° 03 est tout entier à distance finie.
2° La frontière de & comprend au moins un morceau d’hypersurface analy-

t1que
1“”=E [z,—_— h(Z,, 1), 0 < 1 < '21T, Z2 5 0312»(1)],

'

où 03…(À)est un domaine convenable du plan z2_et où h(Z2, X) représente, pour
toute valeur de À, une fonction analytique de Z2 définie dans un domaine
suffisamment grand admettant en chaque point une dérivée partielle par rapport
à 7\ positive et finie. I… est donc l’ensemble réunion des morceaux de surfaces
analytiques J‘“(X) que M. Bergmann appelle les lamelles de la frontière (’)
de (B. 

(') MINIATOFF, C. R. Acad. Sc., 201, 1935, p. 711—713.
(“) Voir Comptes rendus de l‘Académie des Sciences de l’U. R. S. S., 16, 1937,

p. 11-14; et Math. Zeitschr., 39, 1934, p. 79-83.
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Par hypothèse Q sera un point intérieur à J’(7…), 0 < )…< 2u. '

Par la transformation“"' -1P‘*:!/l(Zg, ).)-—Z; '“_ ih')_(Z2, 7—0)
,

%: Z2.

nous introduisons ce que M. Bergmann appelle les coordonnéesnormales (‘>
par rapport à la lamelle (PO…) qui sera située ainsi dans le plan 34 = 0.

3° Nous supposerons que, si le point {7} n’appartient pas à la frontière
de J’()…), le point { o, y} n’appartientpas non plus à la frontière de 03.

4° Pour chaque domaine ÎÎ" C J’(7…), il existe trois nombres p. > 0, (ou) 0
et k<oo tel que la courbe frontière }’(y) de l’intersection de (B avec le
plan z2= y, y étant intérieur à ÊÎ*, peut être représentée en coordonnées
polaires au voisinage du point :, = o par r: r(w), 71 — wo < (» < 7: + mo, de
telle façon que !r(œ)i > 9. et !r”(œ)| < lc, le pôle étant le point z,=1 et l’axe
polaire la normale intérieure à Ç}'(y) au point Q.

’ '

5° Enfin il existe un nombre 0 tel que les bicylindres

Elle”1+°l<°: lS’-Yl<°l
soient extérieurs à 03 quel que soit le point y de la frontière de J‘—’(7…).
Moyennantces conditions, M. Bergmann a démontréque l’on pouvaitprendre,
comme domaines de comparaison au voisinage de Q, des bicylindres et que Q
n’appartient pas aux surfaces remarquables de ces bicylindres. Un tel point
frontière est dit du 2°» ordre et de 3° espèce. Le domaine de comparaison
extérieur sera

C1=E[|;q—Iël>"2, 152l<32];

et le domaine de comparaison intérieur
J=EH:,—lïl<lb l52i<l{1l,

les nombres r.r2R4 et R2 étantessentiellementpositifs et ne dépendant que
du domaine 03.

Cela posé nous avons le théorème :

THÉORÈME 1. — Étant donné un domaine @» satisfaisant aaa: hypothèses
précédentes, un point Q de sa frontière du second ordre et de troisième espèce,

_“ Q € 50…) et une T. P. W changeant @ en 9 C 03, s’il existe une suite dénom—
brable de points {z‘{”, zâ”’} convergeant vers Q ainsi que la suite formée par les
images de ces points et telle que l’expression

F( Ei”")L‘”): —-—-
4

*(n)F(W, ) 
(‘) VoirMath. Zeitschr., 1934, p. 605.

Journ. de Math., l.ome XXI. — Fasc. 1, 1943. 5
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tende vers une limitefinie et positive l‘1 lorsque n augmente indéfiniment, ona, en
toutpoint { z. , 52} sufiïsamtnentvoisin de Q, l’inégalité  »-* * .

r. “:O 2 F<*f«)la |“
“ l‘“. l‘

en posant
"“ '“ » “’1Fu =u+a—uu s‘:—' u“: -( ) ’ ' l .

’ ’ w, + ":
Démonstration. — La transformation

Î'9C| R»T :» : —-—— 5—;= ** : -;( :) | r, _ Cu, _
RI C-

change le bicylindre J dans le' bicylindre et. La transformation W. =WTÎ'
change a en :‘F ç ç} c & c et.

On a donc, entre la distance non euclidienne de deux points A et B mesurée
avec la métrique relative à a et la distance non euclidienne de leurs images A.
et B. par W,, l’inégalité
(’l-.9) (DalA,,B,}gcûcl{A,Bl.

D’autre part la transformation

(T:) ' 5|=l ",, » :2=ll2:2___|
 

change le byeÿlindre unitaire & : E[| {_ 1151, |Z,|g [] dans… le bicylindre &.
On a donc

(Da{A, B}=UÛôllT;4A,TEIB},

et par conséquent l’inégalité (4.9) devient

% {T;lA., T;'B,}gw5 {T;*A, Tg‘B}.

Prenons pour A le point T4 {s…} et pour B le point T. { z} (‘); on a

A.=W1A=WTÎ'A =WTÎ'T1{:‘H'}=W{-z*…}={www
B|=W1B=WTÎ’B=WTÎ'T1{; :=W{; :: )

H"
5

.

On obtient alors l’inégalité

  (kg-10) (D51 T;i {wlm}, T;' {W} $ËŒ6‘ËTËI T1 {'z"“ “;, T;lT1 î_,_
} €,

et l’ona
'

* ("| * ,51

lw’=W1-—l—I‘2 z,=;_:a" — —l _T2
{Wi—’ )*_W2 T2 T1izi— -'_.…ZÊ\“2—Igv_ “’—Ri 

(’) La, notation {z } désigne ici le point de coordonnées M., 5.2 }.
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Les calculs faits au début de ce paragraphe nous conduisent immédianäent à
l’inégalité de l’énoncé en faisant dans (4.10) augmenter n indéfiniment en
passant à la limite et en remarquant que précédemment le point Q avait pour
coordonnées (— 1, 0), tandis qu’actuellement il a pour coordonnées (0, o) et
que, dans ces conditions, l’inégalité de Miniatofl' s’écrit n‘. + W1—qw1tt‘l g 1‘1

:, —+—

:l—; 5134
_

|W1 l' la |“

THÉORÈME Il. — Dans les mêmes conditionsqu’au théorème précédent, en rem—
)lar-ant U’" ar[ . :

'
‘ "’ ‘t

)

l…, _ Î‘(»i ” )

—— “__—DP (n".*“”)

et F4 par [‘2, si l’on suppose en outre qu’il existe à l’intérieur de ç} un bicy-
' l I

. —

hndre &: E[s. — 9. | < p., |:2] < 9.3], on a, en tout poznt {z,, z._,} su_fisammcnt
vozszn de Q, l'inégalité  

 
! Fl ,Î"Î_,’ £

" ‘ ‘,‘.‘Ï,’
l‘"! l' _ l".'l l

en posant
!* “1 Hz “ 1

24 = ,
CV4 : ——

-1 + I‘» P1

Démonstration. — Conservons les notations précédentes; la transformation

"::! Ra .(T5) 517—— ,, ’ sa: "— Ç2
Pi _ 51 ?:

change le bicylindre «‘à en cl. La T. P. W“' change & C 9’ en @? C (3 C &, par
conséquent la transformation W2:W*' T;' changea en $* C a. On peut donc
encore écrire, si A et B sont des points de a et A2 et B.} leurs images par W…

' l
5"et a”

A’ B
\ ll\/ (Da ‘ A2, B2;‘.

ou encore
(D..

;
:'A, T:'Bgzm_, ;T:'A2, T:IB.Z‘;."! —
' ' ,“ “1— ' '

/

Prenons pour A le point T;,
{ w““} et pour B le point T3{ ou }; on a

A2=W2A =W_‘ T;' A :W“'TÇ’ T;—,
: n“"'; =W_1 : W”“ } :

B2=W215=W—1T3'B=W“ng‘T3:w ::w—l{w ;

On a donc

(à.… (% T;'T;;Êwm ,T;'T3{w}l‘gaällT.—'j:<ni},Tç*{4ê)

l



36 . s. WACHS.

avec

Pour obtenir l’inégalité de l’énoncé, il ne nous reste qu’à faire augmenter n
indéfiniment dans l’inégalité (4.1 1) et à passer à la limite comme au numéro
précédent.

THÉORÈME III. —— Sous les hypothèses des théorèmes précédents et en supposant
deplus que la T. P. W change le domaine

a ' ' * :|l v |

c…,,,,(;)_E[o< :,+ :1< …, __ <p, .321< r,].51+5|
Dans un domaine intérieur au domaine

cm'p'q'(W)=E o<w1+tî‘l<m’, -—’—“l <I'I’ |W l<q
. “”1+WÎ

le jacobien de la transformation W est borné en module supén'eurementet infé—
rieurement en toutpoint du domaine (3…,,,,(:) par des quantités ne dépendant que
de m,p, q, m’, p', q', l‘,, I’2 et du domaine 03.

Démonstration. + Des hypothèses faites, il résulte que l’on se trouve en
présence des domaines &, g, 03», & tels que 6 C @ C 03 C &.

Nous avons donc les inégalités suivantes entre les fonctions noyaux de ces
domaines(‘)

Kct<z> 2) < Kæ(z, 25) < Ka(z, E)-
Et comme 5 C & C cl, on aura

Ka(w, &) < Kg(cv, @) < K5(sv, 5),
puisque 65 C 9 C a.

On en déduit .

K(:, => <
…., :) K.<z, >

Kô(cv, Ïv) Kg(w, w)<Ka(w, W)
’ Mais on sait que la fonction noyau d’un domaine est un invariant intégral

pour toutes les T. P., on a
Kæ<z, %) ô(u‘,, w._,) 2

Kg(w, (T‘)
: d(5n 52)

 

D’où
Kct<:7 :)

<
()(fl‘l, HQ)" kJ(…:

K6(W, &) : d(5u 52) =Ka(W, ii))

(‘) Voir Journal de Calle, 169, 1932, p. 1—40.
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Pour démontrer notre pr0position, il nous suffit de prouver que, dans les condi-
' r , KC]. Z 5trous de l’enonce, le rapport_,< ’ _)

_ l\5(tv, w)
Ka(z, z)

ra ort ———.—est borné su érieurement.PP Ka(w, (V) P

Nous allons donc commencer par calculer chacunedes fonctions noyaux
indiquées. Pour cela nous partirons du fait qu’il existe une T. P. changeant
chacun de ces domaines sur le bicylindre unitaire -

81=E[

est borné inférieurement tandis que le

 51—1lâl: |Zalâll
dont la fonction noyau est

— 1K (". *): .5 "'“ .
_ *

2 _
2‘ Î2(Z1+Z1_2151>(1—5252)
 

La transformationT2 change a dans le bicylindre unitaire, on a donc

   
 

_ _ Ô(51,52) ?" — z z —— -K81(=’Ç>_Kd( ?
)

()(Çty rg)

Or on trouve immédiatementque

ô(Z1,Z2) 2: Ï'ËRâ ,
Ü(Cn C‘!) |1_ÏllÆ

et par conséquent.
râRâ K E = — _ ° _ .‘a(Z7 )

712[I'1(Z1+51)_5151]-[Rî—525_]2)

de même la transformation
51="1Ï_n Z2=H1C1

change en J le bicylindre unitaire &. On a donc
-)

.
 

Or
()(51, 52) 2_ ,—_r 2{___ _,,R,.

 . .
d( ÇIy C‘!)

Par conséquent il v1ent
‘

"? R?KJ(£) 5):
1Ï2[ï‘1(}51+ ;) _ 51—5_1]2[Rî— :2__2]2.

De même on obtiendra par la transformation

3|=P|C17 52:92C27
qui change & en &.

K&(5! 2) = *
IO

l\?
le_ P P_ _,

fi2l?t(zl+51)_ 5151]2 [Pâ— “525212
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Résumons ces résultats sous la forme suiŸante ui nous sera lus commodeq P

Kb<”’g)= »“ PÎPË 2 W.) ’
—‘> - Î - "‘“ .) ,. : .»l‘(—1+»1> p,—_+”-— lPg—l*”lll

""l “‘1
, — r‘-’R?kct<z75)— _)" 21122 ‘\2

,

72(51+51 ’2— _l
—— [RE-—i:,P]'—'

_ 51+51 _
' -'

2 .)

K1(”! 5 = "4
l: —2 2rî(z,+s.)2 r,—— _îp_ [Bf—1:44:

__
,si »1 

Ces formules nous montrent que nous devons chercher maintenant des bornes
w + ;—-'———' C’est ce que nous allonssupérieures et inférieures pour le rapport
51 + 331

faire maintenant par applicationdes théorèmes I et Il.
Faisons d’abord les remarques suivantes :

a. Si le point (5,22) appartient au domaine C…,,,,(z), le point (zîz’)
appartiendra au domaine ŒÏ,W,,I,(:-*). En effet, on a _*__îi _*_:'1"'—"1, ”2— 1’
par conséquent '

- _! ':- 5 r,
‘ n n

et ‘

- 1'
—|—°1ll5*l '! l”ll

-* ';}: :_ : _<p=1r*;”+”, —1+—-1 —1——1

"1
enfin

_* __1_ - _‘Ï_-—. *l"‘2l—Rllr2l<Rl—q°
_

b. Si le point (W. W,) appartient à G…,plq,(w), le point (cvîwÎ_,) appartiendra
aussi à un domaine analogue. En effet, on a w;‘=—W’—> W;=“-Ë’QV1+r2 - R2
d'où

_

0<‘ŸÎ+Œ= 2|W1 |2+r2<W1+W1)<M=nt”,
. |r2—t—Wil2 ’2

puisque, du fait que (w, w,) appartiendra à (‘Em,p,,,,(w), on a

/ |W1l<P'(W1+Æ) < mIPI:
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et de même     lWil __ lW1| l"’l+l'2l ;“‘1 i

|W1+l‘g_ _ ,
… = _ ,

W: + Wl 9‘
l “"1 l2+ "'-’U“! + “'!) “’t + W1 r! + .2 |

W—1_l2<w, + n‘.
mais _

' 2 w '1 '

|
W, + r2 { < lcv1 [ + r._.< m'p'+ r._,, ,-2+ _l__ä > ,—2,

“"1+H'l
donc

W* W | m’ )'+ I‘» ’(m' )’+ r..| {_|—< ,] l_4 ]
.

-<p ]‘
') =plù,

cm + w”; "‘“! + w, ’ 2 ' -z

enfin
1 q’

l‘vâl=ñîl“lîl<Ê=rlh-
c. Si le point (:,z2) appartient à €…,,,,(:), le point(…z'sz appartient

à C‘Z…,,,,,,,(z”). En effet, on a

'_ .

»] ,, I ,.,dq; _ :‘2.;1+ I'…! R_

Les calculs sont identiques àeeux faits en à et l’on a

2m2p2+ r2m'”___—_,

 
o<;}*+EÎ<m,= ""

de même
z'* )(m ;+rn_,)

M!.

‘ ,, <I)1= “__—“IIl
'

:, +5, 2

et '

"“ —— _(I_.l< "Î.— R._,

d. Si le point (w1 W,) appartient à G…,p,q.(w), le point (W1 w) appartient
e…;,;},,;. On a, en effet,

w , a 2w,*— —3, cv._,*=—»
P1 Pe

d’où les inégalités
, “T m' w'* ,‘ __ q’°<W;+Wlt<mi= “"lî<Pi=Pl7 |Wlæil<ql—E'_,

Pi w',‘ — w.

Ces remarques faites, appliquons le théorème I; ou a 
 

  

.
I‘ 5:èî—l5;lz>tVÆ—Wî—IW:P ‘

!
l»”î

: |Wil
ou .

r «zt+zî ! |th <z_: w:+ë[…JfiL],‘ = * * * *l5ll 5:+51 Wc l“"4l ‘v4+“'4 -
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sî+zÎ ,_ \z—îl?

‘s?
P ”:| zî+zf

d’où  
 

  
: 1

n—

_
| * ‘.)

W: W.+WÎ .w, .-—+- 1— “__—__
} “’: wî + w]

Or on a évidemment

1<_l_zî+%Î<l 1_<rcvî+w1<lp*=a :::: p"=» :… ‘
D’autre part une borne supérieure du crochet numérateur est évidemment 1,
et une borne inférieure du crochet dénominateur est 1 — m’*p'*’. On a donc 

 

    

  

   

zî 1 l‘,p”
l—*

<P1 =1—m"l’"2=1'' 7(l— m"p"2)])
Or

5’ z !‘ + w
——': = —1 ——i2 ‘ { < «
w. w1 r,

entraîne
:1 ozr, ". _ ___—T a __
cv, }r:_;+ W. ,

< r._,’

mais

51+Î1_ |‘Z1l =p, & <al)lfi'
un + W‘1 Ll‘_ W1 ":

w + w - , - '“Donc le rapport —‘—..l est borné 1nfer1eurement par Î:, + :, ap 2

w + «Va <. 1 _|:, + :,
avec

r2(1 — m’*p'”)
_=—P1_F—

où m’* et p’* ont les valeurs données dans la remarque b. Appliquons main—
tenant le théorème II; on a

Fit _lt PI* :_) li I*_ It 2a,+g,——|… w,+w, |w,|_ 
   P S2 lzl: , _ in: 2

’ \D ou
_/* :_I_ù _!t [k !* _77 r* 2r…,+», |», P <w vv,+w1 lw,|l',—. "‘“ T_—ñ : ;? ——.—,…— 1—'“,*———-—,—;

l'z1 ; +z4 * |“4 w,+w,
011 encore

, — '* 2z,*+zl.* 1_ |z. |

… ',—.' … $
54 > lz4 z4 +”4

!* =P ,. “_," ‘ ’*
|2

z.,_W,
_W4 +W. 1-— IW4 

_. —-——;—— … ——…
IW! W,+W1
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Or on a

1 1W',*+W_f<l_
1714

= 2
] WT

_

Une borne inférieure du numérateur de la seconde fraction de l’inégalité
est 1—m,pî, et 1 est une-borne supérieure pour le dénominateur de cette
fraction. On a donc <

 

   

   
W… _ 2

|z,«* > 1—2 L.L”4fl : @_
1 1

D’autre part
I*

54 __ & Pi
Wlfl— W1 |51+'“2| >B

Donc
& B |

z, + ra | Çr2
Wi 91 (M

01‘
z1+z, |z1| >Br2__ , ‘

.

m+w1 P1“iï P"1

; W + W , , - "Par consequent le rapport ‘—_‘ est borne super1eurementpar p ’
: s1+z, 5"?

w &?_1+__1 < ;,
;1+z1

avec
'

b : P'"‘P‘
PQÏ‘2(I — m|IÎÏ) ’

où p‘ et m. ont les valeurs indiquées dans la remarque 0. On a donc

a<—“Œ—‘<b.
Zt'+' 51

. . , . Ké‘3 W
_

Bornons mamtenant 1nfer1eurement le rapport K—<‘—_W)
- On a

(:1 z…*

- —

m— —'“" |2__ 2[p3—1w2m=Ka(z, Z) _
râRâ<W1—Çîi>2

_ CV1+W1Ï    _ _ 2 2 _ z 2 2 ‘K6(W, W) P4 92 z1+ zi
[,.g_+

|

1|_] [Râ— |z2 l2]2zi + 51

. A . , . w +ÊÎ .Pu1squ’onconna1t une borne 1nfer1eure de —‘:_—_i,— 11 noussuffit d’en chercher
51 z1

une pour
W 2 2

[p,
—

'—+'Ë—] [Pä— … 1212
W1 1f: lz1 |

2 ‘
'

[r2+ —-'—_.]
[Râ— [Zg FF

51 + 51

Journ. de Math., tome XXI. — Fasc. 1, 1943.
' 6
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Or
lW1l2 IW|___— W _ <m’1’îz2 < ,

W1+W1
‘

il‘V1—l—W1
[ (|

i
q)

l51l2 ,, l51l ?—_ —‘A1l—__ <mp (|w2|<q).z,+z, z,—+—z1

On a donc Ile) (Pâ"—(Pi—'f> Rj(r2+ mp ) 
par conséquent

fâ<P«-m'p’”)*(pâ—q”)2a.< Ka<Z» 1)
RË PÏ Päl"z+ '”P“)2 K6(w, )«Î°

(l,: 
a. est donc une borne inférieure du carré du module du jacobien de w.—   Limitons maintenant supérieurement le rapport—_—5'—K(z‘z)-o

' Kfl(W1fl’),o

_ _— I‘ + ———_-__ Rî_ W? 2 2
,

Ka<z:
z)_PÏRÎ<W1—l—W1>2l2

wi+w, [‘ l

….
Ka(w, w) FEB—_”— zl+ ;,

["1
__ |;1 |!_

]2[RÎ
_ [:2 ]2]2

.

451 + 51 _

v,+ W .Comme on connaîtune borne supérieuredew—'——_—, 11 nous suffitd’en trouver
51 + Zi

une pour la fraction du milieu. Il est clair que cette borne est

Râ(r2+m’P'2)2
A(r1—mp2)2(R2——f/2lï, 

par conséquent
Ka(zr 2) RÎI'Ï lÏâlfi(r,+m'p"—’)’

— °! » ° 9—1=b7Ka(w,w) rg(r,-mp”)—(Rf—q-)- ’ 
b. est donc une borne supérieure pour le carré du module du jacobien.

5. Les TRANSFORMATIONS QUI LAISSE…“ INVARIANT UN ronvr rnomŒns ou QUATRIÈME

ORDRE. —— Considérons encore le hicylindre unitaire

ê,=[[|zklgl, k=1,2]

et une T. P. W changeant &. dans un domaine ç} C &, et laissant invariant le
point frontière Q (— 1, — I). Supposons de plus qu’il existe une suite dénom-
brable de points {z{“’, z‘"’} con“vergeant vers Q et telle que la suite formée par
les1mages de ces pointsconverge également vers Q. On aura donc

:(5. .) '
lirg_3‘,"’= lim w»:— limz‘f’: limwgm=—1"=. n=œ II““—O n=œ
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et nous ferons de plus les hypothèses suivantes

__ p_((1>2, '

‘o<lim Î__—'(îêfl,-!_ =I‘k<œ (k=1,2),
l1=n ,

_« |(5.2) (
_… 2'o<limLOg[I—lû1 |]=l‘3<ao.n=a LO:‘-Ï[I _ [“.(1Il) PJ

Considérons le point {:‘,”‘z-Q”“t et le point {z,sg}; on a encore, entre les dis—
tances non euclidiennes de ces points et de leurs images, l’inégalité
(5'3) 0351{5'"‘,;}îæê{wlnl,wî_

Posons, comme au début du paragraphe précédent,
1 1

E' : Log[1 — H2(z‘(‘v“)f 52 Log[.r — H2(sfl_;nn)l’
l 1

An: L0€[‘ + H(ZÊ"’”)L Bn= Log[1 + H(:fl”’”)L
Cn= Log[1 + H(w‘,”*”)], D,,: Log[1 + H…‘i”’”)i

avec

H(z3M): ___—"f_ “"
et l’on a encore  — z‘!"2 — :..?o<1—H‘-‘(_z$ÿr”):il |/. |]i‘

_|
A] ] <1,

il en résulte immédiatementque

‘
lims1=limsg=limnl=limm=o,

(5.4) "=” Il=t "::
51:73lun A,,= lun l’>,,:: lunC,,= lnnD,,= Log2.

Avec ces notations, l’inégalité (:”) . 3) s’écrit
I

"l
1 1 _, 1 ,

(1—— 2A,,s,)‘£+ ;;(1 — zB,lsg)îg 7,î<‘ — 2C,m.)-+ _E5(1-—
20502)“

—-.> | -.v
.

ou encore

(5'5) 'IÎ(I—2Ane1)a_ ”“I—([*—2Cnfll)üêjl‘(1_2Dnifl—z)g_L(I—ZBnêg)2,-
' 8Î Tll 02 52

puis
(5.6) (;+ ;) … _<‘_19_>

[…;
… _i + 2(Cn—.A,,)]=1 fil _1_+_1_ 1 01

_ 31 "Il

z<l + l)(l_ ”(B"+D"))(l
— i + 2(Bn—Dn)),_

El I)s_> i + i Û‘.’ E'.
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POSOHS

A + B + D .

In 171

_ °.(4n) H : Gig”); (le _ A": an: Bn_ Dll: Bn-_ + _. + __
51 711" C; 712

Puisque A… B… C… D,, tendent vers la même limite finie lorsque n augmente
indéfiniment tandis que a. , eg, T… “% tendent vers zéro, on &

lim afl“’= lim aî_,'"= lim «,,: lim @,,= o”=” Ïl=æ ll='lä II:?)

Les inégalités (5.6) s’écrivent alors :

5. i.L) _ ..…(>_.>. .)( 7)
<81' "h

(1 2a_)
51 m+2oc

     1 1 1 1
2 —+—— (1 20"”

<—-———
+2 >_<S‘ 711)" )

112 :._
B"

Or
> > r—Hî<z‘é“'f> [l—is‘.” >J[1—1z..- l[Ir—w_T.f>>T_"'=IJ g__TW—=LO " 97

=> ">>“ ‘—"'<W>"> [n—!w.:'>…n—.«wl-1H— kms.-] (k=l, 2).

D’après les hypothèses ("'). I) et (5 . 2), on peut évidemmentposer  
   

  [ ‘
;?”"î

“‘—…»… [ll—w“°mll ,.Î‘“lZkl2llll+wkl2]+oszn,
[l— |V:.”’lJ[I —‘l“k‘IJ [|1— : II—I‘Vkîli[ll+zklîl "

' 1où p‘.”’ tend vers zero avec ;-
Dautre part

1 1 _) _)

87
+

711.—

= Log[r -— ll-(sÿj““)] + Log[r — I-l-(wÿf“”)J.
Or

__l._-_(l_l);2 _ z «_»LOg[I—H2(z(,Ï"")]=Log[l
&!

/. ._iL‘ ml
L|i

*! — :-,{'->:.,_. ('

_ ,.(n)
12 .

I _ |;k :?
\

'— L0gll—
[ '°’-' |]+Log _ 9’

Il— 2‘/.—"’Zk
'

Log[1— H2(WS£"“)]= Log[1— |..«,;» |21+ Log ‘— ‘“’k '“
.

'

|1—— w‘,{"cw ['
d’où

1 .
'

|—ws:>>- [——|wŒ][r——lu|]—+—=2L0 1— :W2 +Loor 9+LOO‘
êk m.

g[
| " … °1— |:.<,;'>1- °{1_,—.I..>ZÂ|-[I_W—Tl.>WÀ|-

Les deux derniers Log de cette formule tendent vers des limites finies lorsque n
augmente indéfiniment; on peut donc poser

1 + i : [Log(1 — |s<,;>>12)1[2 + y.<,;>>],
9& m—
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. l - ; - : r '

p.‘,.”’ tendant vers zero avec 17 Les 1negal1tes (5 . 7) s’ecr1vent alors

(5.8) {Log[n—Jsfl"’fiJ}<a+u‘.”’><x—2at”)>ŒL“Æ (n)]l(1—lW:l‘)lt+J +?
S{

20€" + Log
Ll‘,

êiL0g[l—I:J2J; (2+p‘_,’”)(1—2ag”)
( (1—|z2|2)]1+u:'”

]}>< 2 ,,— Log F.——————' €,") ..l5— l_(…l—l‘Vfil)|l+zel +?” )

Divisons maintenant les deux membres de la première de ces inégalités par
Log[1 — |z‘,”’ ia], quantité négative quand n est suffisammentgrand; on obtient
ainsi en passant à la limite : -

=2L00_[_
(1—1w22){ ]1+52 ?(1—|z,|2)'1+11"2'

2T;,L0g[l‘,<l °l‘:.((1—[z_l‘—’))|1+1w|'—"'_21W1])i1+5l1
_

D’où finalement, en passant des Log aux nombres, on a

l‘ 1—|:,]2]1+1t‘1{21‘3r1_ 1—1w.{‘- J1+z-___Ç-_.°_
1|1+51|2 1—lW1l"' : 2|1+W‘2|2 1—1 321"

_j/\

Telle est la formule qui généralise au cas des points frontières du quatrième
ordre celle obtenue par Miniatofi' pour les points du second ordre.

Nous voulons étendre maintenant les propriétés que nous venons d’obtenir à
un domaine 65 plus général. Nous ferons sur (B les hypothèses suivantes :

1° 03 est tout entier à distance finie.
2° La frontière de 65 comprend au moins un morceau des deux hypersurfaces

analytiques
L‘,“=E[z,=h(z… 71), OËÂÊ2TE], LË1)=E[52=6…7 OÊP'Ê27T] (1)!

où h(z,, l) est, pour toute valeur de 71, une fonction analytique de 2.2 définie ‘

dans un domaine suffisamment grand, dont la dérivée partielle par rapport à 71

est toujours finie et pOsitive; les L… sont donc les ensembles réunions des
morceaux de surfaces analytiques J‘,“(X) et J£,”(p).

3° Le point frontière Q appartient à chacune des surfaces Jÿ”(l,,) et J‘,”(p…).
Par la transformation . h(52y7—0)—Zi

;!
llhi. (52; 7—0)

Z._,: Z=_) _ e…“,

,ll 
(') Bien que la forme de v.Ê_j” soit très particulière, ce cas se rencontre assez fréquemment.

L‘étude des domaines dont la frontière est formée d‘un nombre fini d’hypersurfaces ana-
lytiques est d‘un très haut intérêt; l'intersection de ces hypersurfaces est la surface que
M. Bergmann appelle surface remarquable du domaine; elle joue, au point de vue de la
théorie des fonctions de plusieurs variables complexes, un rôle analogue à celui de la
courbe frontière dans le cas d’une seule variable.
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‘

nous introduisons des coordonnées simultanément normales par rapport
aux lamelles JPG…) et J£j’(p…). La première est située dans le plan :,=o,
la seconde dans le plan 39 = 0; nous supposons que si le point {y}
n’appartient ni à J£”(M) ni à Jf}’(p…), les points { o, y } et { y, 0 } n’appartiennent
pas (3.

4° Enfin nous supposerons satisfaites les hypothèses 4° et 5° que nous avons
déjà faites dans le cas du point frontière du second ordre.

Dans ces conditions M. Bergmann a montré que les domaines de comparaison
de (B au point Q sont des bicylindres et que ce point appartient àla surface
remarquable de ces bicylindres. Un point frontière tel que Q est dit point
frontière du quatrième ordre.

On a alors le théorème suivant

THÉORÈME 1. — Étant donné un domaine 03 satifaisantaux hypothèsesprécé-
dentes, un point Q de sa frontière du quatrùz‘me ordre et une T. P. W laissant

_ fiæe Q et changeant (B en %” C (B, s’il existe une suite dénombrable de
points {z$"’, 5£"’ } convergeantvers Q telle que la suite formée par les images de ces
points converge également vers Q et que

F(z‘,“" )

F(iv:"“f Li,”) ‘__
F(’:':’ln ) (Il) _ l'oglF(zlynl)l

Lun—_ __ , ., ___)
F(W-S"“) " L0glF(z;‘"’)l‘ __

tendent vers des limites finies et positives F,, I‘._, et I‘” lorsque il augmente indéf—
niment, on a, en tout point { z,, 32 } sufisammentvoisin de Q, l’inégalité    u‘“<55> lw-zl2

<l—L
F<«v:> |z{|2‘'

l=5‘l2 F(Wë)“ 11 l”"îl2 F(zî)
enposant

— ,_ .5. (V5—Fn =n n—1u ;".=—'L w*.= /_1 2( ) + ‘ 7 /. 0
’ l ""/(+0 (‘

7
))

où 6 est un nombre ne dépendant que du domaine (3.

Démonstration. — L’analogie extrêmementétroite entre la démonstrationde
ce théorème (et de ceux qui vont suivre) avec celle que nous avons donnée au
paragraphe précédent nous permet d’être très bref.

M. Bergmann a démontré que l’on pouvait prendre comme domaine de
comparaison intérieur le bicylindre

J=E[|Q—O}<0, k=1,2]

et pour domaine de comparaison extérieur le bicylindre
cl:[[|z,@—O|<O, /:=1, 2],

0 ne dépendant que defi».
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, Dans ces conditions la transformation

, OK 0 .,(Ti) 51=ñ7 .:.}: : 
change 5 en a.

La transformation W, =WT',”' change a en 57 c 9 c 03 C a. On a donc la
distance non euclidienne de deux points A et B et celle de leurs images A,,
B, mesurée avec la métrique relative à et

a{A,B}êôäa{Ai, B,}.
La transformation

1 .(TÎ_,)
Æ/"=1'ÎCÀC;

('/.':1,2)

changele bicylindreunitaireë5,—_ E [| Q, — 1
i
<,1 k—_1 ,2] dans le bicylindre c'L.

On a donc
@fl_{A.B}=æg{Tê—i J\,Té— IB},

d’où ‘

aaa, { Tg-l A, TI,—' B } g a,, {
T.:," A,, T;*' B, ;;

prenons pour A le point T‘, {z“”} et pour 0 le point T', {s""}. Il vient

 
A1=W1A=WT,—‘A=WT,—'T;{z"”}=W{}:{wfl‘},
B,:W,B=WTÏ'B=WTHTH z }:W{ 5 ,:g w ;,

d’où
(5'9) œ61iTê_' lW‘”‘l:Tè—‘ {Wllê 035,{Té'Tii”"“l: T'_ÈTilzll-

Et l’ona
,_ ‘ , W ,_ , * ;

T2 "W}=W"=wk-Î—O' T2 lTllzi=z/:=Î;£ (k=112)'

En faisant croître n indéfiniment dans (5.9) et en passant à la limite, on
obtient l’inégalité de l’énoncé.

THÉORÈME Il. — Dans les mêmes conditions qu’au théorème précédent, en
remplaçant seulement dans L‘,”’, LÉ_,”’, L‘.’" les :* et w*par des z’* et w’* et I‘, ,l‘,,
]“3 parF',, I" ,'I‘,, 31 lon suppose deplus quil eæzste a l’1ntér1eur de g un btcy—
l1na‘re &: [Hz,—1

|
<r, k—__ 1,2], on a, en tout po1nt {z,, s.,} su_flîsamment

vo1s1'n de Q, [1négal1te'

r,l«‘-<wï> | 1'-’ <[_, F_*_(Ÿ=’.> lw'*|
,r1|wt_, {2 F(z',*)= 1" |:',*_Î2 F(W’ )

 
en posant

It 5À' !* ‘Vk __:.=—— w.=—— k_12.5k+6, I. 0
(

1
)

Démonstration. — Conservons les notations précédentes, la transformation
, (V,.(T3) 5/1: ‘ ("—“=l, 2),

"—C1-
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change ('à en cl. La transformation W“‘ change éäc @ en éä*c (BC (fit; par
conséquent la transformation Wg=W—‘Tflf‘ change a en â*c &. On peut
donc encore écrire, si A et B sont deux points de a et A2 et B, leurs images
par W,,

ŒÈI{A’BiËŒa{A2,B2}
011

_

‘°61{Tà“'A, T::‘ B}gœa {Té“‘Ag,Tg—«Bz :;

prenons pour A le point TÊ,{w“”} et pour B le point Tè{w}; on a

,._; |“! " !’

AQ=W2A =W“TQ“' Ts { w"“ } =W“1 {WW } = {
z("‘ },

B2ZWQB=W—’T:Ê'ngg W }=W_l{ (V
}

’

d’où
(5. …) ava{'1‘_.s-'Tg:wwT;—'T31w};>cav{T.:—' }, T;** {z :}
avec

[_| ) _ /* _ “”k [_| _' __ [..—_ Sk _T., T3{‘Vÿ—CV/;——‘ÿ T., {» —Zk—'_ (IC—1,2)-' ' r '
:k—|— ()

En faisant croître n indéfiniment dans (5.10) et en passant àla limite, on
obtient les inégalités de l’énoncé.

THÉORÈME III. — Sous les mêmes hypothèses qu’aux deux théorèmes précédents
et en supposant en outre que la T. P. W change le domaine   

   .) _ _ : 151] ,. : lzîlL(z)_E o<mi<zi+sl<mg, _ <m;;,o<…;+…;<m… __ <m5 ,
_ :-1—+— 51 z2+ 52 ,

en un domaine intérieurau domaine

! _ ! iw’1i ! _‘ ! iw2i !
_

€(W)=[ o<m,<wi+w,<m2, _ <m3, o<w2+ug<m“ _ <mà .
“’1+ W1 ’ CV2+ “’g

Le module du jacobien de la transformation W est borné inférieurement et
supérieurement en tout point du domaine €(z) par des quantités ne dépendant
que des mi, m}, I‘j, l",- et de 03.

Démonstration. — Il résulte de nos hypothèses que

ecgca.
On a donc _

Ka<CV, (“’> < K(W, 5) < K5(W, W);

K (3, 2) étant toujours la fonction noyau du domaine.
De même on & scæca,

donc _ _ _Ka(z, z) < Kæ(z, z) < K5(Z, z).
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Nous en concluons

' Ka(Z, 5)
<

KÛ3(Z, Z)
<

KJ<Z,Z)
Kg(W, Îv) : Kg(W, @) : Ka<w, «$)

et comme
Kas(£»£> _ ô(cv,,.cw)

2_
Ka<W,æ)_ ô(51152)  

On voit que, pour démont_rer notre pr0position il suffit de trouver une  borne inférieure pour KM<——î—’ et une borne supérieure pour KJ—(“’z=)— DesK5(W, w
_ _

Ka(w, w)
calculs faits au paragraphe précédent, on t1re 1mmédiatement

_ 0'»K. 5 z = _ _,_ __ _ .,a( , )
7r‘-’[0(51+5.)+:, :1] l0(52+ 5.1) + 5252]"

de même
_ 01K z,; = _ _J( > 7Î2[0(51+51)— 51] [6(01+—12)—5]

et
‘ _ &

K5<Z, Z) = , T'[F(zi+z1)— 51Z1][<:2+ “=)—;—
N.

On en conclut que

Ka(Z,Z)_(cvl+1—v1)(cv+ ‘Va)2 _w,+ çÎ;,ÿ _ m+oÎ] Ë
K&(W;W)— (Z1+Z1)2<22+Z2)2

l6+ Iz1î:l‘lr0+
(52;2 Ër£

,:1 + zi
et "

{a+—W 2[e+_w]KJ<Z7: (‘V1+W1><VV0—F Ço_)2 ‘V1+æ1 _J tV—z+52_ .
Ka(cv,c_v) —(z1+z1)2(:2+ E_)

[0_ Mai
12l6_ |z«;lî]_ zl+z1 _ z2+z2

lz1l<m2msy [Z2|<”lïmäa |W1Ë<m{z’nlzs> |Wfl<m2ml

 \
Des hypothèses faites, il résulte

et par conséquent  
 

2 !':
Ï'3

’

"'1 “L’ '_& < num.—’.
* _ < mun£,

—‘1+»1 z—z+ 2.
| . 2

cv1 ? m ' ,.
—|_l_<nl’2 "là,;‘ —|—: <m',_ m_…f,

‘vV1+ W1 VV2+ “’a

une borne inférieure de

1“'1l"’ îW‘-’ |‘-* ]l'— __ l‘— ___—
W1+ (V1 (“—_»+ CV»

'
ls ? IZzP 2

6 + 1“_
] [0

+ _ ]ZI + ZI 52 50

( r --— m’._, m'f)2 ( r —— m'3 m'ÿ)‘-’
(0 + 1712 m‘y; )2 (0 + m1 mä )'2

Journ. de [Wal/t., tome XXI. —/Fasc. 1, 1943.

est
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de même une borne supérieure de

| 2

[@+—_—
—‘—"'_H0+|_“2'
IV1+ÎV1CI'»_+CV_

[@
—

J1—
——

151+51 52+52
(O + m'._, m'“2 )‘-’(0 + m'., ”12,2 )2

(0 — m2 m3“; )‘3(0 —— m,, mÎ )")

 
est  =@,.

Pour avoir démontré notre proposition, il nous suffit de trouver des bornes
inférieures et supérieures pour

(“'| *l“' {‘A—_!) ((V-_: 'l“ \I'-_))
.

(5. + 5.4) (:=. + :_.)

C’est ce que nous allons chercher maintenant. On peut trouver immédia—
+ wtement ces bornes pour "—'—:.—‘- En effet, par hypothèses, on a51+—-1

o<rm<:,+ :Î,<m«_,, o<m’1<tv,+æ1<mî_,.
Donc

ne. :.1 + :,
<— ’23

In,“! IV1+5'1 m
011

m', W, + tu m'._,

m2 ;. + E‘ m1

Cela étant, les remarques suivantes sont à faire :

Si le point {z., 22} appartient à €(z), le point {22 23 appartiendra à un
domaine analdgue. Les démonstrations sont les mêmes qu’aux remarques
faites à propos du théorème III du paragraphe précédent. Aussi bornons—nous
à donner les résultats

_ m, ,_,_ m._, * __ , _ mt _ __m2 __ — , m3 __ m… m, __ Î’ m3 __ "15.

b. Si le point {w. wa} appartient à C‘Z(w), le point {W} wî,; appartient à un
domaine analogue. On trouve aisément

0m'4 ,_ 2mÇ? m'."—’ + 0nz'., ,, m'_.,(m'._, m'3+ 0-)m,*= —2-——,—,, ; 2=—‘——+——=, m =—-———,
0 + Om+ m,) . 0-

!,*__ 2nî?m?+0mÎ,_ ,,_mL(mÇ.m5—t—O)__ ___—___, nl __ ___—0" ' 02 5 0

Si le point {z. @} appartient à €(z), le point {z1*53*} appartient à un
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domaine analogue. On arrive facilement aux valeurs
Om, gmäm;;+ Om2

P‘
m;(m2m3+ 0)

’ .,= ___——:: ___f—T', ‘ : ___—_— .;"“ 0‘-’+ Om.z+ m._—îmâ
”2 (i‘-' 9

2mîjmä + 0m;, mä(m,,m,,+ 0)
02\ " 3— 0 .

9

(J.,. =

d. Si le point { …. w2} appartient à C(cv), le point {w:* w
à un domaine analogue; on obtient

;*} appartientaussi

!
r _ ’”’4 Il _ ln") / _ / I __ ”"! r
1—— 'T.’ 112 — T’ P—;;

—— '"…— {J-x.
—- -;'-9 {J.;}: m’5.

- , ' “" —9Nous sommes maintenant en etat de trouver des bornes pour L_“.
'

. 52+ Zg
- Appliquons‘ le théorème I:, ou a     

 

I‘»
-

<[_1_
F(svî)

l5Îl2]l‘.'F(WÈ) lzil2 :
T1 l“’Îl"’ F(ZÎ)

ou encore
L'* ,[_* Ë* :_, ,* ‘*

(5.11)
l‘f—"’Î'e2[1_ *l”2l_;]

|“'2l
*!" "F—Î- l‘2l 52+52

(W;+W—;)ll— lW‘:n'_]
*-‘—_»

w.‘_,+wîj, 
Le second membre s‘écrit

!
1 a"; + wî Îu-Î "-'

' |“’|l (“ +(1‘,
[

i
|

[ sî+£zî {_ W
\ |z:| ;;fl; ,

Nous allons chercher une borne supérieure pour cette expression qui peut
encore s’écrire

 
  

 

 

…: :=‘
“«

1_WÎ+(ÇÎ WÎ+5ÏÎ
Z_Î|

.*- _* 2 *
.P1 zî+zî [_ l—'4_- Wo

_t *"! +”l
Des remarques a et b, il résulte que

m'] w‘,‘ + «ÎÎ m;
nc.} ;: +Ë_Î m‘.‘

et les inégalités
: ? 1 1 v*‘sl ‘Î 's], ——…£—“Î“"sIng—2 l51l _ m3‘2 [W,] *
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donnent
1 w} + 1Î‘,‘ :}“TÊÎ‘”—î‘ ‘: < '”Î'":1 z, +—z1 “1

donc
1 - mî _zi ,, m.‘_,

m'_{' m'; = w: “
3m'."

et comme
54 |",\‘, .<m;|zzl<m;ms,z,+ N

-—

»

on a, pour borne supérieure du second membre de l’inégalité (5. 1 1),  
  

 

  

  
     

     
'

1 nd,” ! )… nef,” l‘:
_ - nail"- I-t') =d2;_F, mî 1—mÎ_Çm3—

" m. -_
on un de (5.1 1)

wî + w}
1

!ch ?

w; < a; |“); w”, + vÎÏ_Ç-* = I‘. . _Î *
,

—'—.» ):_,+z,
1

:_,|2
un +5‘; _

01‘
1 1 :.‘,+:‘, 1 1 w.î+wî‘

mag—2 —l_al_gl’ _ltgê
ldW*

2=1?
, ‘

'
5 ”l à 2

d ou ,.fi : F:. |

“'—’ |__ = l“-’ '.
| :..:

1
< …;m;-',:: +53 :—1 +52 '

il en résulte immédiatement que
>

* *
v_v_Ï

02 _2”âs—n : “a;
_ 52 13 1——mâmä-

mms
w; w.; 0 _ w; 0 < a
z;

— w2+0z2 _
:.; [w2+0| "

OU ‘

w2? <“:1
et comme

fl‘)‘ "» W'+_' < ‘ " <moa:2+ :_ |52
m,…_

w +5 ,. , -
'

Donc ——2_2 est borne super1eurementet l’on &zg+ z2

lô(W“
W2) 2 KJ(5: 5) < m‘-'a2 mI_{"

. — " 3'_- l'Ô(anz) Ka(w, W) ° ”‘Î 

Nous avons ainsi obtenu une borne supérieure du carré du module du
jacobien . - \
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Appliquons maintenant le théorème II. On &

 _l_ |a_f;lf F<z
a_>(5.I2)

lv2 F(W—I2—t)l Sal/q
 

 
 |z',* ‘-’ F(W’,‘) %'F(ZT l“,lltm

Cherchons une borne inférieure du second membre écrit sous la forme
! r _l

]… w.*+ w.* |w'.* |?
‘“

. ——-…-— 1 — ——
|W4   

  

 
 

   

    
   

  

   
        

   

( _ ch+wî :'(
, 54*+ ZI:

[!
_ 57 2

]
…:

des remarques c et ci, il résulte que

E1<ÎÆ_‘LW__4 lil, Lgî”ï_Îï_igl, L,gl“’4‘ïw4_,
P‘=: z',‘ +z’,* H1 H:: 2 I:. \ … 2 IW. “

L < ‘___vë‘+W'«’ < …, 1_ a < Z
’< … E}.l = ,* I* r I ". . /("‘a 5,+24 Wi l"‘:s P‘2 “' P‘|

La borne inférieure de (5 . 12) est donc

5 —[r'—
‘ &]“_

P'32 ("‘:

On a par consequent d apres (5 12),

W{+ w,
1

|Wæ

“Î‘Î >]“2ô- |W2
,

W” Î‘Î"5) :'_Î+£_Ï I__ ”2 |"

|—'-Î.Î | —'Â—' + 5'!

En vertu tou_|ours des remarques c et d on a

—',— s 5 ””“-: Î“’2 51,
,.
” 2 |….» l

"

__1_ Si 132 41153 gl,—
W _2 [52 |

…"" '—= < P‘âw,
:: + ::

d’où
W'; 1"—1{32 _

là > I -_u
_ @3.‘z,, p,.,(_I _ P“:i P”)

or
[*

9 Zo+ 0 Zg+ 6 “*‘2 6 ÇV2“îî = vz—__—|=_ _ >— _ >@…Z., , 52 " 52 " Z2
Donc

W2 rfi:‘.
Z2 0

Or
W2+W2> |W2l

_;lct_&
__ rB.«

zz+2; "”El—ml m's zz 9m'5 
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Il en résulte

Et l’on aura

— SUR LES- 'I‘RANSFORMA'I‘IONS PSEUDO-CONFORMES. <@__(°) Ka<=—v5> __
K5 (t“, i—‘-‘)

Notre propositionest démontrée.

REMARQUE l. — Dans le cas où I‘,=I"3 =], on peut prendre m. = m', = 0,
mais, dans ces conditions, les bornes que nous venons de donner ne sont plus
valables. Cependant un calcul analogue à celui fait au paragraphe précédent

 

()(W…t_.) '-’

()( :.. :—._.
)

pour le théorème 111 permet de trouver ces nouvelles bornes.

REMARQUE Il. — Il est évident que les théorèmes 111, que nous venons de
donner, permettent de donner pour certains éléments géométriques, tels que :

volumes, surfaces, etc., d’une figure fî* image d’une figure 97 par une T. P. W
satisfaisant aux conditions indiquées des bornes inférieures et supérieures en
fonction des éléments correspondants de âî .


