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RÉSOLUTION D’UN SYSTÈME D’ÉQUATIONS DE M. SCHRÔDINGER. 83  
Résolution d’un système d’équations de 114. Sclzrô‘zlinger ;

PAR ROBERT FORTET.

!. INTRODUCTION. -— Position du problème. — Dans ce Mémoire ('),
nous nous proposons de résoudre le problème suivant, posé par
M. Schrôdinger dans un Mémoire intitulé : Über die Umlæhrungder
Naturgesetse (Sz'tzungsberichte der Preussùchen Academic, Phys. Math.
Classe, 1931, p. 144) ("').

Soient a: et y deux nombres réels variables respectivement sur les
intervallesfinis ou non J' et J2 (“). Soientg(æ,y), w, (a:), wg(y) trois
fonctions réelles bien définies de 13 et y, mesurables et sommables
pour æÇJ', yÇJ°, et satisfaisant aux conditions suivantes, dont
nous désignons l’ensemble sous le nom d’hypothèses] ( ").

… g<azy>20:
… «».<.r>go, wgo')zo;

Hypothèses [. .
(3) f°h(Œ)d—T=/ m._,(_y)r/_)'>O.

\ 5‘ - J’ 
(') Le présent Mémoire est le développement d’une Note aux Comptes

rendus parue sous le même titre, (. 206, [938, p. 721-723.
(*) Voir aussi : Scunônmosn, Sur la théorie relatiw‘ste de l’électro): (Ann.

(le l’Inst. Henri—Poincaré,II, 1932, p. 300.)
("') Lorsque ces intervalles sont finis nous les supposons fermés.
(*) Dans le problème de probabilité de M. Schrôdinger, il faut supposer de

plus que

flg(sr, y) rl_y: |.
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On considère le système d’équations (S) 
/ (A) (?(Œ) [$“-“f) '—'H(_l’)ll)'=m,(;r),

-- J'—‘(S)
_

(5) ‘«P(y)/ ér(æ,)') '?(J')d‘"='“z()‘).
»."I‘   

où cp(æ) et nl;(y) sont deux fonctions inconn'ues définies respecti-
vement sur J' et [I‘—'.

Il s’agit d’abord de savoir si (8) admet une solution, c’est—à-dire
s’il existe un couple de fonctions bien déterminées cp et al», ni nulles ni
infinies presque partout et satisfaisant aux équations de (S); et si (S)
admet une solution, il faut savoir s’il n’en admet qu’une, étant
entendu qu’on ne distingue pas deux solutions de la forme ç(œ), @(æ)

et cp(æ). 9, lb%—)- où 9 est une constante non nulle.
Nous ne rappellerons pas l’interprétation probabiliste de ce

problème (voir à ce sujet le Mémoire de M. Schrôdinger); indiquons
cependant que cette interprétation fait présumer que, sous des
conditions assez générales, (5) admet une solution.

Nous appellerons solution positive de (8) toute solution constituée
par deux fonctions cp(æ) et $(y)êo : nous nous intéresserons parti-
culièrement aux solutions positives, les seules intéressantes du point
de vue de M. Schrôdinger.

Cas de Bernstein. — On est dans le cas de Bernstein si

n. J'=J’=(—-œ,+œ);
(.r—yu’

a! b. g(.r, y) :
l/_ e_ (a> o, quelconque)

ont
0. œ,(.r) et w,(y)sontcontinues.

M. S. Bernstein a fait savoir (VerbandIungen des Internat. Math.
Kongr., Zürich, 1932, l‘" Band, p. 288) que dans ce cas (S) admet
une solution. A notre connaissanceil n’a pas publié sa démonstration;
il ne parle pas, d’autre part, de l’unicité de la solution.

Hypothèses Il. — Nous étudions le système (S) sous leshypothèses
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assez générales suivantes, que nous faisons une fois pour toutes et
que nous appellerons les hypothèses Il.

a. g(x, y) est continu, borné supérieuremènt par un nombre 2 > o,
et difle'rent de zéro, saufpeut—être sur un ensemble de mesure nulle pour
chaque valeurfixe de a: ou de y. ‘ ’

b. (0. (a:) et (0,0!) sont continues.

D’autre part, il n’y a pas,d’inconvénientà supposer

<3') f5lœl<æ>dæ=fgzwzmdy=x,

et c’est ce que nous faisons dorénavant.

Résultats. —— Dans ces conditions nous avons établi que le
système (S) a au plus une solution positive (Théorème III), et nous
avons défini deux cas où l’existence d’une solution positive est assurée
(Théorème 1 et Théorème Il) : le deuxième cas comprend comme cas
particulier le cas de Bernstein. -

Remarque. — On pourrait toujours supposer J‘ et J” finis, car on
peut généralement se ramener à ce cas par un changement de
variables, comme le prouve le calcul suivant, où l’on a supposé pour
simplifier J' = 5”

Faisons le changement de variables
x=a(w’), y=a(_y’), où et est dérivable,

et POSODS

<?'($’) = <?ld(«L")L ©’(y’) = Mao/)], é"’(—'L‘S J") = g[oz(æ’), at()”)l,
wi(æ’)=w1[d(æ’)], œî_,(æ’)=œ,[a(y’)L

Désignons par a’(æ’) et u’(y’) les dérivées de oc(x’) et «(J/’) par
rapport respectivementàæ’ et y’; enfin soit J’ l’intervalle de variation
des nouvelles variables æ’ et y'; (4) et (5) deviennent

(4’) <P’(a”> ><fJ,e’(w’,y’) +’(f)a’(Y) dy’=®'. (w’);

(5!) («l'/(y,) X£'g.l(æl, ),!) (P/(wl) a/(æl)dxl=œ'2(yl).
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Posons encore

ëwv=wwwxwwm @yw=vun;
Ü,(æ') =œ'|(æ') X a’(æ’), Ü,()") =m'._,(y’) X al(),r);

g(-ZJ7 yl)= oj(æl, ),!) X Œ/(J'l).

f5.(æ')dm’=[Ei=(_y’)dy'=l.J' vJ'

Et, si l‘on a choisi la fonction a non décroissante, on a aussi
Ë(JÏI:)J)ÊO: 5.(æ')ëo, 5=(y')20-

Multiplions alors les deux membres de (A’) et (5’) respectivement
par a'(æ’) et a’(y’), on trouve le système (€)

ô<æ'> ><[{ ÿ<w2 y'> Œ<y'> dy'=%…,
(@

MWxfflæywwww=awt
|. J'

système parfaitement analogue à (S), avec les nouvelles inconnues $
et $; il suffit donc de choisir a de telle sorte que J’ soit fini pour
obtenir le résultat annoncé.

Seulement un tel changement de variable transformera générale-
ment une fonction donnée simple g(æ, y) en une fonction ÿ(æ’, y’)
généralement discontinue lorsque æ’ ou y' sont aux extrémités de J’.
D’où des difficultésqui font qu’il est préférable de raisonner directe—
ment sur J' et 52, finis ou non.

2. Exrsraucu D’UNE SOLUTION DANS UN rat-mum cas. — Le système (5)
équivaut au système (S’)  , _ (,),(Jÿ)

_(6) <?(J)—_

/. «r(.‘L' )), "’«_r(_)’)d]'
,

320
‘

l["<s y>o<wd£
(S') v '

’ '
-

(J): ( _'}'i(S") w>=——
falg(æ, J')?(Œ)fl’—F
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et tout revient à résoudre l’équation (6), que nous représenterons

_
symboliquementpar
(6') <9=®(<9)

et dont il faut chercher les solutions qui ne sont pas presque partout
nulles ou infinies.

Or, considérons l’équation
<»: ( J') (O’(7) h(äf)=f g(æ,J') . (…

,
52 ,: ' (J)| »)dz

llfmg(" “”
/z<=> ]
  

que nous représenterons symboliquement par
(7') h=9(lz).

- A toute solution de ( 7) qui n’est pas presque partout nulle ou infinie,
la formule

_ 'l)| ((L‘)
(8) <p(w)_ Il(.’L‘)

 
fait correspondreune solution ç(æ) de (6), du moins en général [(8)
ne définit pas o(æ), par exemple si (o, (av) et h(æ) sont simultanément
nuls].

_

Nous allons donc étudier l’équation (7).

Fonction de la classe (C). — Nous disons qu’une fonction H(æ)
définie sur J' appartient à la classe (C) si

a. elle est mesuràble (B);
b. elle est bornée in férieurement par un nombre positif et finie

presquepartout.

Démonstration d’un lemme. — Soient J:, J;, . . ., J,‘L, . . ., et
JÏ, J_, . . ., Ji, . . . deux suites d’ensembles finis, tendant respecti-
vement vers 5 ' et J” et tels que

J},CJ;,+|y JÏlCJi—in'
Posons

(3.! H. , :] ";, ,. Mdz,[( .))
J‘I‘O( ))I'l(Z)
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où H(z) est une fonction de la classe (C); la fonction G,,(H,y) est
bien définie o au moins our n assez rand et continue° elle est de; P

_

g ,
1 .

plus non décroissante avec n, et Si l’on pose
G(H, y) : lim G,,(ll, y),

ll->a

G(H,_y) existe, est de la première classe de Baire [donc mesu—
rable (B)], finie partout et > 0 : plus précisément, sur tout intervalle
fini, G(H, y) est borné inférieurement par un nombre positif, car il
en est ainsi de G,,(H, y) au moins pour n assez grand; l’intégrale

Ht<æ>=f_g<m>…—"—é’},dy

a par suite un sens, est continue, finie, >o, et non décroissante
quand n croît; on peut donc poser

H’(æ) : lim H',, (au),
II.—)::

H’(x) est de la première classe de Baire, donc mesurable (B), > o
et même bornée inférieurementpar un nombre positif sur tout inter—
valle fini.

Posons [_ , , m;(_}’) w,(æ)
F(æ,J)—g(x,))Xmxñ(æf

F (av, y) est bornée, mesurable(B) en a: et en y, donc en
(œ,

y), > 0.
Soit

(9) 1p,q=fzf1F(æ,y)dædy,
_ ,,G(H ,(1°)
—f;w=(yy)G—’——(H’,,,)d),

(11) :f: Hi,;(()o),(æ)dæ.

On peut passer à la limite sous les intégrales, d’après un théorème
de Beppo-Levi complété par de La Vallée Poussin (voir La Vallée
Poussin, Intégrale de Lebesgue, fonctions d’ensembles, p. 53), et cela
sans s’inquiéter de savoir si H’(æ) est fini ou non; (10) et (S’)
indiquent alors que IM a une limite égale à 1 lorsque p et q tendent
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simultanément et indépendammentvers + ce; de (: 1) on déduit alors
que

H’(æ)
(12) LJlîÎ—(x"—)û)g(Œ)dæ=l.

Désignons par A. la partie de J' sur laquelle co,(æ)>o et par B
cellesur laquelle w,(x): o; de (x 2) on déduit d‘abord que H'(æ) est
fini presque partoutsur A ; supposonsd’autre part que, par hypothèse,
on ait presque partout

Il’(æ)êll(æ) oubieri I—l’(w)_£_H(æ).

On aurait presque partout
ll’(w)
“(se

V. |'|’(.I'
> <: 1 ou bien l*l(æ) :|.  

V

On déduit aisément de (3’) et de (12) que l’on a forcément presque
partout sur A

H’(æ) : H(æ).

LEMME. — Si H(æ) est une fonction de la classe (C) et si A désigne
la partie de J' sur laquelle w, (a:) est > o, la fonction H’ (a:):Q(H)
[voir (7) et (7’)] est mesurable (B), bornée inférieurement par un
nombre positifsur tout intervalle fini, etfinie presque partout sur A; si
de plus on a presque partout H’(x) ê H(æ) ou bien H’(æ);H(x), on a
presquepartout sur A : H’(x) : H(æ).

Remarque I. — Le lemmepréeédentsubsisteentièrement si l’on suppose
que H(æ), toujours mesurable (B) et fini presque partout, est borné
inférieurement non par un nombre positif, mais seulement par zéro,
pourvu que l’on soit assuré par ailleurs que la fonction G(H, y) reste

finie presquepartout, et même G(H, y) peut être infini pour les valeurs
de y qui annulent œ2(y).

Remarque Il. — Observons :

a. que la fonction H(æ): 1 est de la classe (C);
b. que, si H, est de la classe (C), si H2 est mesurable (B) et finie

presque partout, et si l’on a H1 (x)âH;,(æ), H,, est de la classe (C);
que, si H2 est de la classe (C), si H. est mesurable (B) et bornée

Jown. de Math., tome XI.X — Fasc. 1, x940. 12
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inférieurement par un nombre >o, et si l’on & H.(æ)gH2(æ),
H| est de la classe (C);

' c. que si H, et H2 sont de la classe (C), il en est de même des
fonctions M(_H,, H2) et m(H,, Hg) (').

Utilisation d’une méthode d’approæimations successives. — Ceci
étant, nous allons appliquer une sorte de méthode d’approximations
successives. Posons

H,=l, ll’,=Q(H,), H1=m(ll,, …);

l—l._,=M(l—l';,1), }11_,=9(119, 113=m(11… Ili_,);
2

il,;
M(H7L_H à), u;,=sz(Hn), "Z= m(ll,, …).

Les H,l sont tous de la classe (C), et l’on a évidemment
n,…g n,,; 1|’ < ….Il+l=

Deux cas peuvent alors se présenter.

PREMIER CAS. — Supposonsque pour une valeur n() de n, H'n soit 5 H.,
sauf peut-être sur. un ensemble de mesure nulle. On aura presque
partout

Hz": n;,ü,

H:,o n’appartientpas forcément à la classe (C), en ce sens que sa borne
inférieure peut être nulle et non > 0; mais posons

K,,= M (W,…
1 ) ,
[?

K,, est de la classe (C) et tend vers H:,o quand}, tend vers zéro; et si
l’on pose.

Kll: 9 ( Kl') 
(') Nous désigons par M(ll,, Il!) la fonction définie de la façon suivante :

M(H1 Hz)=ll,, si H,_Z_H,; M(I—lu Il2)=llg, si ll._,gll,;

et par m(Hh H!) la fonction définie par
m(H1,H2)=H,, Si H1£Hzi m(“h Hz)="2: Si "2Ê"r
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lorsquep croît indéfiniment,K;, tend en décroissantvers une limite K’
mesurable (B):, d’ailleurs, d’après le théorème de Beppo—Levi, et
compte tenu de ce que les fonctions qui interviennentsont go et toutes
croissantes ou décroissantespar rapport à p, on voit que

K'= llmQ(K,,): 52 (HA).
n->a

Je dis que
KI

——,— t» (J‘) d…L': |.
f… …, 1

_

On a, en effet,
n…,él, H:…zï;“ nu “ nu

K]! 2 IllloZ"]—I—L,

h,,g lll (presque partout), K}, ; ll’, (partout),
d’où

'

(13) ' —-’1gn… —'—gn…

Or, d’après le lemme précédent, on a

K),—(,3 (41: dJ‘=l_/5‘1Kp 1 )
‘

:

et, comme d’après (13) cette intégrale est uniformément convergente,
on a, à la limite,

KI(14) [—,mdæ=1.tJ.ll,,o '

Notons que l’on a partout
1 2 K’(.r) > o.

D’autre part, pour ]) >n,+ [, on a

K,,g llu,+…
donc

K;,g "î…é 1|;,0.

d’où
K’g m,».
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D’après le lemme, on a presque partout sur A
K’ = ”;,0.

Mais
, (.) (5 )dG(K:J)=\Æltg(;!.-

'.))l—:—\'I(q_) d”
(j) (1)

‘:}g(:.,_}')K—I,d:=fg($,”)Î—]’| d:=fb":(.',_))—}—T, d:,
A "a 1 II.,

d‘où, partout,
- sum: qu…: K,

K’ est donc une solution positive de l’équation (7). On en déduit sans

difiïcultés une solution pour le système (S), par les formules (8)
et (S”).

DEUXIÈME CAS. — Supposons au contraire que, quel que soit n, H'n sur-
passe H. sur un ensemble de mesure > 0,3… Soient alors H’ et H les
limites de H; et de H… On a toujours
(15) HgH’,

H et H' ne peuventêtre nulles en un point sans être nullespresquepartout.
Il suffit de le montrer pour H' qui, d’après le lemme, est finie presque
partout comme tous les H'… Supposons que HQ, (a:) tend‘e vers zéro
pour x = w…

Hln(æ0) =f1g(æo;y)GîäZL——)de,

'”;(J’)
G(H,,,y)

en mesure sur 5“. Soit ce un point tel que H,(æ) soit finie; écrivons
d‘où résulte, d’après les hypothèses Il, que tend vers zéro

H'.çæ>=fqæg(æ.y>G———Îäfÿ)dy+ g(a y>ëä{—%dy.J=—a,

Si l’on a pris q assez grand, on aura
U) (M))——'_d de .fp_æ/e(æ,y)G(h” y_<f_J{/g(wy)â——(H )_8

Comme ff}g(æ,y) G(————äny)y)
dy tend vers zéro avec ,il, la propriété est

démontrée.
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Maçons-nous alors dans le cas 012 H’ et H sont dzflérentes de zéro

presquepartout. Je dis que H’ est une solution, mesurable (B) et positive,
de l‘équation (7). Cela est vérifié d'abord si la limite J des J,, est de
mesure nulle. En effet, on a

Ilîl=9(Hn)y
d’où
(16) H’=SZ(H).

Et, d’après la manière dont sont définies les H,, elles H',,, on a, puisque
J est de mesure nulle,

H = H’ presque partout,
de sorte que Q(H)=Q(H')=H’ partout.

Je dis d’ailleurs que J est de mesure nulle, car supposons—le de
mesure positive, on aurait

- surJ, 11=.=11,<1r; surJ‘—J, H=li’;
donc '

(17)
[——m.dæ= [H'm.dæ+f

œ,dæ>l.
. J‘—J

Mais on 3
H' N'(18) f—£w d.r=1= —"œdæ+f

llÇ,w (LT,
Jl H" |

“Cl—Jul “ '

“'n—l
'

car H,,= 1 sur J,,_, . D’ailleurs

fll’œ.d.rêf H' w.dæ.
: ' J,._,

Sur J' —J,…, H,,= H,,_,, ou— si H',,_,_n; comme H’<H,,_,, on a de

toutes façons
HIIl<u,,="

' I H,” . ode sorte que l’mtegrale ] IT w. dx tend v151blement vers
51_ nn—l[ _JT—lw,dœ. De (18) on déduit alors que l‘inégalité (17 ) est

impossible.
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_
Condition sufiîsante pour que l’on soit sûrement ou dans le 1°'” cas, ou

dans le 2° cas avec H’ dlflérente de zéro presque partout. — Il est alors
intéressant d’indiquer une condition suffisante pour que l’on soit
sûrement ou dans le 1" cas, ou dans le 2° cas avec H’ différente de zéro
presque partout. Or, une telle condition est que, sous les hypothèses
1 et Il, l’intégrale

/'
o>,(_y) (I)/'

1°
.

…] 5'(3>)')0!|(3)1/:
:! l

soit finie.
En effet, dans ce cas, on a

,.,,,..,=z [ ,__-—(_L_,,”"’ / g(:,1)w.(:)(l:
"(Il

en désignant par 2 la borne supérieure de g(æ,y); les H:, seront donc
finis partout,-de plus, les intégrales

2ll')":'(. =f;.. ’
. _rw__ [V’)

Jr
(‘Il ))ü(ll".u‘,)(u

seront uniformément convergentes par rapport à a: et à n, car
ona

G<n,,,>»>:G(nn>>=j(=.>> w,(= >d=—

“ ,0’)1(_)) Ef œ-_(_’_“)) ,

f,.__,,°
(”))G(ll…)>> ‘195 ,-_, G<H…>>

(>-

De sorte que si H:,(æ) tend vers zéro pour la valeur cv,, de cv, HÇ,(æ)
tend vers zéro partout et uniformément; on peut alors trouver une
valeur N telle que pour n > N, on ait, quel que soit a:,

I ‘ < .HI! ( T) : 2

On est alors dans le 1°r cas. De toute façon l’éequation (7) admet une
solution, > o et mesurable (B).

Plus précisément, c’est une solution continue, car on a, en la
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désignant par h(æ) [h(æ)=H' dans le 29 cas, h(æ)=K' dans le
1°r cas]

IL (J‘) 5 H', ($),

Il (Jf) =fæg(æ,y)â%æ-;dy,
lh(æ.)—h(w») |<f|g<æ. g>—g<æ,,y>l52%},daf

œ2(_y) l’-+2“f,,_,,G(_“u.,g)‘)

La première intégrale, qui est finie, tend vers zéro avec la), — x, [, d’où
résulte la continuité de h(æ).

Ajoutons que la(æ)ê 1 et que l’on a partout o< h(æ). La for-
mule (8) détermine alors parfaitement une solution cp(a_c) continue
et>o pourl’éequation (6); et (5”) détermine «]»(y); ala(y)sera_>o et, sinon
continue, du moins mesurable(B).

On peut préciser que, si A’ désigne la partiede J" sur laquelle w,(y)
est difl‘érent de o, alu(y) sera > zéro sur A’, à un ensemble de mesure
nulle près; car, soit A” la partie de A’ sur laquelle ‘l‘Ü’) = 0, on a

f3'(-13 J')t'fly)(0'=/ g(-nr)tP0‘)103
.12 ‘A l__\n

car, sur {T’—A', tP(y) est évidemment nulle. Et l’on a [toutes les
fonctions étant 20 et mesurables (B)]

" àf :, [ (I,/= |'- I.I‘=fJ,<P(1)[Â_M (—1 )’)‘l'U’)‘J] !‘ [,w(w)c !

=ff g(w,J')e(æ)l(J')dædy
J‘ A'—A":] …)

[ /,2,,,,,,2,,_,,],,A'—.\" _-«J‘:] m,(y)dy,
A'—-A"

f w,(y)d_y=x=fæ,(fldy;A‘—A” A'

ceci n’est possible que si A” est de mesure nulle. D’où

donc
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THÉORÈME [. — Sous les hypothèses[ et II, et si l’intégrale

"” : ' ,: d:
U___g< ,)_>w< >

J

est finie, le système (S) admet une solution positive ou cp(æ) est une
fonction continue qui est nulle seulement pour les valeurs de (L‘ qui
annulent w. (x), tandis que $(y) est mesurable (B) et ne s‘annule, à un
ensemble de mesure nulle près, que pour les valeurs de y qui annulent
wa(y)-

Remarque. — Dans la condition définissant le cas (1), on peut évi-
demment intervertir le rôle de w, et de ca?.

D’autre part, il est très important de remarquer que, sous les hypo—
thèses ! et II, il suflît que 52 soit fini pour que les conditions du théo-
rème [ soientsatisfaites.

 
Applicationdu théorème 1. — Soit le cas de Bernstein   (r—\'\*

I _ .'51:52=('“œ,+œ),.f‘f'(æy)')=—,——”e a:
:

0'VTt
avec

.1-’ \"
: "“: ! —'—:(th: /_e °", ())-1: _C O':

O'. \!1r al‘/n
Les hypothèses 1 et Il sont satisfaites; d’autre part, supposons par
exemple a.êm_.. On &

(_,_-_fl: a." ,-2    +” __ _ .f I,…e '” —l—:e “dar: ——I_—-e °=+°':,
_” aV1t a.V7: \/O"‘+Gf\î

de sorte qu’ici % _ _ c’+cï—a%(J)-:(.Ï) _ \/0‘°+ C’;
@

,,|:oé(fi+a*) '_ , I' a»

J…? w>an<s>dz -

et comme a‘-‘+ cî— 03 est forcément > o, l’intégrale

!‘ ___ _
œJy)dy

a=l -.j___‘_gk
L_-,_)) (… ( :)

d£]
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est bien, ici, convergente. Ainsi le théorème 1 permet de retrouver le
résultat de M. Bernstein dans un cas particulier.

5. EXISTENCE D’UNE SOLUTION DANS UN DEUXIÈME CAS. —— Nous allons
chercher à établir l’existence d’une solution pour-le système (S),
même dans des cas où les conditions du théorème I ne sont pas satis-
faites, mais toujours sous les hypothèses I et Il (J' et 5“ sont donc
tous deux infinis). Pour cela définissons une classe de fonctions.

FONCTIONS DE LA CLASSE (B). — Une fonction g(æ, y) (définie pour
:o( 5 ‘ et yÇ52) est de la classe (B) en x pour l’intervalle fini
fermé ? (supposé partie de J'), si elle est 20 et continue et si,f(y) désignant une fonction 20 continue quelconque, l ’hypothèse que
[ 'intégrale

(19) Nos) =fæg<æ. y)f(y> dy

est finie presquepartout sur un ensemble ouvert quelconquecontenant ?? ,
entraîne que cette intégrale est uniformément convergente sur 5 .

g(a:, y) est de la classe (B) en a:, si elle est de la classe (B) en x pour
tout intervallefinz fermé 9”. On définirait de même les fonctions de la
classe (B) en y.

La classe ainsi définie est assez vaste : pour que g(æ, y) soit de
classe (B) en x pour ?, il suffit par exemple que, pour æÇ5,
g(æ, y) soit borné inférieurement par un nombre > 0 indépendant
de ”a: et dey; ou encore, plus généralement,qu’il existe deux nombres
positifs « et (3, tels que, quels que soient a:, et % dans ?? ety dans 5”,
on ait

g——-—(æ“” < @.g(æz: .7'l

Voici d’autre part une proposition qui nous sera utile.
Si 5‘ = 52= (— œ ,+ oc) et si, g(æ, y) ne dépendantque de (a:—y),

onpose U(æ —y): g(æ, y), g(æ, y) est de la classe (B) en a: et eny,
pourvu que la fonction U(t) soit non croissante" ou non décroissante,
d ’une part pour t sufisamment petit, d'autrepart pour t sufiîsamment
grand. , “:".P .

Journ. de Math. tome XIX. — Fas . »l‘:‘-l‘nâôf '\Zfu
 

  13
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Pour simplifier supposons U(t) croissante pour t< () et décrois-
sante pour t> 0. Soit (a, b) un intervalle 57 quelconque, aveca < b.
Soit b' un nombre >b. Supposons que sur un ensemble ouvert A,
quelconque, mais contenant 5, l’intégrale (rg) soit finie presque par—

tout : on pourra’trouver un nombre b’> b et tel que F(b’) soit fini;
on a, pour a_S_æêb,

g(æ,y)ê8(b',y)y Si J'Èbi,

de sorte que l‘intégrale

_Â
g(æ, y)f(y>dy

est uniformément convergente pour aîæâb; a’ désignant un nombre
de A, < a et tel que F(a’) soit fini; on verrait de même que
l’intégrale f sr(æ, y)f(y)dy

est uniformément convergente pour aéæîb.
Ainsi s’établit le résultat annoncé.D’une façon analogue, on établit

aussi le résultat suivant :

. , . , . . dgSi g(æ,y) admet une derweepartiellepar rapporta a:,
553

, g(æ, y) sera

"_5'
0.1:

lorsque a: est dans 5 , d’une part pour les valeurs suflïsamment petites
de y, d’autrepartpour les valeurs su_fisammentgrandes de y.

de la classe (B) pour un intervalle ?? fini si garde un signe constant

Ajoutons que si g(æ, y) est de la classe (B) pour SF, il en est de
même pour 9. (av) >< g(æ, y)>< p2(y), p. et p, étant > o.

Existenced’une solution quand g(æ, y) est de la classe (B). — Ceci
étant, sous les hypothèses [ et Il, supposons que g(æ, y) soit une
fonction de la classe (B) en .1:.

‘

Soit 5 un intervalle fini fermé, quelconque, mais intérieur à
l’ensemble A sur lequel ce. (a:) est différent de zéro.

Soit p(æ) une fonction :_

1° > 0 et continue;
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:queffiw.pdx=1; :que l’intégralef °”P , dæsoit <+œ;
Ji

[£23(æ, :)œ2(:)dz]
: que l’inégalité

qu’en des points de 5, — et quelconque par ailleurs. L’exis-
ne telle fonction peut être considérée comme évidente.
érons le système

5<-“f… … l» m dy : … p …,
.‘1’

'ÏJ()')/g(m,y) Ê;5(æ)dæ=mfly};
J‘

système de Schrôdinger, enË;3 et @, auquel s’applique le
I, d’après le choix de p(æ); on peut donc trouver une solu—

F) de ce système constituée par une fonction Œ(y)>o et
ë(æ) étant mesurable (B) de la 1"’ Classe de Baire, > o et

:sur A, sauf peut-être sur une partie de mesure nulle de A.
;rale [g(æ, y) Œ(y)dy est donc finie presque partout

1/52

mme A est ouvert et que g(æ,y) est de la classe (B), cette
est uniformément convergente sur tout intervalle fini com-

: A et représente par suite une fonction continue sur A :

alors une fonction continue et > 0 sur A [à vrai dire, A peut
tre ouvert, si J‘ est borné d’un côté par exemple par le
1, et si w.(a) est > 0; on constate que même dans ces cas
ou notre raisonnement est valable : %(æ) sera continu
ll“ A, sauf peut—être en a].
lérons maintenant l’équation

$<x> .,.(.IL(.I:) :: m1(æ) 52
]: (‘7\'7.
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où Îz(æ) est une inconnue, définie sur A. On peut appliquer à cette
équation la méthode du paragraphe 2 (p. 86 et suiv.) comme on le
voit aisément. Si È est de la classe (C) (p. 87) et si l’on pose

_ _
002 ' d/ _'—|

J é"(5; )) %:(l:
A

f£—.w,dæ=u.A Il
Alors, ou bien l’on est dans le 1“ cas (p. 90), ce qui conduit à une solu-

0118

lion Ïz(.r) > 0; ou bien on est dans le 2° cas, avec des limites ÎI et Ë’
(p. 92). Je dis que Ë et Ë’ sont différentes de zéro presque partout
sur A .

En effet,

Ê|Îlî)fb(rJ)Î_—Ë(
°”… (ly=.o(œ),
;: 7 ) Ê°(5)d:

Ü', est donc < ;, sauf peut-être sur 31", d’après le choix de p;d’ailleurs
Ë'1 peut s’écrire

"'=. (?

_g")(æ,) +()"-)d)(>,

Sur SF, l’intégralef g(æ, y)nÎ(y)dy est uniformément convergente;
.’l"

on aura de même

 

sera uniformément convergente sur ."ä*', àla fois par rapport à a: et par
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rapport à n : on en déduit facilement que si H’ et H étaient nulles en
un point, Hn(x) tendrait vers zéro uniformément sur 57, et pour
n assez grand, on aurait sur 517

HA—‘..
ml»—

Comme on a, en dehors de 5",

H‘:éîî'.=p<w>ë
à»

on aurait partout Ë' < ; < È, ; on serait donc dans le premier cas, etlt:
non dans le second.

' De toutes façons, on obtient une solution h(æ), > 0, pour l’équa-
tion (zo) : cette solution est finie (;H“, = 1), donc l’intégrale "‘2 _ d:o( ,!)h(z)

(:o( \fg<ay>——"—£—cä52 f Cp(Z)

A

est finie sur A; elle représente donc une fonction continue sur A, de
sorte que, d’après (20), 7t(æ) est continue sur A.

On constate alors sans difficultés que la fonction q>(x) définie par cp(æ)=
%Êîî

pour-æÇA,

cp(æ)=o pour wÇJ‘—A
satisfait à l’équation (6); (5”) donne alors la valeur correspondante
de $(y). D’où

THÉORÈME Il. — Sous les hypothèses I et 1], si g(æ, y) est de la
classe (B) en x, le système (S) admet une solution constituée par une
fonction cp(æ) nulle pour les valeurs de x qui annulent w, (a:), > 0 et
continue pour les autres; et par une fonction $(y)êo, mesurable (B)
qui ne s’annule, à un ensemble de mesure nulle près, quepour les valeurs
dey qui annulent ou, (y).

Remarque. — D’une façon générale, supposons que w.(æ) soit > 0
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sur l’ensemble A. et m.; sur l’ensemble A.,; considérons le système

5<$> [s'(æ,y) 'Î»(y)dy=wi(w). rrÇh;
(€)

__

”’
_My) fg<aay> ”f(-fi)dæ=wg(y), ;ç\._..

vA‘

Soit cp et @] une de ses solutions; les fonctions cp et q»

<p=$ sur/\,, q>=o sut‘J‘———A…

41:43 surA,, da=o surJ”—A2

satisfont au système (S).

4. UNICITÉ DE LA SOLUTION. — Nous ne considérons pas comme Solu—
tion du système (S) une solution où l’une des deux'fonctions cp, al;
serait nulle presque partout. Dans ces conditions, une solution posi—
tive de (S) est constituée par deux fonctions finies presque partoutet
différentes de zéro (à un ensemble de mesure nulle près) pour les
valeurs de .-1: ou de y qui n’annulent pas m. ou w._,. Par ailleurs, sous
les hypothèses I et Il, ç(æ) est nul en même temps que ce, ; de même
pour «M) et MO)-

. Soient (go., al.—.), (302, %) deux solutions positives et mesurables (B)
de (S); supposons—les distinctes, c’est-à—dire que l’on n’a pas

.! _,

ŸÏ '— ÏH—' :: const.
?_2

_
'*<P1

On peut supposer que pour une valeur ac, de w on a

+ °° > <Pt
(”'o) : cP°.r(-Ï"o) > 0-

En appelant toujours A, l’ensemble sur lequel w.(.r)>o, et en
posant, sur A.,

û)1 w
.

h1(æ) =(?!
2=—>

.(9,_,
, [la

h.. et h, sont deux solutions distinctes de l’équation
(*)—2(J) d)'

(21) 'Il—(x)=L/Jlg(æ,y)f
œ,(z) _Al€(£rï)Ê »
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qui est du type de l’équation (7). En posant

\
(» s‘)

G(H,)')=fg‘(5,j' 1,(' ..
A

.
!

 
\. : ,— '] V

|

on a, sur l’ensemble A2 où m._,(y) est > o,
o)2(_)‘) w-.»(J'l, ___ ,, .‘ __ __“i“ (J )_ G(’hy .)), Ÿ2(J ) _ G(hîi .)),

d'où l’on déduit que (i(h… y) et G(h._,,y) sont finis presque partout
sur A2; soit h(æ)= M(lz,, ha); on a

0 < h(aco) :: hl(æ0) : Il.z(æol < + °O,

G(h, y) est fini presque partout sur A2. Si l’on pose

. 'd'h’ cv_f—"
a:, T ——œlÜ)) '() 52( ")G(h,)')’

on aura, d’après une remarque du paragraphe 2,
le’(2-2)- v

£7t0)1d.L—l.
Or, puisque hêh., on &

lt'ê lu,

de même, /Lîh2 entraîne
/L'ê h…

D’où l’on déduit que
' h'ê h

D’après (22), on a alors
h'= h.

De hêln , on déduit
' G(/c,y)êG(/n,y)-

f”… ,)_<Æ…f …
V

, °)-=U')dæ'_
520

JO,“: G(h,y1') _
."J‘Zñ ‘L07.Ï)G(hny)x

on a donc presquepartout sur A2

Or, on &

G(h, y) : G(Iu, y),
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d’où résulte que l’on a partout
Il : h;.

De même, h = h._., et finalement
[Ü]: /l-_J,

et par suite :

THÉORÈME III. — Sous les hypothèses [ et Il, le système (S) a au plus
une solutionpositive et mesurable (B).

Remarque [. — Tous les résultats établis aux paragraphes2, 5 et &
subsistent, avec seulement de légères modificationsd’énoncés, si l’on
suppose co. et ou2 non plus continues, mais seulement mesurables (B).

Remarque1]. — Supposons toujours w, (a:) continues;supposons52
fini, et ne considérons que des solutions bornées, c'est-à-dire telles
que :p et l; soient bornées supérieurement en valeur absolue; l’inté—
grale

£f(—l‘» ……) d_,—

est alors une fonction continue, et par suite cp(æ) aussi; cp(.v) ne peut
s’annuler qu’en changeant de signe, ce qui n’est pas possible si œ, est
toujours différent de zéro, sans quoi

_

,_ , , ___(Ùi(—7Ïl

La (-L:) ) LlJ<) )dJ ——
———,…

deviendrait infini pour certaines valeurs de $, ce qui est contradic-
toire avec le fait que |&lJ| est borné et que J2 est fini. Le système (8)
n’admet alors aucune solution autre que la solution positive dont le
théorème 1 établit l’existence.

Remarque Ill. — Il est à noter que si ce. ou % ne reste pas constam-
ment supérieur à zéro, ily aura en généralpour le système (S) des solu-
tions non positives, comme le prouve l’exemple suivant :

Si l’on suppose J‘ = 5“, w. (x): (au(x), pour prouver l’existence
d’une solution non positive pour (S), il suffit d’établir l’existence
d’une solution non positive pour l‘équation

<?(Œ)falg(æ,)')<?(J’)dy=wi(w)-
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Or, prenons pour J' l’intervalle (o, 3 Tt); soit  sinæ our OSæS‘K'fi)1(æ)=
4

p _ _ ,

= o pourfitëæê2fl;
sinæ=+

4
pour27rêæâ3n.

<p(æ)= sinæ pour oâæê7r,: 0 pour 1r51â27‘c,: — siu.1 pour 2n515371.

Choisissons g(æ, y) de la façon suivante :

1

7
pour oêyâfl',

.;pour 051511 : g(—T; J') =
’ < '<'3 -

€
pour 2TE___)= T:,

1

É
pour oâyêfi,

pour 21r5.1537c: g(…T,)')=
1

z
pour 27r5y531r;

ailleurs, g(x, y) est quelconque, mais on s’arrange pour en faire une
fonction continue; on constate alors que <p(æ) est une solution non
positive de l’équation précédente.

[
_(-l‘—yl’

APPLICATIONAU CAS DE BERNSTEIN. — La fonctiong(æ, y) = ,_e "’
a V7:

est de la classe (B) en x et y, d’après une proposition établie dans le
paragraphe 5. D’après les théorèmes II et III, on a donc :

 
Dans le cas de Bernstein, le système (S) admet une solutionpositive et '

continue, qui est son unique solution positive et mesurable (B).
Nous retrouvonsainsi, en le complétant, le résultatde M. Bernstein.


