
JACQUES DEVISME
Sur un espace dont l’élément linéaire est défini par ds3 =
dx3 + dy3 + dz3 − 3dxdydz

Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 19, no 1-4 (1940), p. 359-
393.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1940_9_19_1-4_359_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1940_9_19_1-4_359_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SUR UN ESPACE DONT L’ÉLÊMENT LINÊAIRE EST DÉFINI. 359  
Sur un espace dont l’élément linéaire est défini par

ds’ = dx3 + dy" + dz‘°' — 3 dmdydz;

PAR JACQUES DEVISME.

INTRODUCTION.

Dans un Mémoire paru il y a quelques années (‘ ), où nous avions
étudié l’équation

a»u gg aw aau
A"U=’dæ_3+ dy“ + dz“

_ àædydz’

considérée comme généralisationde l’équation de Laplace

nous avons été amené à définir l’élément linéaire, et l’élément d’aire
parles formules .

(!) ds*=dx°+dy”+dz“—3dædydz,
(z) da3= (dy ôz —- dz ôy)°+ (dz ôæ— dxôz)‘*+ (dæôy — dy 83e)"

—— 3(dy ôz —— dz ô_y) (dz ôx —— dx ôz) (dx ôy — dy ôx).

Nous avons en vue, dans ce Mémoire, de réunir un certain nombre -

de renseignements sur cet espace, pouvant servir à des recherches
ultérieures. Les calculs que nous serons amené à faire utiliseront 

(‘) Sur l’équation de M. Pierre Humbert (Ann. sc. Fac. Sc. de Toulouse,
3° série, t. XXV, 1933, p. 143—2338, ou Thèse, Paris, 1933).

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 4, 1940. 40
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des identités déjà démontrées dans le Mémoire cité; nous nous con-
tenterons de renvoyer à ce Mémoire en indiquant en caractères gras
entre parenthèsesle numéro du paragraphe correspondant.Rappelons
toutefois que l’équivalent des fonctions trigonométriques de l’espace
euclidien plan est donné ici par les fonctions d’Appell ! e°+9+ elfi+f@ + d’°+NP ( 0 , €?) = ,  3

e°W+1"eie+i’?+_/' ei‘0+jç
__Q(0,q>)=

3
, (_j"=l),

eÙ+<F+
' ei°+l“P+ " e”°”"”°

\

et qu’au système de référence de deux axes rectangulaires Ox, Oy
correspond ce que nous avons appelé le trièdre d’Appell (52).

Le premier chapitre est consacré à l’étude des tétraèdres; nous
nous sommes arrêté plus longuement sur les tétraèdres construits à
partir d’un trièdre d’Appell et qui généralisent les trianglesrectangles;
l’importance des trièdres d’Appell nous a incité à le faire, autant que
la simplicité et l’élégance des résultats obtenus dans ce cas particulier.

Cette étude à eu l’avantage de nous faire considérer une seconde
généralisation du cercle, la surface 2; certaines des propriétés du
cercle ayant leur équivalent soit pour la sphère d’Appel], soit pour
cette surface 2. Habitués comme nous sommes à considérer en bloc le
cercle et ses diverses propriétés, cette dispersion des qualités n’est
pas sans surprendre au premier abord.

Il est bon de signaler aussi que le fait d’avoir dans notre espace des
éléments de longueur nulle réels, donne lieu à des complications qui
n’apparaissent pas dans la rédaction de ce Mémoire, puisque nous
nous sommes attaché à utiliser des méthodes propres à faire dispa—
raître toute difficulé.

Le second chapitre est consacré à l’étude des déplacements d’un
trièdre d’Appel]. Nous avons mis en lumière l’existence d’un centre
instantané de rotation 1 et d’un centre des accélérations J. Les cercles
des inflexions et des rebroussements qui apparaissent dans l’étude
euclidienne du déplacement plan sur plan, ont ici comme équivalents
des surfaces Z et nous avons pu énoncer le théorème: Le point J est la
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projection orthogonale de I sur le plan passant par les points S. 8253
diamétralement opposés à I sur les trois surfaces 2. Toute cette
première partie du chapitre peut être considérée comme un travail
préparatoire à l’étude des surfaces (considérées comme généralisation
des courbes du plan euclidien), par la méthode du trièdre mobile
d’Appell.

Le chapitre se termine par l’étude des composantes de la vitesse et
de l’accélération d’un point dans le trièdre constitué par le rayon
vecteur et ses deux perpendiculaires; nous donnons chemin faisant
quelques renseignementssur les mouvements à accélération centrale
et nous traitons à titre d’exercice de tels mouvements sur la surface

+<p_.‘)

d’équation polaire r = e '
Le dernier chapitre contient d’abord quelques renseignementssur

le système de coordonnées polaires; l’étude du plan tangent, de la
normale et des relations entre deux trièdres d’Appell, respectivement
liés à la surface et au système de coordonnées, constitue la première
section; nous avons cru bon de profiter de la circonstance pour
publier quelques formules que nous avions en mains depuis quelques
années déjà, sur les fonctions

0 , R
S<w=‘ä—ïe:ïî» ! w=——p:3:a

fonctions qui généralisent la fonction tangente.
La deuxième section est consacrée à l’étude succincte de la sur—

face 2, tandis que dans la troisième section, nous faisons à titre
d’exercice quelques essais de généralisation de la parabole.

Les matières contenues dans ce Mémoire peuvent paraître un peu
disparates; mais nous avons justement voulu montrer que l’espace
considéré appelait d’autres travaux. Évidemmenttoutes les propriétés
démontrées sont des conséquencesdes propriétés des formes polaires,
mais c’est aussi le cas des propriétés de la géométrie euclidienne, que
nous avons généralisées. La dispersion des propriétés du cercle ou de
la parabole demande réflexion; il est certainement possible de prévoir
a priori la nouvelle répartition, pour une généralisation donnée, mais
les renseignements que nous avons actuellement sur cet espace ne
nous ont pas permis de conclure.
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Les points principauxde ce travail ont été énoncés dans deux Notes
aux Comptes rendus de l’Académie des Sciences (t. 208, 1939, p. 1543—
1544 et p. 1773-1775).

Ce Mémoire & été spécialement rédigé à l’occasion du Jubilé Scien-
tifique de M. Élie Cartan,en témoignagede respectueuse admiration.

Tours, le 10 juin 1939 (1).

CHAPITRE I.
LES TÉTRAÈDRES.

I. — Tétraèdres construits à partir d’un trièdre d’Appell.

l. THÉORÈME DE PYTHAGORE. -— Prenons le trièdre d’Appel! comme
trièdre de référence. Soient les point A(a, 0,0), B(o, b, o), C(o, o, c),
que nous énoncerons toujours dans cet ordre. Les aires (“‘) des diffé-
rentes faces sont, d’après la formule (2),

SA: S(OBC)= bc, SB: S(OCA)= ca, SC: S(OAB)= al), 
so= s……: î/bac=+ c-‘a"+ aabs— 3a‘b’c’,

nous en déduisons l’identité 
   

2. HAUTEUR RELATIVE A LA FACE HYPOTÉNUSE. — La direction dela
normale à la face hypoténuse

æ+æ+a b -
fill]

l u- ll O 
(‘) Ce Mémoire était rédigé lorsquej’ai reçu un mot de M. Pierre Humbertqui,

venant de lire ma première Note, me signalait qu’il avait travaillé cet hiver de
son côté sur l’espace en question. Ses recherches l’ont conduit, entre autres choses,
à l’étude de la surface que j’ai nommée Z, considérée comme inverse d’un plan,
et aussi à celle de la surface lieu des points équidistantsd’un point et d’un plan.

N’ayant pas le loisir de recommencer la rédaction de ce Mémoire, après nous
être entendus, je lui ai communiqué copie de mon travail en lui laissant le soin
de faire les commentairesd’usage lors de la publication de ses résultats.

(2) Il faudrait, ici, introduire un coefficient multiplicatif, dont le choix nous
semble prématuré.
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est donnée par les paramètres directeurs (58)
I I I

— 55’ 5—0—
1__ , _ca c- ab[&

Le pied H de la hauteur a donc pour coordonnées kat, kB, ky, avec

I=k<Î—i—Ê—l—Ï)=k(ë—l—l—l-l 3)-a (:, a'b b3 c”_a_bË

La longueur de la hauteur est donc donnée par
!h-‘=k“(a”+ fi“+r‘— 3«5Y) =k”<âg +

â.—
+ i. — 3

)c-- a—bc

_ L L+l 3 “‘
— a“+b“ {::—Æ '

Nous en déduisons l’identité, analogue à l’identité classique 
%

abc
  

_I+I+I.—a:, 03 C’" 
Nous pouvons encore écrire cela

1 8%
É _ a“b“c-"

d’où nous déduisons en tenant compte du paragraphe précédent 
abc: SO.IL=SA.a=SB.b=Sc.c,

   
dentité exprimant la constance du produit des aires des faces et des
hauteurs correspondantes. Nous sommes ainsi amené à écrire

\
V: abc,

V étant le volume (‘) du tétraèdre.

5. ANGLE DE LA FACE HYPOTÉNUSE ET D’UNE AUTRE FACE. — Cherchons
les relations angulaires existant entre les normales à ces deux plans.
Les coefficients directeurs de ces normales étant respectivement 

(‘) La même remarque que pour l’aire est à faire.
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a, (3, 7, pour la face hypoténuse et o, o, 1 pour la face AOB, les
cosinus d’Appell attachés à l’ensemble de ces directions ont pour
valeur(50)    7’—a5 Y

3 . ’ ' ’

Wa4+fi“+T°—3afiï)2 V<d“+ô”+Y’—3afiw
Mais

_L__l_ .,e_a5_L }_ L l 3T-,.: al), ‘ _c a”+b3+cï_üîä>,
:_ m :_ _ L L L_i “’

L ‘+_‘ 3 _ 53aa+n 05—aÎc—_W.
Nous sommes donc amené à écrire (en introduisant une nouvelle

notation légitimée par simple lecture)

£ 83 _ Sô __ ab
(: a“b-‘c3 ' a‘b‘c‘ _ S_o'
ab—c‘—'

_ Sä _(ab—c’)ab
c’ab '

a? b’(:’ _ Sä
'

P(SO7 SC) : P(SC7 SO):

Nous en déduisons immédiatement un certain nombre d’identités
analogues aux identités classiques du triangle rectangle 

aP(S…' SA)=bP(SO, SB)=cP(SO, sc)=%bî=h,0
SA=SOP(SOy SA): Su=soP(50, S.,), Sc=SOP(SO, So);

50: SAP(SA: 50) + SBP(SM So) + ScP(Sc, So)-
   

Ces deux dernières catégories de formules constituant l’équivalent
du théorème des projectionsque nous pouvons énoncer É

L’aire S. de la projection sur un plan Il. d’un triangle d’aire S0 tracé
sur un plan II., s’exprimepar la formule 

51: SO P(H0,H1).
   

Signalons encore les identités suivantes entre les cosinus d’Appell
introduits, identités qui sont encore la traduction d’identités
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classiques 
P3(SO, SA) + P3(So, Sn) + P"(So, Sc) -— 3P(So, SA)P(So, Sg)P(So, Sc)ZI,
P”(SA, So) + P3(SB, So) + P"(S(;, So) — 3P(SA. SQ) P(Su, So) P(Sc, So)=l.

   
4. DISTANCE D’UN POINT A UN PLAN. SPHÈRE D’APPELL mscmrs. — Soient

le plan la: + my + nz +p: 0 et le point «:o, y.,, zo; la direction de
la normale au plan étant donnée par les paramètres directeurs
l“ — mn, m’ — nl, n2 — lm, écrivons que le point

æ=æo+k(l’—mn), y=_yo+k(m’—nl), z=zo+k(n2—Im)

est dans le plan donné, cela fournit
læo+ myo+æzo+p

k=——————————.—l“+m"+n“—âlmn'
et la distance du point au plan d=Î/(x0_x)n+ (ÏO—Ï)J+ (zo—'z)a——3(æo‘_æ) (Yo—J’) (zo—Z),

est donnée par 
__ læ0+ m_yo+ nzo+p

Î/l“+ m”+n"— 3lmn
 

   
En prenant la distance du plan au point on aurait un résultat de

signe opposé.
Cherchons maintenant s’il existe un point situé à une même dis-

tance r des quatre faces de notre tétraèdre. Ses coordonnées seront r,
r, r, et nous aurons la condition

" I‘r: _+—+__l : r(bc+ca+ab)—abc ,
3 1 1 1 3 '” €/b-‘c*+c*a*+a“Ifl—— 3a*b’c‘-’

53 + fi : _ za —

©“: ©" @  
abc"= SA+SB+ Sc—— SO.

   
C’est, à un changement de signe près, dû à notre définition de la
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distance, une formule analogue à celle relative au triangle rectangle.
Ceci peut du reste s’écrire encore sous la forme élégante ++

  
al— c—l— m... :—_l—

I
,. 

On pourrait introduire d’autres sphères d’Appel] tangentes aux
quatre faces en faisant varier les signes des distance aux plans. Nous
nous contenteronsde noter que si r, et r2 sont les rayons des sphères
dont les centres sont sur la droite ce =y: z (‘ ), on peut écrire

1 1 1 1 1

—+—=2[—+—+—}' _a !) _0

formule généralisant un résultat analogue du triangle.

5. SURFACE E CIRCONSCRITEAU TÉTRAÈDRE. POINT D. — Soit la surface 2
(dont nous étudierons plus loin les propriétés au @ 21), surface qui
généralise le cercle considéré comme podaire d’un point par rapport à
un autre et dont l’équation est

25æ“+y’+z”—3æyz— [a(x*—_yz)+ b(y’—z.æ) +c(z’—æy)]=0.
Cette surface passe par les points 0, A, B, C et S(a, b, c).

Considérons‘maintenant le point K défini à partir du pied H de
——> —>

la hauteur issue de 0 par l’égalité OK=3OH. Ses coordonnées
sont (@ 2)

œ=3h*a, y=3h”5, 5=3IL”Y,
d’ou

, r ,, h3
æ'—J'z =9’e'(a-—— @Y) =9; ,

et deux formules analogues. Nous avons finalement
2 E 27h°(av‘+@+ Y*— 3afiY) — 27h”E 0,

d’après un résultat du paragraphe 5. Donc : le bisymétrzque du
sommet 0 par rapport à la face hypoténuseest sur la surface 2. 

(‘) Il n’est pas indifférent de noter que ces deux centres sont à une distance
nulle.
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Montrons maintenant que les normales à 2, aux trois points

A, B, C, sont concourantes.
En effet, un point quelonque de la normale en A s’écrit (@ 22)

a+k(a*—bc), l(c‘-‘——ab), Hifi—ca);

pour un point quelconque de la normale en B on a de même

u(c’—ab), b+p(lfl—ca), p.(a*——bc).

Ces expressions seront respectivementégalessi
—(a’—bc) _ —<b=—ca>À=——————— _ ___—_a“+b*+c“—3abc’ Il a-‘+ I)"+0*—3übC’

et cela nous conduit au point D(E, Y], C) 
   .: __ —(b’——ca)(c*—ab) __ — (c2—ab)(aî—bc)

Ç—
_ (ae—bc)(b3—ca)

°_a3+b3+c3—3abc’ n_a“+b“+c“——3abc’ —…°
_

(;. Q. F. D.
Nous en dédu1sons

,_(a’—bc)* _(b‘-’—ca)* _(c‘3— tl))‘2
a—@———oss—’ b_“— —îsî—’ °—ï—_osa ’

d’où
— » (a’—bc)’a ., (ai—bc)îc

(ë—“>'*"ï=——ôsT‘“’ ”‘—<ë—“>ï=—Ùs—=—’
a’—b 2!

c=—<;—a)n=(——Osf)’;
. 2__ .'2AD”: (75, — a)“+ n-‘+ C”—- 3(g - a)nÇ=— ___—(a{"'lOS..

etenfin
a’—bcDA_
—O—S—°

Ceci nous fournit, en tenant compte de deux relations analogues,
les identités 

aDA + bDB + cDC =OS=,
DA*+ DBH— DC“— 3DA.DB.DC=OS“.

   
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 4, 1940. 47
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Si nous remarquons d’autre part que

_ (a2— bc)"’+ 2(b’—cu)(ce—("))““35— os=
 

ne tenant compte des formules de multiplications par deux dans les
cosinus d’Appel], nous avons 

(a—3g)3+ (b— 3m3+ (c— 3ç)3 — 3(a— 3:) (b—— 3n)(c— 3ç) : os=.”
   

Si D’ est défini par Oî)’: 3Ôî), nous avons donc 
D'S+SO=O.

   
Signalons enfin les identités

a’a£= b2Ç3n : c‘-’7Ç.

6. TÉTRAÈDRES BÉCIPROQUES. — Considérons les deux tétraèdres
construits à partir du même trièdre d’Appel! et défini par

0A=a, OB=b, 0C=c, OA’=a', 0B’=b’, OC’=c’,

avec
ua’: bb'=cc’= 1 ,

et réservons les mêmes notations pour les deux trièdres en accentuant
les lettres pour le second tétraèdre; nous aurons

Wf=l, OS’.IL’=OS.h =1, Iî=a'+ b’+ c'—— îi’
avec échange des points S et H’ d’une part et S’ et H d’autre part.

Par la transformation de M. D. V. Jonesco (62) (voir aussi g 22),
les surfaces 2 circonscrites et les faces hypoténuses s’échangent
d’un tétraèdre à l’autre.

7. QUELQUES AUTRES QUESTIONS. — Nous voulons réunir dans ce
paragraphe quelques résultats qui n’ont pu être signalés dans la
rédaction de ce qui précède.

Indiquons d’abord qu’on pourrait se proposer le problème de la
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résolution des tétraèdres trirectangles au sens d’Appell en nombres
entiers. Nous nous contenterons de signaler quelques exemples
tels que

SA: 2: sli: 37 SC: 4: 80:37
SA: 67 Slt: 6) SC: 3; SO=[h
SA=21, S.;=21, SC=22, So:!”

pour le second exemple il est remarquable que l’on ait en même
temps a=2, b=2, c=3, /l=3, l‘=l.

"'
. .

' b . . .Prenonsmaintenant le pomt I (% £Î’ g); 51 on le _101nt aux sommets

A, B, C on obtient trois triangles d’aires égales. [Mêmes propriétés

pour le point (% %, o) relativement aux points 0, A, B du triangle
DAB,

etc.]
Considérons maintenant l’angle de la hauteur OH et de la ligne

médiane OI; on a

P(OH, 01): “(“2— BY) + b(fi"’—'{a) +0(Y*—afi)
1

OS}?_ï _“- b! 0
—OS ah3+W+c—h3 ’

d’où
hP(OH, 01)=Œ‘

Relation analogue à celle relative au triangle rectangle.
On a aussi

P(OI, OH): oz(aî— bc) + fi(b2—— ca) + Y(c‘-’— ab)

082l
h2

__ Æ_ 2bc(a‘*— bc)2_ 082 V
2= — (ÎIîV—2 [abc(a*+ b3 —l—c8 — 3abc)+ b“c3 +c“a3 +a’b”——3a2b202]

__ V”+ 053115_ v.osw ‘
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Il. -— Quelques formules pour le tétraèdre quelconque.

8. CALCULS ruminanomss. — Soient les quatre points O(o, o, o).
A(a, b, c), B(a’, b', c’), C(a", b”, c”).

Pour la face OBC on posera

b”c’— 1/0”: a, c”a’— du”: @, a”b’— (L'b”= y,

d’où
Sj{= oz"+ Ç'fi+7-‘— 3aÇy.

On fera des permutations circulairessur les accentuations pour les
autres faces DCA, CAB.

Pour la face ABC nous utiliserons les mineurs du tableau

a’—a b'—b c’—c
’

    a”—a b”—b c"—c

qui sont respectivement

“+d+f,fi+ñ+W,ï+Y+W;
d’où

_

53= <“ + d’+ d”)“+ (@ + @’+ 5”)“+ (‘.! + Y'+ Y")"
—““+W+WHÔ+?+@UW+V+Wy

Déterminonsmaintenant les cosinus d’Appell des angles des dièdres
de notre tétraèdre.

L’équation du plan OBC est

x _)' z 1

a” b” c” [ =aæ+fiy+yz=o,
a’ b’ c' 1

0 0 0 l

d’où la normale de coefficientsdirecteurs

aî——Bï, 52—'Yd; Y’*‘“Ô—
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Pour le plan ABC on a de même

'. 1
(L' 1' —- 1J: J' * v

a b c 1 a b c 1

(l' b' c’ 1

_— a’—a b’—b c'——c 0

a” b” c" 1 a”—a b”—b c"——c 0
a b c

=(a+oz'+a”)x+(fi+6’+fi”)y+(ï+y'+y”)z— a’ b' c’ =(),
a” b” (Il

d’où les coefficients directeurs de la normale
A=(a+ oc’+oz”)‘-’—— (@ +;f+55 («,/+ y’+y”),
B = (5 + {3’+ 5”)2— (y + °{’+ y") (a + oc'+ a”),
C = (Y+ \."+ Y")'l— (« +a'+ a”) (5 + fi’+ 6”);

ce qui fournit les formules
E(a‘£—Çy)(A'—’—BC) : E(a2—fiy)(a+a’+a”)   P(SO! SA):

SÂSô _ SîSO
’

_2A[(a2— ÜY)Ë—(Ôz—Ya)(YË—dfi)i_ 2AaP(s“’ 5°)—
858;

_
558.6

2 II2_ Il //
_!P(S… sc): (_aSë—SÎ—l)—a’

2 I—_)_ I I ”
P(S… sB)—_—_(LSËSÔC_Y)“.

9. UNE FORMULE FONDAMENTALE. — Nous déduisons de ce qui précède
CD:—‘ Sii—[ Î+ SË+ SË— 3ESËSCP(Sc; SB) — 32 SËSB P(SBy $C)]

a+al+all ô_+_fil+fill Y+TI+Y”= Y+Y’+Y” a+d’+d” ô+fi’+B”
@+Bl+fill Y+YI+Y” a+oc’+œ”

a @ Y «’ @’ w @" +”
— v a @

— w «' @’ —— @”

@ «.f @ @’ v’ a’ @” y"
a' @” y" @’ w

_32 Y’ a” @" _32 y” oc' {3' .

B’ +” @” v a'

En décomposant le premier déterminant en 27 déterminants du
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troisième ordre à une seule lettre par élément, et en faisant les réduc-
' tions possibles, on trouve qu’il ne reste que les 6 déterminants dont
les accentuations des différentes colonnes sont toutes différentes, donc

a fil Y” a @” Yi
Q:?» 7 oc’ @” +3 Y a” {3’

@ Y' a” 5 Y" a’: 3[a (2d’a”— ÇIY/I_Ylpll)+ B(2 filfiI/_Ylafl_Yfla/)+‘((2Y’Yll_aI5/I_aI/ÉI)].

Il est assez indiqué de poser
+B<S… S… se) : ‘”

_sis.,_sC ’

@ jouant le rôle d’un cosinus de trièdre; moyennantcette notation nous
obtenons la formule que nous avions en vue 

sg,=Sî+sg+ SË—3SËSCP(SCySn) —3Së5nP<5m5«=>

—— 3 8% SA P(SA, Sc) _ 3 si SC P (SC! SA)

_ 3 5; sIB
p (5… SA) _ 3 sg SÂ P (S… S,,) + 3 SASBSC+£(S… 5… Sc)-

   
10. VOLUME ET HAUTEURS. — En utilisant la distance d’un point ‘a un

plan, on a pour la hauteur issue de 0
a b c
a’ b’ c’

] a” bl] €”
10 _

So

Or, en considérant les arêtes issues d'un quelconque des sommets,
et prises dans un même ordre, on voit que le déterminant construit à
partir de ces arêtes est exactement le même. Nous prendrons donc
désormais comme élément de volume

dx dy d:
dv: ôx 3y dz .

dcr: à_)' dz

Le volume du tétraèdre sera (en laissant encore de côté la question du
coefficient numérique)
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et le résultat donné plus haut permet d’écrire 

hASA= hBSB= hc Sc= h()SO= V—
   

“. QUELQUES AUTRES FORMULES. — En utilisant quelques formules
du paragraphe 8 nous pouvons écrire 

So=SAP(SA, So)+SuP(S… So) +ScP(Sc, So)
   

et trois formules analogues.
Si l’on cherche le rayon de la sphère inscrite, on a, en utilisant la

distance d’un point à un plan et en appelant a:… yo, z0 les coor-
données du centre

,, _ axo+ fi)'n+ “(zo _ a'æo+ filyo+Ylzo __ a(”wo—l‘“ fi”_}’o+ “(”'—‘a  SA
_

SB
—

Sc
[) c

(a+oc’+oc”)xo+(fi+ B'+ô”)yo+(ï+ 7'+ ‘r”)zo— a’ b’ c’
, , .

all bl! C”

éliminonsx… yo, zo, il vient 
V

   
La surface 2 circonscrite se déterminera facilement; le point 8 sera

le point commun aux plans perpendiculairesaux arêtes OA, OB, OC,
en A, B, C.

CHAPITRE II.
DEPLACEMENT D’UN TRIÈDRE D’APpELL. QUELQUES QUESTIONS DE ClNÉMATIQUE.

l2. RELATIONS ENTRE LE TRIÈDRE FIXE ET LE TRIÈDRE MOBILE. — Soient le
trièdre fixe Ooæoyozo et le trièdre mobile Oæyz. Représentons par E ,

Y}, C les coordonnées de 0 par rapport à Ooæoyozo, a, @, 7; oz’, B’, y’;
on", Q”, y”, les composantesdes vecteurs unitaires de Ox, Oy, Oz par
rapport aux axes fixes; A, B, C; A', B’, C’; A”, B”, C”, les compo—



374 JACQUES DEVISME.

santes des vecteurs unitaires des axes fixes 00.220, Ooyo, 0050 par
rapport aux axes mobiles. Nous avons les deux tableaux, dont on ne
peut impunément changer les lignes en colonnes    

     Oo—Tu Oo)'0 On 30

O.]; oz=l’ Ç3=Q 3__R
O_y oc'=R {5’=P 7’=(\)

Os a”=Q Ç‘$”=R y”=P

0.1? O_)' O:- 
001‘0 A = P2 —— Qli B : B'3 —— P(\) 'C : ('\)-.» _ Rl’ 
Dog-., A':Qî-RP B'=Pî—Qlt C'=Rz_pQ 

  0050 A”: R” —— PQ B”: Q‘-‘ _ RP C”= pa _ QR
  

Cela fournit un certain nombre d’égalités dont nous écrirons les
plus caractéristiques, et en nous contentant de donner la première de
chaque groupe de trois

oz"+ @+ Y"'— 30157: oz"+ a”’+ a”"— 3 a a’ a”: A'”'+ B"+ C*— 3ABC
=A=+ A'-‘+ A”=- 3AA'A”:Aa + A’Ç + A”7=1,

“( a12_ fil YI)+ B(@lg_ Tia/) + Y(YI2_ a! S/)
=A(A'È—B'C’)+B(B'î-C’A’)+C(C'È—A’B’)=o.

Si nous cherchons maintenant les composantes de la vitesse d’un
point invariablement lié au trièdre mobile, nous aurons (2) en uti-
lisant les dérivées partielles des fonctions P, Q, R

d; , ' d0
_

, _ dcp
v-l‘o_—“ +(Ræ+Q)+PÔ)_J+(QI—+PJ+Rd)_t’

_ ” de , _ dCD_

v—T°_-—t
+(Pæ_+. RÏ+QZ)7+(RT'l—QJ+Po)—Î’

_dÇ __
d0 ,_ dcp

V”°_cTt +(Qm+Py+lh)a+<Pæ+RÏ+Q”)ËZ°
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Projetons sur les axes fixes; grâce aux formules

\
va.: AV.…,+ A'V_…, + A"V

«_
V,.= BV.…+ B’ V_..o+ B” V:”,

( vz : cv_%+ CV).“ + c"v_._o

et en appelant U… U_… Us les projectionsde la vitessedu point O,,On a

dV,_=L‘L
+Ï—dÂtJ—l—ZCÎZ’

, d0 _dcp“ —U"+ædî —-Æ9

dcp d0

_
-> -> + _ _

S] I, , la, 13 sont les vecteurs un1tmres de Ox, Oy, Oz on a donc
‘; ;iî '> “>

îtî : P12124‘P1313;
_) .

dla "* “*

d—t. =P—2111 +P2313,

+
d “

-)— +a =P3111+P3212:
avec

P12=P23=P31y

P21=P32=P13-

15. CENTRE INSTANTANÉ DE ROTATION. — Cherchonss’il existe un point
de vitesse nulle. En résolvant le système

VÆ= Vy= Vz= o, ilvient
d0 dcp d0 ‘-’ dcp“2

””‘— ' de -1 dq> : ’
_... + _(a) (a)

ou encore
[dg(dP2— dQ dB) + dr;(dQ*——dRdP) + dÇ(dR*— dP dQ)

d0"+ dcp3
,

Journ. de Math., tome XIX. — Face. 4, 1940. 48

 [__
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c’est-à-dire plus élégamment
ag dn d:
dB dP dQ……,.…d6"+dcp“

et de même
' dg dn d’; 615 dv, d’;

dQ dB dP dP dQ dB
_ dP dQ dR _ _ dB dP dQJ’l——W’ “”W

Cherchons si ce point ne joue pas le rôle de centre instantané de
rotation, c’est—à-dire, cherchons si, à un instant donné, il n’existe pas

_ , _ ' ——> ——>
des relations d orthogonahte entre IM et MV.

Les formules donnant la vitesse s’écrivent maintenant

_ ' , dcp _ _ d0_ dcp d0
V-r— (J—J'>æ+<*—">æ— "îz+“âî’

de d 610 d
vy=(æ_æl)d_t +(;—z;)£=ua +wîctP,

d de dr d0
:=(Œ—æl)a<—î+(Ï—YÙËZ =uÎÎ+VZZÎ;

nous en déduisons
Væ(u‘-’— vw) + Vy(v*—— wa) + V,;(w2— uv): [w(u‘£— vw)+ u(v’—wa) + V(W*— uv)]%Ê

dc?+ [ v(u2— vw) + w(fi— wa) + u(w*— uv)] Ît : o,

u(Vî,— V,»V,,) + v(Vÿ — VzVæ) +w(Vä—— VŒVJ.): [u(w”—uv) +v(u’—vw) +w(fi—qu]
Z—Î>2

+ [“(WV— u2) +”(UW— "’) +W(Wt—cv*)]â—Ê %
’ d d

+[u<v2—Wu> +v(wa_… +w(u2—vw>]<ä>=—3ÊaË'
…)

De ceci résulte que le vecteur V est dans le plan orthogonal à IM,
mais n’est pas nécessairement une des perpendiculaires, ceci se

produisant si et seulement si 0 ou <p sont constants.
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Signalons que ces résultats nous permettront ultérieurement de

reprendre la théorie de surfaces de notre espace par la méthode du
trièdre mobile d’Appell.

14. RETOUR AUX AXES mms. APPLICATIONS. — Les formules de trans-
formation de coordonnées nous fournissent pour coordonnées de I
dans les axes fixes

d£ d0 dcp — dn d62 — dÇ dçp‘2
’   X'=ï+ de=+dcp”

dn d6 dcp—d£ d0=-d‘g d<p‘-'Y]: + d0*+d<p3 ’

dÇd0d —dgde=—dnd *!

\Z'=Ç+ (Pd03+dcp=
ÇP'

Prenons comme exemple
. €: P, n = Q, {= B;

on trouve
X]: Y1: ZI: O;

du reste le trièdre est constitué par la normale à la sphère d'Appel]
et les directions principales du plan tangent.

Prenons maintenant l’exemple d’une surface conchoïde de plan, la
représentation paramétrique est

E=l+ÂP, n=l%+ÂQ, Ç=l%+ÏR;
d’où

d£ =).(Rd0+Qdç),
_

dn=7.(Pd0+Rdç)+_é[P(—Ô, ——cp)dÔ—R(—O, —cp)dcp],

dC=MQd6+Pdæ>+P—î[P<—e,-—æ>dô—Q<—e, —<p>d<pL

ce qui donne

QR R(—0,—cp)d0”dcp+Q(—B,—cp)dOdcp*°,    A.
P’ P2(d63 + dcp”)

_

_ Q
Q(—07—<p)d03—R(—6,—<p)dOd<p‘-’]Y]—l[ 'l—)' + PHdO”+dqfi) .

,

__ R
R(—0,—<p)dcpfl—Q(—e,—ç)de=dç’JZl_ll ? + P(de=+dcpa) ’



378 JACQUES DEVISME.

qui est indépendantde À; donc quel que soit X, on a le même point 1,

ce qui résultait des considérationsdu paragraphe précédent.
Pour dcp: 0, ou de = o, les directionsOIÇ, Ole sont orthogonalesau

rayon vecteur et orthogonales entre elles.

15. QUELQUES QUESTIONS RELATIVES AUX ACCÈLÉRATIONS. — On peut
écrire les formules du paragraphe 12 sous la forme

_ dé - de , d<?
V.w-..— a; +(»—

3252
+() —n)Ît,

_ dn ., d9 _ dgo
V}'o_ Ît +(Œ— Q)_d_t + (—- — Ç)d—t’

dr d0 ., @V;o=ä +()'—n); +(w— ç)dt

Choisissons les axes de façon à prendre à l’instant t, 0 et O’
confondus au point 1, ce qui entraîne

€ = n = C = o;

en écrivant de plus qu’au point I, V,., V,“, Vzu sont nuls, on a

dg_d—n_a_ç
ÊÎt_Ë—dt =O.

Si maintenant nous cherchons la vitesse du point I, les formules
du paragraphe précédent fournissent, en tenant compte des simpli-
fications qui précèdent,         d2ï d2 de!

a‘Xl _ dfÏ °"Pl_ dt? °“_
dzE

'2Î _' 0"+ <p”
’

_dÎ _ 0'-‘+ <p"
’

d2C 0/ :_ fi l2__ d27‘
‘P’2

iZ_. _ dt! dt! dt'—'

dt _ 0’”+<p"‘

Choisissons les axes par les conditions
dX dY dZ
2Î=V’ —=——=o,dt dt
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Il vient

d25 _ d‘2n _ de dt: dç
'Æ—O’ zF——Va‘ï’ art—== Val—z

Nous déduisons alors en dérivant les formules qui donnent la
vitesse, et en tenant compte de toutes ces conditions

__deî ([Ç ’ ,
dn)d_<p

_ d‘-’0
d‘-‘£<pI‘"'°_ (I!2 +

<V:“— (ll>dO(It + (""“—_ ÎÏ dt +(: €)_dl- + ()

d0 , d_cp _d’0 'd26p“@ +‘71 l'”îïfi+) 717?

=2Æ0Içl_+),(OIQ+ÇPI/)+:(CP/g+0fl),

     

et de même

1‘_\°=— 0'V—l— 2)’0’(P'+"-(0'°+ cp”) +æ(ÇPI2+O”),

lÏ'-«»=“°P'V+“W'+æ(9"’—l-<P”)+)(<?'°+6").

En annulant F,.I‘… l‘,…,on trouve une solution unique en a:, y, 2;
il y a donc un centre des accélérations J qui a ces valeurs pour
coordonnées.

En faisant des combinaisons de produits avec æ‘“——yz, y2—zæ,
za — æ_y, on trouve les surfaces E 

V V
:: ,.1 -:_ …:_ f’——z _ z‘-'— _ _ '

800

+) +» 3æJ— U x)
2<P’

( W) 26, 0,

_ , V ’
_, V0"_æ3+)/—I+Z”—3æyS—(æq— )'5 )HÏ—(Z'—Œy)m= ,

_ V0' V ’
x”+)f“+:"—3æ)œ—(æ-—y:)—ç,2+0” —(Jfï—;af)ää-O—fl=o,

   
qui généralisent les cercles des inflexions et des rebroussements.

Prenons sur chacune de ces surfaces 2 les points diamétralement
opposés à l’origine

v v Vcp' V0’ V0’ V<?’
S,<o, 2cp"2—0’>’ Sg<m,y O,…)y sa(mnms O).

Le plan S, S,, S3 a pour équation
Œ(OI/6I2+ CPI/çlz)+‘y(q)ls+emcpl+ (Plgou_elcplq)II)

+z(0"+cp’“0’+0”cp”—O'qfl6”)——V(0'-‘+<p“)=o.
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Or, ceci peut s’écrire
— 0/çT_…+oer_…+ <p"l‘;o= o,

le plan S. &, S3 passe donc par le point J.
Il y a plus, les coefficients directeurs de la normale sont

‘il/36! + (?”!C?'— 0IÇPI(OI3+ (Pig),

002 (P, _ 0U<P//OI+ 0//(2(?13_ 0/3) _
39/10/2912 + çlg(6/:+ cPig),

_ e”ç”<Pl+ c?!!! 6/_ 30/I0/g (P! + <P/1(2013__ (Pig) + 0/2(0/3+ (Pla);

ce sont, comme on le vérifie facilement, au coefficient multiplicatif
V ,

20,CPI 0/2+ (?” (PI—_n+ ()]!

CPI2+ Oil 20'CP’ 6/9_+ ÇPIl

Olg+ ?” (?I2+ 00 20IÇPI

 
près, les valeurs des coordonnées J. Donc le point J est le pied de la
hauteurdu tétraèdre OS4 S, 83 relativement à la face S. 82 Sa.

16. VITESSE ET ACCÉLÉRATION D’UN POINT DANS un MOUVEMENT Érunuä EN

COORDONNÉES POLAIRES. — Soit le mouvement déterminé par les
équations

'

æ=rP(9, cp), y=rQ(6, cp), z=rR(0, (9),

où r(t), 0(t), <p(t) sont trois fonctions connues de t. En prenant les
dérivéesnous aurons

æ’= r’P + rR0’+ rQcp’,
_)": r’Q + rP0’+ chp’,
z’= r’R + rQ0'+ I'Pcp’,

d’où les composantes sur le rayon vecteur et sur ses perpendiculaires [‘ d0 {
V1=ä%, V2=rät—y V;;=rî{'_Î)

   
ce qui montre que l’une de ses composantesh’est nulle que si l’une
des fonctions r, 0 ou cp est constante.

Prenons maintenant les dérivées secondes, on a

se”: r”P + 2r'R0'+ 2r’Q<p’+ rQ0”+ 2rP0’cp’+ rR<p’”+ rR0”+ rQcp”,
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et deux formules analogues; les composantes de l’accélération sur le
rayon vecteur et ses deux perpendiculaires seront donc I‘,=r”+2r0’ ’,

° / ! d 9
,

or2=21"0'+r(p"+1‘9'= ; c—ü(l'- 9') +I‘ÇP“',

__ .Il . ls ”——1 ï .! / /2l‘,—21 q>+10 +rcp _rdt(l cp)+r6 .

   !
Dans le cas où le mouvement a lieu sur une sphère d’Appell r = a,

on &
P1=2a6/ÇPI’ P2=a(ÇPŒ+6”)7 I‘3=a(6"-’+CP”),

et l’on voit réapparaître les quantités du paragraphe 15. L’accélé-
ration radiale, dans ce cas particulier, n’est nulle que si le point décrit
une courbe de l’une des familles 6= const. ou <p = const.

On peut se poser aussi le problème de rechercher le cas où l’accé—
lération est seulement radiale, c’est ce que nous allons faire dans le
cas général.

17. MOUVEMENTS A ACCÉLÉRATIONCENTRALE. — Cherchons si les mou—
vements définis par ]“2 = l‘;, = 0 ont des caractéristiques simples.
Remplaçons ces équations par les suivantes :

I‘20’2—P3cp’2=2r’(0’3—q}’3)+ r(6”0”—cp”cp”) =o,
l‘z- l‘,», : 2r’(6’ — <p’ ) + r(cp'*— €”) + r(0”— <p”) : o.

La première fournit  id(0’“—cp’*)_ dr
3 W _— 2 “,“.

ou
0’“— (p”: Ce-“".

   
La seconde équation s’écrit (en supposant toujours 6’# qu’)

dr d(0’—cp’)_
2T—(dç+de)+—GÎÎCPI_—OI

011  
r2(0’— (p’) =Ke°fim
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On en déduit
‘

0 : 6Ce—cr=els_ (?…: ((,/_ (Pl)3+ 30/ç/(01_ (P,) :
[Ki—HP]

+ 39,CP’ KeÊ+Ÿ,

d'où
Ke e‘3 û+ç] C_ U’ç’: _r—ï _

ËÎ’Œ e— flr+0+ç\y

ce qui permet de calculer l’accélération radiale au moyen de r, !0, <p, r' .

Cec1 mc1te à étud1er à l1tre d’exerc1ce ce qui se passe sur la surface
0+q>

r=e !
;

on a alors
OI __ (,,/= K,
_ ry ,: K?- ——e""".' 3 K

Calculonsdans ce cas l’accélération on a,

dr r , ,

217 —g(°+‘?)’
(l‘-‘I' I' , ,

2
r ,, ,,

7,ç—;,<°+w +2(0 +9 )..

mais
II Il / I9 dr I l

_

r(0 +<p ):—r(0’+q>-)—2Ç—,—ê(0+cp)
='__r(0’2_+_CP'2)_ r(GI+ÇPI)Q,

d’où

Ë—Î(Ol+œl)e_f(gle+ rs)_f(el+ /)2__ Î(39fe+2gr '+3<P'2)dti—4 . 2 ‘? 2
(? — [, (? ?

et
I‘ _dz,-

6I :_ l‘ 36” 91 / 3
(o

801 I _ l‘
01

' I e.
1—d—P+2r ——Î:( -+2 <p+ <p-—— CP)—_Ïl3( —<p),

donc, pour les mouvements à accélération centrale s’eflectuant sur
la surface

0118   
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CHAPITRE III.
COORDONNÉES POLAIRES. QUELQUES SURFACES SIMPLES.

I. —— Compléments sur les coordonnées polaires.

\18. EQUATION DU PLAN TANGENT. — Nous avons a plusieurs reprises
utilisé les coordonnées polaires, p, 6, 30, soit dans ce Mémoire, soit
dans d’autres travaux antérieurs. Il semble bon de faire une étude un
peu plus systématique de ces coordonnées.

Soit la surface d’équation
p=p(0,ç).

Les coordonnées du point courant sont :

æ=PP(0, <P), y=PQ(0, cp). z=pR(0, <?)-

On en déduit
_

ô ' d
dæ=lPâ% +PP‘] d0+ [_Pô—ï+PQ]d<P,

.() à
_

dy=[Qa% +PP] d0+[Qä+P“J dcp,
.. () à '

d; =lR(—£— +PQJdO—l— [Rd—ÉP+PP_ dcP'
 

Les mineurs du tableau des coefficients de de, dcp peuvent s’écrire
après division par p”,

A=ËP(—0, —<p>#(ê)àQ(—Œ—<p)+(ê)è…—°»—<P>y

B=ËR(—0, —<P)-+- (ê);P(—0, —v>+<ê);Q(—°’ —‘P)’

C=âQ(—O, —ç)+(ê)àR(—e,—cp)+<ê>;P(—O, —v)-

Le plan tangent est de la forme Acc + By + C: + D :o, ou

êP(w—0,©—©)+<ê)èQ(m—Œ+—a)+(ê>;R<w—9xv—w+g=o,
Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 4, 1940. 49
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mais pour p = r, 0: w, <p : a]; l’équation est identiquement vérifiée,
donc l’équation du plan tangent s’écrit 

]
_=êP(…_e,O—ç)+(ê)èo(œ—e,tp—cp)+(\ê);n(œ—o,o—ç)."

   
19. UTILISATION DU TRIÈDRE D’APPELL ronuÉ PAR LE RAYON VECTEUR ET SES

DEUX PERPENDICULAIRES. APPLICATIONS. — Effectuons le changement de
coordonnées

x=X P(0, <p) +Y R(0, cp) + ZQ(0, cp),

y=X Q(0, <?) + Y P(0.- <?) + Z R(0, <p),

:=XR(0, cp) +YQ(0, <p) +Z PU), <p);

l’équation Ax+ By + C:: + D = 0 devient

ë—I—Y(Æ)I+Z<l->I ——I=O.
? P 0 P ?

On en déduit que le plan tangent coupe les axes de ce trièdre aux
points

__
P2

\ _ pa(p, o, O),

(O, {’P_ ID),
0,

O,_ËP_ ),00 dcp

et ceci est analogue aux résultats relatifs à la sous—tangente polaire
dans le plan euclidien.

La direction de la normale dans ce système de coordonnées est
donnée par les coefficients directeurs

2 @@ ôp‘-’ 0? (092_ 0?
_«ÎÔ«Î9’ <Î°‘>+Päïp' äëi>"°ä’

tandis que le rayon vecteur a pour cosinus directeur 1, o, 0. On en
déduit pour l’angle de la normale avec le rayon vecteur (‘) (angle
dont nous représentons les arguments par )\, u), les relations entre

 
     

(’) Bien remarquer l’ordre d’énoncé et d’autre part, remarqueraussi que nous
utilisons la normale, tandis qu’il est d’usage dans la théorie classique d’utiliser
la tangente.
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P(LH>_Q(LM_MLP)_ 1

? __Ëfi—_ÿ_P_—3 ,, dp" 693 0909,
_

@@ dcp \/P—(Æ)“(ääp)— Wifi»
relations analogues à celles classiques du plan euclidien.

Si nous considérons le tétraèdre déterminé à partir du trièdre
d’Appell par l’adjonction du plan tangent, la hauteur issue de
l’origine O vérifie la relation

P:_ QE
3_(6_P_ 3_3PÊÊÊE =Eî.

ae dcp ae ôq2 h“

Si maintenant nous considérons le tétraèdre MNT| T2 construit sur
la normale et ses deux perpendiculaires issues de M, tétraèdre dont la
face Opposée à M est le plan X = 0, des calculs simples montrent que
les longueurs d’arête issues de M sont respectivement

: —P"’ , b: —95 = —P“ .a
""’(PË—”PbP%) Izî(pb”+ppép)’ c h'-’(p$+ppb)’

la hauteur issue de M est de longueur —9, et ceci peut servir de
vérification.

En appliquant les formules du paragraphe 5 on peut déterminer
les aires T.OT… TQON, NOT. déterminées par le point 0 dans la
face hypoténuse NT4 T2.

Si nous remarquons que l’on peut écrire

ab(ab—c‘*)ab_a2b2(ab—c‘l)pî__ ,_, _l 1

sa
“

a‘-'b‘—'e‘-’ “ab? lË_ a—bl'
 

nous trouvons pour valeurs des aires

h - h ôp Il dp
11059 —‘Caÿiäéî _abP—Êæv

ou
1 V/t 1 VIL dp _ 1 VI: @up’ bp”-’dO’ E‘1cp'
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Mais, d’autre part, on a P(—L —u>%(p2 —PbPæ)Ë=—â,
Q(—L —N)=(Pb‘*+PP&») 5 =— %

R(—L —#)=(Pä+ppb) :: =— È,

d’où

T, OT. T._, ON NOT, v 
P(‘A, …P(_ 1, _…=Oo_, …Q(_T, _…=nu., …R<_;., _…= ?

   
20. DEUX FONCTIONS ANALOGUES A LA FONCTION TANGENTE, DÉDUITES nas  FONCTIONS D’APPELL. — Les résultats du paragraphe précédent font

apparaître les relations

Q(hp)__1ÿg R(Lp)__} Qg_
P<L #) _

900” P<'/-. P‘)
_

.0 de?

Dans le cas particulier des surfaces d’équation p = Cc“°+b‘P, les
valeurs de ces quotients sont les constantes — a, — b (' ). Nous avons
une propriété analogue à celle de la spirale logarithmique {:= Ce”"
dans le plan-où l’on peut écrire tang(0M, MN) =—— (1.

Ceci incite à étudier un peu les fonctions
mo, <.D).
P(0, cp)’

 9,S(°’ ‘” =i£io. ïi’ …” °P)=

nous donnerons ici quelques formules nouvelles relatives à ces fonc—
tions el: à celles d’Appell, complétant ainsi les formules données dans
notre thèse (2), (48).

Relativement à S(0, cp) et T(0, cp), nous pouvons écrire les 
(1) Voir aussi : J. Dawsua, Sur les surfaces p : Ced°+bç de l’espace attaché

à l’équation A3U=o de M. Pierre Humbert (70° Congrès des Sociétés
savantes, 1937, p. 35-37). — P. HUMBERT, Sur une solution particulière de
l’équation A,: 0 (Annalesde la Société scientifique de Bruxelles, 1937, série 1 ,
t. 57, p. 142-145).
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relations

1+S"+T“—SST= I_‘
, , _ S(O,<p)+S(O’,cp’-)+T(O,cp)T(0’,cp')

S(°+°"P+‘P’—1+S(0,<p>T<0c@')+S<o',cprw,w’
, , __ T(0,<p>+T(O’,@’)+S(0,cp>S(0ficp’)

T(°+°"P+‘P)—1+S(0,<p>Tw,ç/)+S(0@çl;T(0,ç)’

1+S(0+0’, cp+<p’)+N0+0', q9+<p’)

_ [1+S(0, <?) + T(0, <?)][l +S(O’, <p’) +T(0’, <p’>]
_— l-+-S(Ü,Q)ŸÎ(ÜC @U-+-S(O'@U'T(U,Q)

Les formules se simplifient pour 6 = 0',
39
: cp' et deviennent

2 S(0, <?) +T2(0, <p)

î+28(6, <p)T‘(o, cp)’

_ 2T(6, <p)+TÎ(0, (p)“29, “P)—mm'
S(20, 2cp) :

Donnons maintenant les formules rèlatives à la multiplication
par _ 1 ; on a

_ T2(0, CP) — S(0, <?)S(—0, — @)—W,
T(—o, —cp>—îS?äWŒ’

d’où I
1 + S(—0, — cp)T(0, <p) +T(— 0, —— <P)S(Ü, @)=mî    

de même la multiplication par 3 fournit
P(39, 3cp)=1+9PQR,

Q<3°» 3<P>=3(RQ2+QPÈ+PR?» B(30, 3<p) =B(Qm+ RPÈ+ PQ2),
' _ 3(TS'—’+TË+S) , _ 3(ST2+SE+T)S(30,3ÇP)—ma T(30’5CP)_—_—_—1+83+T3+68T

De ces formules on déduit que les fonctions P(0, cp)Q(6, cp), R(Ô, <p)

S(Ô, <p), T(Ô, ?) s’expriment ratz'onnellemeizt en fonctionde s: S (â & î)
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et t = T( %, %) par les formules

_1+33+‘3+65t Q—
3(lsî+tï+s)

R—-
3(t'—’s+s‘z+t)

—1+s“—|—t“—3st’ —1+s“-1'-t3—33t’ “1+s=+t=—3st’
_ 3(ts*+fi+s) _ 3(t2s+s?+t)‘_ l+S“+t”+68t’ _ 1+s“+fi+6_çg

Signalons encore les identités 
ôS dT
Æ—æ—l—ST.    

Il. —-— La surface 2.

21. DÉFINITION. — Nous avons déjà rencontré cette surface à plu—
sieurs reprises aux paragraphes 5, M, 153 nous en ferons ici une
étude succincte.

Soient les deux points O(o, o, o) et S(a, b, c); cherchons le lieu
des points M intersection des droites issues de 0 et des plans ortho—
gonaux menés par S; on a pour OM

(L‘ :
F='Q n

et pour le plan orthogonal mené par S

’

æ—a y—b z—c
R P Q =0.
Q R P

Eliminons P, Q, R entre les trois relations, on a

æ——a y—b z—c
: a: y :o,
)’ :— x

ou en développant 
Ill

 a:” +y“ +z“ —— 3æyz — [a(x*—yz)+ b(y2— zx) + c(zî-—æy)]: o.
 
2 
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Si l’on échangeait le rôle des points 0 et S, on aurait la surface

x y :
:—c x—a y—b =o,
y—b z—c æ—a

ou en posantæ—a =E,y——b=uq, z——c=C
E“+n°+Z”—3£nï+[a(â2—nm+b(n2— cz) +c(ç2—gn)]=o;

cette surface, rapportée au trièdre d’Appell d’origine transférée en S
est distincte de la surface précédente. Les points 0 et S ne jouent
donc pas des rôles réciproques.

21. NORMALE A LA SURFACE. -— Nous avons

fQ=B(xË—yz) — (2aæ—b: — cy),
}=3(y‘-’— zæ) —— (2by— cæ— az),

fé=3(ZË—æy)—— (2cz —a_y _ bæ),

Cherchons les valeurs de fÏ—f3.fl, ff—fÇ-fL» f'z2—fÊcflyâ les
calculs sont un peu longs pour arr1ver à une forme s1mphfiée, nous ne
donnerons le détail que pour la première de ces expressions

fLË—féfé=9[(æË—yZ) — <y?— zx) <z‘l— xy>] — 6(æ2—yZ) (…… — bz — cy)
+ 3(yfi—zx) (20z — ay— bæ) + 3(z2—xy) (2by — cw— az)
+ (2ax— bz — cy)'£—— (2by — cæ— az) (205 —ay— bac)

=9xZ——3(x‘*—yz)(ax— 2bz — 20y) + 3(y‘*—zæ) (zcz —— a_y + 2bx)
+3(z‘*—æy)(2by+2cæ—a;)+(2aæ—bz—cy)*—(zby—cx—az)(2cz—ay—bæ)

=—3a(æ3+y3+z=—3æyz)+(2ax—bz—cy)*—(2by—cæ—as)(zcz—ay—bæ):_ 3aZ—l— (a2— bc) (x2+ zyz) + (b2—ca) (z2+ 2æy) + (02— ab) (3/2 + 2zæ).

Finalement nous avons, tous calculs faits,
{,} -—f}f,[= (a”— bc) (x‘—’+ 2yz) + (b2— ca) (z2+ 2xy) + (c2— ab) (_y2+ 2zx),

ff—féfl: (a”— bc) (z2+ 2.19!) + (b2— ca) (y2+ 2 zæ) + (c2— ab)(æ*+2yz),
f22 —fÂcfÿ= (a2— bc“) ()’2 + 2 Zæ) + (b2— ca) (æ2+ 29%) + (c2— ab) (z2+ 2xy).

Nous pouvons interpréterces renseignementsd’une façon angulaire.
Si (a, B) est la direction de OS, (0, <p) celle de OM, p la longueur du
rayon vecteur OM, 1 la longueur de 08, nous avons pour équation»
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polaire de Z
P=lP(a—'Oi B_<P):

et la direction de la normale est (26 — a, 29 — B).
On en déduit que l'angle du rayon vecteur avec 08 est le même

que celui de la normale avec le rayon vecteur. En particulier la normale
en S estjustement OS.

Appliquons maintenant à la surface la transformation de M. D. V.
Jonesco (62)En_C k

-æ‘l—yz _yï—zæ_ z2—æy _ æ“+y"+ z“— 3æys’

l’équation de la surface devient
aî+bn+cÇ—k=o,

c’est celle d’un plan. Donc la surface 2 est la transformée d’un plan
ne passantpaspar l’origine dans l’inversion précédente.

25. LE côm-: l‘. — Il est naturel de chercher quelle est la surface
inverse d’un plan passant par l’origine. Prenons ce plan pour
plan y0z, la surface transformée a pour équation

a:? — yz : 0;

c’est le cône I‘ que nous avons déjà considéré (98).
En tenant compte de la relation a:“ =yz, vérifiée sur la surface du

cône, les coefficients directeurs de la normale sont

æ2+ 2yz, y”-’+ zzæ, z“-’+ 2æy;

la normale en un point d’une génératrice de direction (6, go) est paral-
lèle à la direction (20, 2cp). Donc l’angle du rayon vecteur avec Ox
est le même que celui de la normale avec le rayon vecteur. C’est le même
théorème que celui cité plus haut pour la surface 2.

III. — Sur des essais d’extensions de la parabole.

24. SURFACE ANTIPODAIIŒ D’UN PLAN. — Soit le point fixe origine et le
plan x=a. Les coordonnées de l’intersection du rayon vecteur de
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direction (0, ce) par le plan sont

“< Il a| L] || &
"Ul5—7

.r=a,

le lan er endiculaire en ce oint au ra on vecteur s’écritP P P

Q Ræ—a y—a—P :—aF
R P Q =°f
Q R P

011

nEæp(_e,_ç)+yn(_o, —ç)+zQ(_e, —<p)——Ê=o.

. . . dll dll .Pour av01r l’enveloppe ad101gnons% = o, % = o, c’est-à—d1re

R.xR(—0,—cp)+yQ(—O,—<p)+sP(—O, —o)—aî=o,
æQ<—0, —cp>+yP<—O. —<p>+zB<—e, —q>)—a%=0;

les combinaisons linéaires (P, Q, H), (Q, R, P), (R, P, Q) donnent

P R 6.
=a———(ZÊ’22(P), y=a———Q<2OLZÇP), : a (2P22ÇP),

d’où
P‘-’(0, <p) [æ”+y“+ z“— 3xyz]: a.

c’est—à—dire en changeant légèrement les notations de façon que les
coordonnées du point courant soient p, 0, <p, la surface a pour
équation en coordonnées polaires 

P_ a___—,
2 2

qui est bien l’analogue d’une équation classique de la parabole.
Comme d’autre part la direction de la normale est (g, %>

on peut

   
énoncer : les angles de la normale avec l’axe Ox, et du rayon vecteur
avec la normale sont égaux.

Journ. de Math., tome XIX. — Faso. 4, 1940. 50
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Soit maintenant M le point courant de la surface et le point S défini
par l’égalité (ÎË=kÔŸÎ. La surface 2 de points diamétralement
opposés 0 et S a pour équation

[{p=—/a——P(O—œ,q>—d{).
0 ‘?P2(5,5)

On a en dérivant
dp_ ka 0 cp , 0 cp

"

Ô-Ô—P_OÎ[R(O_Œ’CP—_Qp)p<2’ g>—P(O—û),CP—Lp)h(ë’ 2>J,
(a’a) \

ka

’ )
(%

=P—“<—g—Çz—Î—[Q(O_œ,

cPl—Kl‘) P<g’ %) —P(0—üh <P—“P)Q<g’ g)]
()p âp . .Annulons
6—9

et %, 11 v1ent

P(0—œ,cp—$)_Q(O—œ,cp—d;)_R(O——m,ç—d;)

P<3s> Q<3aä>

“
RGE)

en restant dans le domaine réel cela entraîne (» :
 ,

—dp= %; le point
de contact est donc

ka 0 cp

p=P 9,Î—’ 59 2,
2 2

le lieu est le plan a:: ka. Nous avons laissé arbitraire la constante k
de façon à pouvoir la déterminer par telle ou telle autre propriété.

Si l’on écrit l’équation du plan tangent avec nos nouveaux angles
on a

ŒP(— 9) — Î>+)'R<— -0’ ——

58) +ZQ<— 93 ——

EE>
———:£—-—=0,

\ 2 2 2 2 2 2 P
<

_)

Ep)2 2

le point situé sur l’axe des a: a pour abscisse

a.'L‘_‘ ,

P<e,æ)P<_9,_æ)2 2 2 2
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on voit que l’un des facteurs du dénominateur de p s’est changé

2 2

fortement modifiée ici, parce que la fonction P n’est pas une fonction
paire.

de
P<âe 3) en P<—

?, —
%>-

La propriété de la sous-tangente est

25. SURFACE LIEU DES POINTS ÉQUIDISTANTS D’UN pom? ET D’UN PLAN. —
En prenant pour point l’origine et pour plan X = a, on a

‘ P=a—Pa
d’ou  

(L?: 1+P(0, cp)-
   

L’équation du plan tangent, d’après le paragraphe 18, s’écrit

Ë=D+JNŒ?HHw—Œl—w44flä@HMw—Œl—wr+waflHw—Œl—w,

ou
a
— P(m—0,tÿ—<p)+P(œ,dc);,- :

si l’on coupe par l’axe des x(œ:
a];
= 0), il vient

_— a ._ 1+P(—0, —q>)’

c’est un autre aspect du problème de la sous—tangente, la non-parité
de la fonction P conduit à des conséquencesanalogues à celles citées
plus haut.

Nous nous arrêterons ici sans conclure, car, dans un travail de ce
genre, il n’y a pas plus de raisons de s’arrêter sur une propriété que
de poursuivre la recherche d’autres résultats.


