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Sur la décomposition d’un groupe continu fini;

PAR M. L’ABBÉ J. POTRON,
Professeurà l’Institut catholique de Paris.

M. Lévi (') a établi le théorème suivant : Soit G un groupe continu
fini, ni intégrable ni semi—simple; si H est son sous—groupe invariant
intégrableprincipal (celui qui contient tous les autres), G contient tou-
jours un sous—groupe isomorphe au groupe-quotient G | H.

M. Whitehead (’) a donné récemment une nouvelle démonstration
de ce théorème, en ajoutant la précision suivante : Si la structure de G
est réelle, G contient un sous—groupe réel isomorphe à G | H.

En dehors de résultats classiques, tirés, pour la plupart, de la
Thèse de M. Cartan (3), M. Whitehead invoque quelques théorèmes
appartenant à la théorie de la représentation linéaire. Il peut sembler
intéressant de montrer que la démonstration de M. Whitehead peut
s’appuyer uniquementsur des théorèmes appartenant à la théorie de
la structure des groupes, et qui se déduisent immédiatement de la
Thèse de M. Cartan. A cette occasion, un point de la démonstration,
qui pourrait, semble-t—il, prêter à quelques objections, sera repris et
complété. ' 

(‘) Lim, Sur la Structure des Groupes (Atti della Academia di Torino,
t. 710, 1904-1095, p. 551).

(’) Wu1rsnmn, On the Decomposition ofan infinitesimal Group (Proc. of
the Cambridge Phil. Soc., t. 32, 1936, p. 229), cité W.

(") É. Gunn, Sur la Structure des Groupes de Transformationsfinis et
continus, 1894, cité C.
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&. Soit une base (') de G dans laquelle les opérateurs de H seront
désignés par la lettre Y affectée d’indices grecs parcourant les
nombres 1, . . ., m, les autres étant désignés par la lettre X, affectée
d’indices romains parcourant les nombres‘ 1, . . . , p. La structure de G
sera définie par les relations
(1) (X: X/à: Ectk"X,-+ZciklY‘… (Xi You) = Cix)‘Y‘/.y (Ya: Yfâ) = 30a3"Y‘/.-

En remplaçant par zéro tout opérateur Y, on a la structure (c,-,!) du
groupe—quotientG|H, qui est semi-simple ( ‘-’), dont les X peuvent
être considérés comme opérateurs.

Si l’on fait un changement d’opérateurs
(2) X}: X:+ Zfi°‘Ya…

les relations (I) deviennent
(3) (X; Xl) : 20ikix}+ Zc}k7—ï’—,‘,

avec
(4) Clk7‘= 20,3ïfkfi_ 20;…*f9+ Clk)‘+ Éîcagl‘ffi‘fÆ.

Il suffit de démontrer qu’il existe mp coefficientsf?, réels en même
)temps que la structure de G, vérifiant les %_—1— équations

(5) c}M=o (i,k=l,….,p; Â=1,.…,m).
Il suffit (°) de démontrer le théorème dans les trois cas suivants :

1° H est un groupe à un paramètre;
2° H est abélien et ne contient aucun sous—groupe, même à struc-

ture imaginaire, qui soit normal dans G;
3° H est abélien et ne contient, la structure de G étant réelle,

aucun sous-groupe à structure réelle qui soit normal dans G, mais en
contient un de structure imaginaire. 

(‘) Pour les notations, définitions et démonstrationsdes théorèmesclassiques,
voir Pornon, Les Groupes de Lie (Mémorial des Sciences Mathématiques,
fasc. 81, 1936). '

.

(*) C-, p- 97-
(3) W.; p. 230.
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2. Dans le cas 1°, le théorème avait déjà été démontré par
M. Cartan (‘). La démonstration nouvelle de M. Whitehead fait
intervenir un autre théorème de M. Cartan (2), à savoir quand un
r—groupe semi—simple G contient normalement un m-groupe, il est
produit direct de ce m-groupe et d’un (r— m)-groupe; d’où se déduit
le corollaire immédiat : si la r—famille des opérateurs d’un groupe
semi—simple K est invariantepar un I-groupe {Y }, l‘opérateur Y est,
ou bien un opérateur de K, ou bien échangeable avec tout opérateur
de K(°).

5. Dans les cas 2° et 3°, ou a m > I, et le système (5) devient
(ô) 20137-fk3— zcka’fi“_ 2C‘ikifi"+ Cub—À:0-

L’indice supérieur désignant la ligne et l’indice inférieur la colonne,
nous pouvons (") considérer ‘

les 0,3" comme éléments d’une matrice &“ de type (m, m);
les fj" »

_ Î/- » (m, 1); ,

les cik" »
' Â,—k=— Âk,- » (nt, I).

Le système (ô) équivaut alors à

(7) - àÎz.— êz.Z—— 20m"Î,-+ Âm= 0-

4. A la structure (c},,_.) du groupe semi—simple G
|
H est associée(‘)

une forme quadratique
'

(8) S(6) : ÿ2ghkeheks ghk=zzchlickjly g=lghki#°;
somme des carrés des racines du déterminant caractéristique. Ses
coefficients, et ceux g’"‘ de la forme adjointe, seront utilisés, comme
coefficients d’une forme fondamentale, pour élever et abaisser les
indices romains des constantes de structure et des matrices (°). 

W., p. 31—232.
W., p. 232 et passim.
C., p. 53.
IV., p. 231 et passim.
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Parmi les conditions, déduites des identitésde Jacobi, que vérifient
les constantes de structure, figurent les suivantes.

Par le cofficient de Y; dans l’identité entre Y… X,,, X,…

E(chfi)‘ckap — Ciclo/tas) = ECM/Cia":
ou

(g) ëhZ'k— êkêh=Zchkfêi;

par le coefficient de Y; dans l’identité entre Xi, Xh, X,”
2(ciel CM.@ + 6143Xen? + cielChiB) + z(chkiÛji)‘ + cfa-"cm.“+ CihicikÀ) = 0,

ou
(10) êzÂkh+ êhÂik+ êlcÂhi—l— Z<ChkiÂiz+cliiiÂjh+ i‘m/Â/k): 0-

Par élévation d’indices, (9) donne
(1 1) . ê"ê,,— êaêb=Zcaibêi.

Par sommation après multiplication par (:", et d’après (11),
(ro)donne
(12) êi2êl‘Âhk— Z‘hZZ‘I‘ÂM—Zcihi25kÂjk+ñÂm= 0, fi =Zêkêk.

Il résulte de (9) et (I 1) que Ü et E',- sont échangeables.Si, dans (12),
on remplace Ec"X,-k par fifi, on obtient
(13) ñ(êiÎh—êhfi—Ecihij}+Âm)=0.

Tout revient donc à montrerqueñ est invertible, c’est—à-direI È | # 0;
car il résulte alors de (13) que les 7,—= Û“' Eê"X,—k vérifient (7).

5. La démonstration se divise en deux parties, dont la première
consiste à établir les trois résultats :

A. Dans les cas 2° et 3°, la trace T de la matrice Ü est un nombre
rationnclpositzf.

_ B. Dans le cas 2°, on a T) : dÜ.

C. Dans le cas 3°, m doit être pair; on peut choisir une base de H de
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dÜ d’Ü _- - , chacune des quatre :ous—matnces
——d’U dU

composantes étant de degré % (‘ ).

manièreque D ait la forme

De ces résultats on déduit immédiatement que la trace de la
matrice Ü est toujours md, donc que d est un nombre rationnel
positif, puis que le déterminant |Ûl ne peut être nul, dans le cas 2°,
que si d: o; et, dans le cas 3° où d et d’ sont réels, que si d”+ d”: o.

6. Les éléments de la matrice 5: Eg“‘ë,.êk sont :

dg“: EZZg“cæ\°‘c…h

Sa trace est donc
(14) T = 2 du“: 22$““th Yhk= 220hk“ckal-

Or, la forme quadratique Z(e) = ZZYhkehe" est en relation avec le
déterminant caractéristique de G. Soient, en effet, en et 71“ lesp + m
paramètres canoniques. Sur ces variables agit le groupe adjoint
linéaire (groupe AG), dont les opérateurs sont : . à à à(15) EÏ=ZCi/(e)w+Î—Cga(e,T))dna, Fa=2Ca3(e)äçfi,
où l’on a

(16) C/(e) =20;.Je", Cf‘(e, n) =Zc…—°‘e"+ Zeplan5, C,3(e) =Zc;…5e".

Le déterminantcaractéristiquede G (déterminant caractéristique de
la matrice des opérateurs du groupe AG) est ici le produit des deux
déterminants
(— I)P D(s, e)=(—1)Pl CJ(e) — sul—i [:$/’ + tP,(e)sP—’+ . . .,
(— I)"‘A(3, e) = (— I)"‘

|
Ca5(e) — su,,5

| =s”'— cp,(e)sm—i+ q;,(e)s"‘"+. . . .

C’est donc
(17) (— l)”+”‘DA(8, 8) =sP+"‘— 91(6)sP+m—1+[%(e)+ q>=(e)]sP+m—=+. . .. 

(’) Le résultat C est nouveau. Il paraît être nécessaire pour que l’invertibilité
de la matriceÎ5 soit établie rigoureusement.

Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1940. l9
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On remarquera que D(s, e) est le déterminant caractéristique du
groupe G

|
H. Ce groupe étant demi-simple, le coefficient q;,(e) est

nul (‘); le coefficient %(e) est une forme quadratique non dégé-
nérée ("). Ces coefficientsont d’ailleurs les expressions

0=2Cf, u|.«,(e)= E.,—(Cf (J,—l‘ —c.i c,i >=.‘z. z,<cg C,J‘—C,—l‘ C,f ),
2

Ÿ1(e): 2Caa, ?! (e) = 213 (Cana C3‘8
_ CaBC'äa) : äzaEf$(Czacffip_ C1'3C31)

Les sommes des carrés des racines sont donc
(18) S(e)= —— 2%(e)=22g;,w"e*, g,,k=ZZch,-l ok,—',

(lg) 2(e)=[cp,(e)]’— 2cp.(e)=ï‘y;,;.e"e*, y,,k= 2201…fiC;-3“.

7. Pour établir une relation entre ces deux formes quadratiques,
il est nécessaire de rappeler, et ensuite de compléter,certains résultats
_de la Thèse de M. Cartan.

Soit U=Zu”X,, un opérateur ordinaire de G, c’est-à—dire tel
que les racines de DA(s, a) ne vérifient aucune relation qui ne soit
vérifiée quel que soit e. Une base réduite de G relative et U est un
système dep+m opérateurs indépendants, mis en correspondance
avec les racines du déterminant caractéristique, et rangés dans un
ordre déterminé, de manière à vérifier les propriétés suivantes.

a. Le nombre des opérateurs correspondant à une racine, nulle ou
non, est égal à la multiplicitéde cette racine.

b. Si W est un des opérateurs appartenant à la racine s(e), nulle
ou non, et si s(u): a, (U W) — aW est une combinaisondes opéra-
teurs appartenant à s(e) et précédant W. Si T est une combinaison
d’opérateurs de la base, et si (U T)—aT est une combinaison des
opérateurs appartenant à s(e), il en est de même de T.

c. Cette propriété subsiste si l’on remplace U par une combinaison
d’opérateurs appartenant à la racine nulle (3). 

@
99
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d. Si W et W’ sont deux opérateurs appartenant respectivement

à s(e) et s’(e), pouvant être nulles, quand aucune racine n’est égale
à s(e) + s’(e), l’alterné (W W’) est nul; quand s(e) + s’(e) = .s“’(e),
(W W’) est une combinaison d’opérateurs appartenantà s”(e).

e. Si s(e)+s’(e)=o, et si (W W’), combinaison d’0pérateurs
appartenant à la racine nulle, s’exprime, en fonction de l’ancienne
base, par Ef”X,,+. . ., toute racine de DA(s, f) est produit de s(f)
par un nombre rationnel (1 ).

8. Dans le cas d’un groupe semi—simple, ce qui s’applique à G
|
H,

deux opérateurs appartenant à la racine nulle sont toujours échan—
geables; les racines non nulles de D(s, 6) sont simples et opposées
deux à deux; si W et W’ appartiennent à deux racines opposées,
l’alterné (W W’), les alternés [(W VV’)W] et [(W W’)W’] ne
sont jamais nuls; tout opérateur appartenant à la racine nulle est
combinaison d’alternés tels que (WW’) (2).

9. Dans une base réduite du groupe G, de structure (1), je dési—
gnerai les opérateurs combinaisons des seuls Y (opérateursde H) par
« opérateurs V », et les autres par « opérateurs Z ». Tout opérateur Z
peut être considéré comme opérateur de G|H (n° 1). Il est alors
noté Z.

Aux résultats de M. Cartan j’ajouterai les suivants, qui nous seront
utiles.

A une racine Isa(e) de A(s, e) qui n’est pas en même temps racine
de D(s, e) ne peut appartenir aucun opérateur Z. On peut choisir les
Opérateursde la base réduite de manière que, si l est le rang de G

|
H, il

y ait exactement l opérateurs Z appartenant à la racine nulle, et
exactement un opérateur Z appartenant à chaque racine 74_o de
D(—‘: e)(’)- 
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Si, en effet, Z est le premier des opérateurs hors de H appartenant à
une racine s.,(e) [sa(u) = a,] pour laqùelle on a D(a,, u) = o,
l’expression (U Z)— a,,Z désigne une combinaison d’opérateurs V,
ceux de la racine :, qui précèdent Z. Considérant ces opérateurs
comme de G

|
H, on aura (I_JZ) = a,Z, sans que D(a,, a) soit nul.

Supposons que, pour la racine nulle, les opérateurs Z occupent les
rangs h, = 1, h,, .. ., les autres étant des opérateurs V; soit Z,, de
rang h,, le premier tel que la différence Z,-—c‘ Z1 —. . .—cf—‘ Z,-_,
soit un opérateur W de H, nécessairement indépendant des opéra-
teurs V qui précèdent Z,. On a, pour i: 2, . . .,j— I.
(19') (U Z,):d,-'Z,+...+dii—‘Z,-_,+….,

les opérateurs non écrits étant les opérateurs V précédant Z,—. On en
déduit que (U W), nécessairementdans H, est combinaison des opéra-
teurs V de rang < b,. On peut donc le prendre comme opérateur de
rang b,.

Si, en opérant toujours ainsi, il restait finalement plus de lopéra-
teurs Z, on aurait (19') pour i=2, . . ., l+1. Considérés comme
opérateurs de G

|
H, ils donneraient plus de lopérateursindépendants

appartenantà la racine 0, ce qui est impossible. Ainsi le nombre des
opérateurs Z appartenant à la racine nulle est gl.

Supposons que, pour une racines(e) [s(u) = a = 0], il y ait un pre—
mier opérateur Z au rang [, et un second Z’ au rangj. Les différences
(U Z) — aZ et (U Z’) — aZ' — cZ seront des combinaisons d‘opé-
rateurs V appartenantà la racine et précédant respectivement Z et Z’.
Dansle groupe G

|
H, on aura donc (! Z) = aZ et (E E) = aZ’+ cZ,

donc . Z et Z' appartiennent à la même racine simple s(e). Ils ne
peuvent être distincts, et il faut Z'—Z=W dans H. Mais on voit
que (U W)— a W, nécessairementdans H, sera combinaisond’opéra-
teurs V appartenant à la racine et de rang < j. On peut donc
prendre W comme opérateur V de rangj.

En opérantainsi, le nombre des opérateurs Z appartenant auxp —l
racines # 0 sera gp — l, et le nombre total des opérateurs Z sera 51).
Mais le nombre total des opérateurs de la base doit être m+p, et il
ne peut y avoir plus de m opérateurs V indépendants. Il faut donc



SUR LA DÉCOMPOSITION D’UN GROUPE CONTINU FINI. 151

qu’il y ait exactement l opérateurs Z pour la racine nulle et exacte-
ment un pour chacune desp — lracines # o.

Je désignerai par ZÎ= U, 23, . . ., Z? les Opérateurs Z de la racine
nulle, par Z,: et Z_,: les opérateurs respectifs des racines s,—(e-) et
—s,—(e), par Z…-= EfÇ’X,,+. .. l’alterné (Z,—Z_i). D’après le n° 5,
les/? ne sont pas tous nuls, on a s,-(f,-) = a,,—;£ o, et
(20) (Zoi Z,-)=a,-,-Z,-+…., Z}’=ZlfZm+....

D’après le n° 7, toute racine de D (s,f,—) A(s,f,;) est produit de a,;# o
par un nombre rationnel.

10. Établissons maintenant le théorème : SiH n’estpas le central
de G, c’est-à—dire, si tout opérateurV n’est pas échangeable avec tout
opérateur Z, il est impossible que tous les opérateurs V appartiennent à
la racine nulle. Supposons, en effet, que tout opérateurVappartienne
à la racine nulle. Il faut que tout V soit échangeable avec tout Z,-

ou Z_,-, car l’alterné (V Z,), s’il n’était pas zéro, serait combinaison
d’opérateursV appartenantà la racine s,—(e). Alors l’identitéde Jacobi

[V (Z,— Z—i)l + [Z,— (L,- V)l + [Z_,- (V Zi)l =°
donne (V Z…:)=o, et, d’après (20), (V Zÿ)= o (j=1, ..., l), en
sorte que tout opérateur V est échangeable avec tout Opérateur Z.

Si donc H n’est pas le central de G, il existe au moins une
racine s,,(e) [sa(u)= a,;£oJ à laquelle appartient, en même temps
que son opérateurZ, au moins un opérateur V. Cette racine est donc
multiple, et par suite racine de A(s, e) en même temps que de D(s, e).
Si V.,, est le premier opérateurV de cette racine, on a (U V.,) = a,V,,
(Z…— V,.) = a…-V,, a…-= s,,(fl), et, d’après (20), aa= EN, a…-; par suite,
les a…- ne sont pas tous nuls. De là le résultat : Si H n’est pas le central
de G, il eæiste une racine sa(e)=o commune à D(s, e) et A(s, e),
ainsi qu’un alterné Z…-_non échangeable avec le premier opérateur V de
cette racine. Parmi les racines de A(s, f,—), déterminant relatif à Z…-,
figure sa(fi) = du,-= 0. On supposeras,,(f,): a,# 0.

D’après ce résultat et la fin du n° 9, on aura, pour les sommes des
carrés des racines de D(s, f,) et A(s, f.),
(21) 2[$i(f1)l’=(au)”3(mi)ï E[S>.(f.)]*=Z(an)’=(an)=E(m)ï
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Comme m, = 1 et p.,;£ o à cause de puma… = a… = 0, commed’autre
part a” est 56 0 (n° 8), on conclut de (21) le résultat : Si H n’est pas
le central de G, et si f, est le point de l’espace desparamètres canoniques
defini par un alterné convenablement choisi Z… = Zf':X,,+ . . ., les
sommes des carrés des racines de A(s, f.) et de D(s, f,) sont liées par
une relation
(22) É(fa)=cts(f1),
0, étant un nombre rationnelpositif, pouvant dépendre du point ], .

H. Les coefficients de D(s, e), déterminant caractéristique d’un
groupe K isomorphe à G

|
H, sont invariants de son groupe adjoint('),

groupe AK, dont les opérateurs, d’après (15), (16) sont :

(23) li,=ZCfle)-£%, Ci/(e)=Echzieh.

Les coefficients du déterminant caractéristique de G sont invariants
du groupe AG, d’opérateurs E,—. Mais, comme ces coefficients ne
dépendentque de e, ils sont invariants des opérateurs E,, c‘est—à-dire
du groupe AK. Ainsi l'on a

(24) Ê5$2(6)=Ë5(8)=0, {Ei91(6)=Êz@z(6)=flzŸ-(C)=v-

Si les deux formes quadriques S et 2 sont distinctes, et si X est un
zéro du discriminant de S(e)+ XZ(e), le système linéaire

(25) d—î—AS(6)+XE(e)]=0 (h=1, ...,p),

de rang <p, définit une variété linéaire de l’espace des paramètres
canoniques du groupe K. On sait que cette variété est stabilisée par
le groupe AK ("’).

Si K est un groupe simple, une telle variété ne peut exister, car il
lui correspondrait un sous-groupe normal de K. Les deux formes
quadratiques ne sont donc pas distinctes, donc
(26) 2(e) : cS(e) quel que soit e, ou Yhk: Cg1m- 
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Si l’on fait e =f, , la formule (22) montre que si G
|
H est simple, et

si H n’est pas le central de G, le nombre 0, indépendant de e, de la
formule (26) est un nombre rationnelpositif{‘ ).

12. Si K, semi-simple, n’est pas simple, c’est un produit direct de
groupes simples. Soit, par exemple, K=K,K,, K, et K, étant
simples. Supposons que X,, . . ., X, soient opérateurs de K. et
X,,,… . . ., X… opérateurs de K,. Les c,—,j ne sont #0 que si leurs
indices sont tous trois Ëq ou tous trois > q. Les C/(c) ne sont = o
que si leurs indices sont tous deux êq ou tous deux >q. Ainsi
chaque E, se décompose en deux opérateurs, dont l’un, E,-', ne dépend
que de e,, . . ., e,, et n’agit que sur ces variables, l’autre, E,”, ne dépend
que de cq+, , . . . , c… et n’agit que sur ces variables; ce sont d’ailleurs les
opérateurs des deux groupes adjoints AK, et AK,, dont AK est pro-
duit direct. Il résulte aussi de (18) que g,… n’est # o que si ses indices
sont tous deux E'] ou tous deux > q. Il en résulte la décomposition

S(e) =S,(e,, ..., e,,) +'S,(6,,+u . . ., e…).

La variété stabilisée par AK, définie par (25), ne peut être que
celle de K., soit e,… =. . .= 0, ou celle de K,, soit 6, =. . .=c,= o.
Le système (25) doit donc être équivalent à l’un de ces deux systèmes.
Il doit donc être vérifié pour e,… =. . .=e…= o quels que soient
e., . . ., e,, ou pare. =. . .=(),,= oquels que soientc,,…, ..., c…. Or,
dans le premier cas, (25) se réduit à

'

ZZ(gM+KYhL—)ei=o, E'{*{kiei=o (/t=l, ...,/1; k=q+1, ...,m);
il faut donc
(27) g;,,—+M;,,=o, Yki=° (lt,i=i,.…,(]; k=q+1,.…,p).
Dans le second cas, il faut de même

(28) *{;.,—=o, é’kj+)xij=O (h=1, ..., q; k,J:t]+i, ...,1)).

Ainsi, dans les deux cas, il en résulte la décomposition
E(e)=2,(e‘, ..., e") +2,(efl+î, . . ., e”). 

(‘) Cf. W., p. 237.
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Remarquons maintenant que le groupe G contient le groupe
G,={X,, . . .,X,,H}. Sil’on poseA(s,e‘, . . .,e”,o, . . .,o)=A.(s, e)
et D(s, e‘, . . . , eq, o, . . . , o): D,(s, e), le déterminant caractéris—
tique de G. sera D.(s, e)A.(s, e). Le groupe K, étant simple, on
établira, comme au n° “, une formule, analogue à (26), entre les
sommes des carrés des racines
(29) Z,(e) =c,S,(e) quel que soit e, Yhk=01ghk (h, k=1, ..., q).

Partant du groupe G,:
{ X.…, . . ., X,, }, on établira de même

(30) E,(e)= c,S,(e) quel que soit e, Y[lk=02ghk (h, k=q+1, ...,p).

Si H est le central de G., on a A,(s, e)=(— s)“, donc Z.(e)= 0.
De même pour G,. Comme S.(e)S,(e) est en général # 0, il faut,
dans ce cas, c, ou c,: o. En dehors de ces cas, ce sont des nombres
rationnels positifs. Mais si H n’est pas le central de G, il n’est pas le
central de G. et de G,. D’où le résultat : Si le groupe K isomorphe
à G

|
H estproduit direct de deux groupes simples K, K2 , les sommesdes

carrés des racines des déterminants caractéristiques vérifient les rela-
tions (29) et (30), où c. et c2 sont deux nombres rationnels _Z_

0, et, si H
n’estpas le centralde G, non tous deux nuls.

15. Si K=G|H est simple, en rapprochant les formules (14)
et (26), on a, pour la trace de la matrice Ü,
(31) T=c2‘.g“ghk=cp.

Si K est produitdirect de groupessimples, par exempleK = K. K,,
on voit que, les opérateursétant choisis commeau n° M , g"" n’est # o
que si ses indices sont tous deux 5 q ou tous deux > 9. La formule ( 14)
donne alors
(32) T=T,+ T,, T,:ZÏZZg“TM T,=E{,',,E,ÇthkTW

En rapprochant les formules (29) et (30) de la formule (32), on a

(33) T = 012Ï2Îg”ghk+ 0=2«';+1 25+1ghk€”=01 9+ 0: (P — ?>-

Le nombre c étant rationnel > 0 (n° M), les nombres c. et 0, étant
rationnels 20 et non tous deux nuls (n° 12) si H n’est pas le central
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de G,les formules (31) et (33) montrent que, dans cette hypothèse,
et par suite dans les cas 2° et 3°, la trace T de la matrice U est un
nombre rationnelpositif (' ).

14. Pour déduire de ces résultats l’invertibilité de la matrice ÎÔ, il
faut en étudier la forme, d’abord dans le cas 2°, où, quelle que soit
d’ailleurs la structure de G, il n’existe aucun sous—groupe normal
dans G dont les opérateurs soient combinaisons, à coefficients réels
ou complexes, des opérateurs de H.

Comme les matrices Ü (n°4) et Ü, la matrice Ü — sÜ est évidem-
ment, quel que soit s, échangeable avec toute matrice ê,—.

Or, si une matrice IV! de type (m, m) et de rang qîm—1, est
échangeableavec toute matrice ê,—, la variété linéairedéfiniepar lÎÎŸ,=0,
dont le nombre de dimensions est m—q21, est stabilisée par AG.
Il en résulte en effet des formules (15), (16) du n° 6 que l’action ÎG
de AG dans la variété (e = o) du groupe H & les opérateurs

Èl= ZCiB(O; fl)â%3a Ci«8(0, fl)=zC“nB‘fl’-

Si donc ?} désigne la matrice de type (m, 1), d’élémentsn“, ou a
' '

Êñ=—ê.—ñ, MÊñ=—Mêiñ, ÈîMñ=—c.«Mîz.

Le système Ë,-ÎŸÎŸ]= o résulte donc du système IVIñ= o. C’est la
condition nécessaire et suffisante pour que la variété NI?) =o soit
stabilisée par le groupe —AË.

Si donc d désigne un zéro de |Ü —sÜ ', le rang de |Û — dÜ| sera
qêm+ 1 :, le système (Ü — dÜ)ñ : o définira une variété, stabilisée
par AG, dont le nombre de dimensions sera m— q21. Mais, par
hypothèse, AG ne peut stabiliser aucune variété linéaire à moins
de m dimensions. Il faut donc q: 0; les éléments de Ü —dÜ sont
tous nuls; donc 13: dÜ (°). 

1) Cf. W., p. 238.
=) Cf. W., p. 234-235.
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15. Si la structure de G est réelle, et si H ne contient aucun sous-
gr‘oupe réel normal dans G, mais contient un sous—groupe imaginaire
normaldans G, alors m estpair (m: ag); le sous—groupenormaldans G
est engendrépar q opérateurs imaginaires Y'a: ZffiY5; ces q opéra-
teurs, avec les q opérateurs conjugués ŸÇ,= ZfËY3, forment une base
de H.

Si un q-sous—groupe H. de H est normal dans G, on peut faire un
changement d‘opérateurs et de paramètres, à coefficients complexes,

(33') Y'p= .‘.i',”ka… n°: 2T/ff‘fg’P, 7,’P= ZÏ‘K,,PY,°,

tel que l’on ait
(XzY'&)=ËÏCÈJYi (=:,...,q).

Les opérateurs conjugués Ÿ'a= E',”lc,,“ Y,, engendrent évidemment un
q—sous-groupeH. normal dans G.

Le groupe AG stabilise donc deux variétés conjuguées V, et V,,
représentées par les équations

(34) E',"KÆn°=o, E:”K,,i‘n°=o (fi=q+l, ...,m).

Ce système de 2{m—q) équations est évidemment équivalent à un
système de 2(m — q) équations à coefficients réels. Les deux variétés
n’ont donc en commun aucun point autre que zéro (‘q = 0), sans quoi
elles auraient en commun une sous—variété réelle, stabilisée par AG,
à laquelle correspondraitun sous-groupe réel de H normal dans G.
En conséquencele système (34) est de rangm, ce qui exige 2(m —q)êm,
ou 2qêm, et les deux groupes H, et H, n’ont aucun opérateur
commun, en sorte que les 2q opérateurs YÇ, et Y; sont indépendants.

Soit W: S(À°‘YÇ,+ pt“ ŸÇ,) un opérateur de leur 2q-famille. Si l’on
pose
(35) Y&=Ua+iV… Ÿ;=U,-iV…
on aura

v°‘=7i°‘+pfl, 278‘=v*— ip“,:. 1 a 2 “V .(36) W U U + P a Pl=i()\a_P'z)f 2P_1=v1+‘lP1_ 
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Les zq paramètres »“ et 9“ peuventparcourir, de façon indépendante,
l’ensemble des nombres réels. W parcourt alors une 2q—famille d’opé-
rateurs réels, deux à deux échangeables, soit W,: ZX,,°‘YÇ,+ZÀ,°‘YÇ,;
et l’on voit que tout alterné (X,- W,) appartient à la 2q-famille. On a
donc un— 2q-sous—groupe de H normal dans G. L’hypothèse exige
donc 2q=m(').

16. Si la matrice Ü n’est pas dÜ, on peut choisir une base de H de
dÜ (! Ü …_' - , U dénonant la matnce-mutéde degréq._ d’Ü, dU

Soit en effet s,, un zéro de ID —sÎJ |. Le déterminant |Û —s,,Ü |, ne
pouvant être de rang zéro, devra être de rang %=q, et le sys—

manièrc que D_—

tème (Ü—s,Ü)ñ=o devra déterminer une de ces q-variétés imagi—
naires V., étudiées au n° “15, auxquelles répond un sous—groupe
imaginaire H, normal dans G, ayant pour opérateurs imaginaires
les Y',,. Faisons, dans H, un changement de base, la nouvelle base
étant formée des opérateurs U,, et V,, définis par (35). Il est aisé
de voir que le système Üñ=sñ est invariant dans tout changement
simultané d’opérateurs et de paramètres.

Au changement d’opérateurs Y'a= 2f“Y, répond en ellet le chan-
gement de paramètres

n’= 2f«*n’°‘, ou fi =fñ’-
Entre les anciennes et nouvelles constantes de structure, on &

“c,,Ffa =...,l*c'-’, ou Fr,_Ï=ÏZfl-, ou ê}:j“‘i;,]i
On en déduit

at:]—1&t}, c’iê}=Î—' été,}, 13/ =jf—1 {3}.

Alors de fifi =sfi, en multipliant à gauche par f“‘ et remplaçant Ÿ}

parffi’, on tire Û’fi’=sñ’. On a d’ailleurs |D’ |
=

|
D |.

Dans la nouvelle base réelle, les opérateursV serontnotés U,…,. Les
opérateursimaginairesseront Y;=Ua+iU Y’=Ya+,,=Ua—Üa+g-a+q’ 

(’) Cf. W., p. 236.
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Les paramètres relatifs à la base réelle et ceux relatifs àla base ima-
ginaire seront liés par
(37) n°‘= ‘n’“+ n’“+q, n“"= i(n’°‘— n’“”)-

Les q—variétés imaginaires conjuguées V. et V, seront représentées
par
(38) n°‘+ L'n“+q= o,

(39) n°‘—— in“+V:o.
Au système(38), par exemple, doit être équivalent le systèmeDñ =;…
(D nouvelle matrice), qui s’écrit
(40) E',”(d—,_P—souçÿ)nï=o (IJ—=], ..., m).

Chacune des m formes linéaires (40) doit être combinaison linéaire
des q formes linéaires (38), soit
(41) d,,JJL — soual“: ka”, dË_…, — souä+q: i/rfi.

Pour p…<q, on en déduit sou,l*=d**+zdä+q; la matrice Ü étant
réelle, on en tire, ci,,FL =dä+q= o (11% cc), et si so-_—d+ ia”, daa=d’
d“ =d’. Pour u> q, on en déduit s0uä+q= dä+q— id,“. On en tire“+?
de même (là,:d,“: o (p. # ou + q), däîj,’= d, d,“+q= — d’. Ainsi la
matrice D relative à la nouvelle base réelle a bien la forme énoncée.

17. Il en résulte que le déterminant | fil ne peut pas être nul. Dans
les deux cas, en effet, on a T=md, donc (n° 15) d est un nombre
rationnel positif. Dans le cas 2° (n° 14), on a |Û |

= d’”. Dans le cas 3°,

si |D | était nul, il existerait, entre les éléments de toutes ses colonnes,
une même relation linéaire à coefficients non tous nuls, soit

ZT).F dfi=o, ZT)… da+,,l‘-=o (a=1, ..., q).

D’après la forme de Ü (n° 16), ces relations se réduisent à

)\ad—Àa+q d'=0, )\a d’+)\a+qd=ou

Il faudrait donc (12 + d’2 = 0, donc, d et d’ étant réels, d =d’: o.
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18. Le théorème s’étend au cas général par un procédé de double

récurrence (') reposant sur deux théorèmes. a. Si le sous—groupe
invariant intégrable principal (sgiip) H d ’un groupe G contient un sous—

groupe H, normal dans G, H]H, est sgiip de G|H.. b. Si G’ est un
sous—groupe de G, le pgcd H' de G’ et H est sgiip de G’.

Le procédé de double récurrence apparaîtra plus clair si l’on
commencepar étendre le théorème au cas où le sgiip est abélien et où
il existe une suite de groupes H.,: H, H., H,, . . . , dont chacun est
normal dans G et maximum de cette sorte dans le précédent (ceci
ayant éventuellement lieu au point de vue réel). On prendra une base
de H dans laquelle Y,,…, . . ., Y… sera une base de H,(j= 0, 1,2, ...,
h,: 1 ). La structure de G sera

(42) (X,— Y1)=Zÿf;+,cial—Yl
»

(a=h,—+1, ..., h/+.,; j=o,_1, 2, ...),
(43) (X,-XU=ZÏQUX,+ZTQÆY,, _

(i, k=1, ...,p).

Le groupe G
|
H. a pour,structure

(X; Yü=Z'{‘c,—JY; (Œ=I, ..., h1),
(X,— Xk) : EC,—kin+ EÎ‘C;/£‘Y)_.

Son sgiip H |
H, est abélienet n’a aucun sous-groupenormaldans G

|
H, ,

sans quoi G en contiendrait un entre H et H.. On peut donc rem-
placer X,— par X,-+ E',‘*'f,—*Y,, de manière à annuler les constantes
c,-,Ç'— (7.=1, . . ., h,), les f étant éventuellement réels. Comme les Y
sont deux à deux échangeables, aucune autre constante de G ne sera
changée.

La structure de G, ainsi modifiée, montre que G contient le
(p+m—h,)-groupe G. = { X,, ..., X,,, H1 }, dont le sgiip est H..
Le groupe G, IH2 & la structure

/ \
(X;Y,)=Z,fiç+,c…'—Y—A (ot=h,+l, ...,h2),
(Xi X/c) : EchkiX/'+ EliÎ—H («'ikÀ Y7.7

et son sgi'ip est H4 |H,. On pourra de même remplacer X,: par 
(*) Cf. W., p. 230.



160 ]. PO'I‘RON.

X,—+EÊ:fi_,f,À Y—A de manièreà annuler les constantesc,—,} ():/,,+ , , _ _ _, ;,___)

sans changer les autres, et ainsi de suite (' ).

19. Dans le cas général (“‘),la suite des dérivés successifs de H,
tous normaux dans G, se termine par un h-groupe J abélien
pour Ia>1. Soit une base de H telle que J=;Y., ..., Y,,}, et
H ={J, Y,…, ..., Y…}. La structure de G sera

1 — «/ — -(Xi You): 21LCiaAY'M (Xl Y'$l : z1tcl{3AY).+ ZiÎï. CIB“ ‘ p.;
' . , . , ./ — . ,.(Xi Xk) = }-/10il—’Xi+ 2-1'0i/f"\>_+ Eii‘+1 "it—*“ 9.

(44)

r I ‘ r r “/ ‘ ,— ‘ -

‘
(Ym Ya): O, (Y‘a l a) = E,' (:3.£."Y‘,\, (\

{; \ Y) = 2: (fig.." \ )‘ +2-;,'1, 03Yl—‘l …

? (oc=1, ..., h; @, 'Y=ll+l, m; Ï,A‘=l, ....p).

Soit m, = m — le < 171. Le (p + m. )-groupe G, = G |'J a pour sgiip
le m,—groupe H. = H iJ. La structure de G, se déduit de celle de G
en supprimant Y., . . ., Y,,. .

Si le théorème est vraipour G1 , il l’estpour G. Dans cette hypothèse,
en effet, on peut remplacer X,- par X,—+ZZÇ,fl*Y, de manière à
annuler les c,—,.“. Sur la structure de G, ainsi modifiée, on voit que G
contient le (p + [c)—groupe G’= { X., . . . , X,,, J }, dont la structure
est

(Ya. Ya) = 02 (X: Ya) = E': (fl-J. (X: XÆ) : Èî'cil-ÎX;+ Ëi'6'ik"Y>.-

Le sgiip de G' est le Ia-groupe J abélien pour h > 1. Le théorème est
donc vrai pour G’. On peut remplacer X.- par X,-+ Eff,-'Y, de manière
à annuler les c},}. Alors G', et par suite G, contient un sous—groupe de
structure (c,—,j) isomorphe à G] H.

Si le m,—groupe H. n‘est pas abélien pour m, > 1 , son dernier
dérivé est un [z,—groupeJ, abélien pour la, > r . Soit m2 =m, — h, <m| .

Le (p + m, )-groupe G,:G. |
J, a pour sgiip le mg,—groupeH2 = H. ] J.;

et le théorème est vrai pour G| s‘il l’est pour GQ. 
(’) Ce raisonnement démontre le théorème dans le cas où Il est le central

de G. A chaque échelon s’applique le théorème dans le cas |“ (n“ 2).
(') Cf. W., p. 230. ‘ .
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On formera ainsi une suite de (p + m,—)-groupes G,— ayant pour sgiip
les m,—groupes H,—, lesquels ont pour derniers dérivés les Ill—groupes
J,— abéliens pour h,—>I. On aura G,—= G,—…,|J…, H,:=H;_,|J…,
mi=mi_.—h,— _, <m…. Le théorème sera vrai pour G… s’il l’est
pour G,-. Or, on arrivera nécessairement à un groupe G,_. ayant pour
sgiip un m,;groupe H,_. abélien pour m,_.>1. Le théorème est vrai
pour G,… Il l’est donc successivement pour G,…, G,…, . ., G., G.


