
GEORGES GIRAUD
Sur quelques questions relatives aux intégrales convergentes
et aux intégrales divergentes
Journal de mathématiques pures et appliquées 9e série, tome 19, no 1-4 (1940), p. 133-
142.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1940_9_19_1-4_133_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1940_9_19_1-4_133_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA
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Sur quelques questions relatives aux intégrales convergentes

et aux intégrales divergentes;

PAR GEORGES GIRAUD.

Il est bien connu qu’étant donné une fonction cp(æ) positive, indé-
finiment croissante avec ce, il existe toujours une paire de séries à -

termes positifs, dont l’une Zu,, est convergente et l’autre Et), diver-
gente, et qui remplissent la condition «,,5 cp(n)u,, quel que soit n (' ).

On peut aller plus loin et chercher des fonctions positivesf(a:) et

g(æ)g o(æ)f(æ), telles que l’intégrale/i’æf(t) dt existe et que/îg(t)dt

n’existe pas, et telles que certaines conditions supplémentaires soient
remplies : on peut exiger que f et g soient décroissants, et préciser le
sens de variation de certaines fonctions qui en dépendent; on peut
même faire en sorte que les dérivées jusqu’à un ordre donnépexistent
et jouissent de certaines propriétés. Les raisonnements qui suivent
aboutissent à montrer la compatibilité d’un certain ensemble de
conditions imposées à jet à g.

Une première proposition indiquera certaines conditions qui
peuvent être imposées à fet à g; puis des conditions supplémentaires
seront successivement introduites. Vraisemblablement quelques—uns
au moins de ces résultats ne sont pas nouveaux, mais il semble que les
démonstrations qui vont en être données le soient. Ces démonstrations 

(î) EMILE BOREL, Leçons sur les séries ci termes positifs.
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sont fondées sur les propriétés de certaines moyennes généralisées

œ(æ1
r ):_— ] 0"/—1 — dDR(f, æ,q) l‘(q)œ(.r)_[f(t) O,, œ(t) œ(l) (q>0,æ>o),

où au(x) est une fonction croissante donnée, nulle pour a: = O, etfest
la fonction dont on prend la moyenne; q est un paramètre positif;
l’intégrale est prise au sens de Stieltjes. On a identiquement

Dll[ûl‘c(f, x, q), æ, r]=DR(_/, av, q + r).

On emploie beaucoup ici le cas particulier Où (» est une puissance de
la variable; ce cas a été étudié récemment par M. F. W. Perkins (‘)
et a été utilisé, ainsi qu’un autre cas particulier, dans l’étude des
équations aux dérivées partielles du type elliptique (2).

Dans ces pages écrites en hommage à MM. Émile Borel et Élie
Cartan, les propriétés utiles des fonctions moyennes sont démontrées

- aux endroits Où elles sont appliquées.

1. PLUS GRANDE FONCTION convexe INFÉRIEURE ou ÉGALE A UNE FONCTION

DONNÉE. — On dit qu’une fonction F(æ) est convexe dans un inter—
valle (a, b) si les inégalités a < a:. < x < a:,< b entraînent

(Œ—æi)F(xz)+ (xz_æ)F(æî).
x,—æ, ’_F<æ>g 

rien n’est supposé pour F aux bornes de l’intervalle; a ou [) peuvent
être infinis.

Soit <D(æ) une fonction donnée, positive ou nulle, de la variable
positive œ; on suppose que ®(æ) est infiniment petit quand a: est
infiniment grand; enfin on suppose que d>(æ) est continu ou tout
au moins semi-continu inférieurement.Parmi toutes les fonctions F(a:)
convexes et gŒ(æ), on démontre qu’il y en a une ‘F(æ) qui est 

(‘) F. W. Penxms, Comptes rendus du Congrès des Math., Oslo, 1936, t. 2,
p. 64—65; Am. J. mat/t., t. 61, 1939, p. 217—230.(’) C. R. Acad. Sci., t. 202, 1936, p. 380-382; t. 206, 1938, p. 1157—1160;
t. 207, 1938, p. 956—958 et 1351-1354. Journ. mat/t., 9° série, L 18, 1939, p. 111—
143, spécialement le dernier paragraphe. ‘ .
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partout au moins égale à toute autre : c’est la plus grande fonction
convexe inférieure ou égale à (1). Cette fonction 1I"(æ) est positive ou
nulle, décroissante au sens large (c’est—à-dire au sens qui n’exclut pas
la constance; c’est toujours ainsi que la croissance et la décroissance
seront entendues ici), et infiniment petite quand a: est infiniment
grand; quand ac tend vers zéro, elle tend vers la plus petite limite
de <D(æ) si celle-ci existe, et vers l’infini dans le cas contraire.
L’ensemble E des points où l’on a W =<I> est identique à l’ensemble

‘D(æ). ‘ - ° — t 0

des pomts ou au moms une des fonctionsT attemt sa borne
inférieure, le paramètre t étant tel que cette borne existe et soit
atteinte. Cet ensemble E est fermé, et il n’est borné que si l’ensemble
des zéros de (I) est non vide et borné. Dans tout intervalle contigu à E,
‘If varie linéairement.

Si (I) est dérivable en tout point d’un intervalle fermé, ‘? est
continûment dérivable dans cet intervalle.

Il est inutile de donner ici les démonstrations de ce qui vient d’être
enonce.

2. PROBLÈME. — Soit cp(æ) une fonction donnée, positive, croissante
et non bornée d’une variable æ> o. Construire deux fonctions posi—
tives f(æ) et g(æ) g <p(æ)f(ce), jouissant despropriétés suivantes :

] f(t) dt existe; f g(t) dt n’existe pas; f et € sont décroissants.
1 ]

Définissons d’abord une fonction cpécp qui jouisse des propriétés
supp0sées pour (9 et soit partout dérivable. Si <p est partout dérivable,
on peut prendre <p, = :p; en tout cas on peut prendre

7.”
""

, . .1:fi?|(JÏ)LÎml CP(t)t*—l log?—l_ïdt

——
—’—q-f1 (tæ)t'F‘ loc—'I—l l dt (} > 0 > 1_ U?)

0
CP ° 5 ’ q ),

où )\ et q sont deux constantes. Comme on a
|.

M [ tl—‘log'ï—1 %dt=I‘(q),
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<p,(æ) est une moyenne de ç(t) dans l’intervalle (0, a:); on a
donc ça. (x)âç(æ). On voit aisément sur la seconde expression de cp. (a:)
que cette fonction croît indéfiniment avec œ. D’après la première
expression, la dérivée existe quel que soit a: > o, et l’on a

, M $
' a: )\ '

cp, (x) :Wi cp(t)fl——l logfI—î ? dt —
æ

<p,(æ).

Soit maintenant $(æ) la plus grande fonction convexe ; \/_(_) dans
°?1 "”

le champ æ>o. Cette fonction est continûment dérivable et sa
dérivée est négative et croissante. Posons

 
f(w)=—‘V(w) et g(w)=j‘(Œ)<æ(w),

de sorte quef et £ sont positifs et décroissants. On a évidemment

ff(t)dt=c(.)_t(æ), ] f(t)dt=çt(n).

D’autre part on a, si y est > x,
y .l'

fg<t)dtzq>.(w)ff(t)clt=<a(w)l=P(—v)—Mr)l-

Si a: appartient à, l’ensemble E du paragraphe 1, on a

<P«(Œ)‘ll(w)=Vcpi(æ),

résultat aussi grand qu’on veut si a: est pris assez grand, ce qui est
possible, car E n’est pas borné. Ensuite, x restant fixe, cp. (a:)My) est

. . .
y

aus51 pet1t qu’on veut des {quey est assez grand. Doncf g(t) dt n’est

pas infiniment petit quand a: et y sont infiniment grands, c’est-à—dire
que l’intégrale étendue au champ infini diverge.

Le problème est résolu. Les conditions imposées sont donc compa-
tibles.

5. PROBLÈME. —— On donne une constante v positive et < 1 , et la même
fonction q> qu’au paragraphe 2. Outre les conditions imposées à f et à g
dans le paragraphe 2, on veut que f(æ)æ" soit décroissant.
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Nous formons <p. comme ci-dessus (g 2), et nous nommons tlJ(æ) la

1

l-—‘Iplus grande fonction convexeê [cp. (a: )] . Nous posons alors

f(x)=—æ—th’(x‘-V) et g(æ)=f(æ)qn(x).

On voit que f(æ)x" est positif et décroissant. Les autres conditions
sont aussi remplies, car on a

—+___'(_'_x“) “° _
[f<udt=‘P _, ] f(t)dt——

fg(t)dtê;i(æ)w (y>æ),P—V

et le raisonnement s’achève comme dans le paragraphe 2.

Il. PROBLÈME. — On donne la même fonction go et l’on impose à jet
à g les mêmes condttions qu au pmagraphe 2. En outre on exige que g
soit décroissant.

Nous formons d’abord une fonction <p,(æ) qui soit-<_cp(æ) pour x>1
et constante pour x51, et qui remplisse les conditions supposées
pour cp, et qui soit telle que cp,(æ)æ“" soit décroissant, v étant une
constante positive et < 1, arbitrairement choisie. Si la plus petite
limite de x‘”cp(æ) quand x croît indéfiniment n’est pas nulle, il suffit
de prendre q9,(æ)= Acc" pour .:vê 1, en choisissant convenablement la
constante A. Si cette plus petite limite est nulle, nous pouvons poser

cp,(æ)=æ">< borne inférieure [t—Vcp(t)] pour œê 1;1<t<æ

œ“"<p,(æ) est évidemment décroissant et continu (même aux points de
discontinuité de <p s’il y en a), et go, est g<p pour 3321. Il s’agit de
montrer que cette fonction cp, est croissante. Or si l’on & cp2(æ)<cp(æ)
en un point a:, on a la même inégalité dans un intervalle a <æ<b ou
aîæ<b, tel qu’on ait <p,(b)= cp(b) et cp,(a)= ç(a—) [cette der—
nière notation désigne la limite de cp(æ) quand a; tend vers 0 par
valeurs < a], et æ'Vcp2(œ) est constant dans cet intervalle; en effet,
30 étant croissant, t“"cp(t) tend vers œ“”ç(æ+)>æ“”cp,(w)quand t
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tend vers a: par valeurs >æ; si donc y —x est positif et assez petit,
t'”cp(t)est > x*"cp,(æ) pour a: < t <y, de sorte qu’on a

)"—Vçï()')::.r“vçg(Jÿ<îÿt‘”Q()'fi

l’existence de l’intervalle (a, l)) est donc établie. Soient maintenantJ'
et y deux nombres donnés, tels qu’on ait 1îæ<_y; si ;1- et y font
partie d’un même intervalle où t‘”cp,(t) soit constant, on a évidem—
ment cp,(æ)<ç,(y);dans le cas opposé, il existe des nombres I). et (12

tels qu’on ait .:.—gb,5aéy et, même pour &. = a,,

<P=(—”)Ê%(Ùi)=‘P(l)n)ÊCP(Œz—l=<P-.»(Œ)Ê<P:Ü’h

d’où encore cp, (x)âcp,(y); donc cp, est bien croissant.
Ayant formé go,, nous remplaçons cp par cp2 dans les calculs du

paragraphe 5, de sorte qu’on a

M ’<p=(l.r)
l‘(q) ., (ta-)”  æ—Vcp1(.r)= [MV—‘ log’/—‘ it

(II,

et par suite le premier membre est décroissant. En remarquant qu’on
a g(æ) = [f(w)x’] [a:—”cp. (x)], on voit que g est le produit de deux
facteurs positifs décroissants; il est donc décroissant. Le problème
est résolu.

5. PROBLÈME. — On donne un nombrepositif/z< 1 et la même fonc-
tion ça que dans le paragraphe 2. Outre les conditions imposées à f et g
dans le ara°‘ra he 2 on exi c (ne 0 a: a:" soit décroissant.P 0 P 7

g 1 ::

Soit v une constante dans l’intervalle h < v < 1. Formons par la
méthode du paragraphe 4 une fonction positive croissante ç,(.1‘) qui
soit

_S_ cp(æ) pour æî_I et constante pour .vî1 et telle que œ"“'cp,(æ) soit
décroissant, et servons-nous-en comme de celle du paragraphe 4. Les
résultats antérieurs subsistent, car æ'”cp,(æ) est décroissant. De plus
on a

g(æ)æ"=[f(x)x”][%<Œ>m”“]-

et les deux facteurs sont positifs et décroissants. Le problème est donc
résolu.
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6. PROBLÈME. — On donne deux nombres h et k tels qu’on ait

o<h<1<Ic, et la même fonction <p que dans leparagraphe 2. Outre les
conditions imposées àf et à gdans le paragraphe 2, on exige que g(æ)x"
soit décroissantet quef(a:)æ" soit croissant.

Pour œâr, soit f,(æ) la fonction qui était nommée f(x) au para-
graphe 5; pour 0 gægx , nous définissons que f.(æ) est constant.
Posons, avec q >,1

=ÎÊ(—q)ffl(t)tk—ïlogq—1—Î
dt,

d’où f(æ) êf.(æ), car f. est décroissant. On a (')

f...
f(u)du=Î[

u—kf
f,(t)tk-ilogv—1Îdtdu

<I‘__(q”of)f1(t>t"—*fu-—“"logq—îtÎdudt=(Î{——_k) ff,(t)dt,
donc l’intégrale étendue au champ infini converge. En prenant g=qu. ,

où <p. est la fonction ainsi nommée au paragraphe5, g est 2f. (p,; donc
l’intégrale de g dans le champ infini diverge. En écrivant

If i
f(æ)æV=

I‘_(IÏq_)‘/O‘fl(tæ)(tæ)vtk—v—i 10g7—1%dt,

on voit que le premier membre est décroissant; donc g(æ)æ" décroît,
comme au paragraphe 5. Comme q est >1, il est évident que le
produit

f(æ)æ"= Î‘%[fî(l)tk_i log"-1
%

dt

est croissant. Le problème est résolu. 
(‘) L‘élément de champ étant toujours mis après la fonction intégrée, l’écri—

ture indique l’ordre des intégrations.
Journ. de Math., tome XIX. — Fasc. 2, 1940. 18
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7. PROBLÈME. — Ana: données du paragraphe 6, jozgnons un entier
positifp. Outre les conditions imposées à

_f et a‘ g dans le paragraphe 6,
on veut que ces fonctions soient dérivables jusqu’à l'ordre p, et que,

pour n<p, les—— et les (— x)”f""(æ)x" sozent poszttjs et cro:ssants, et
fn__—u

les ( —— œ)"g‘"’ (æ)æ", de'crozssants.

Nommons [* et g* les fonctions respectivement nommées /' et g
dans le paragraphe 6, puis posons

f,,(sv)=f"(æ)av*l7 et g,,(a:)=g*(æ)th

Defin1ssons success1vement des fonctions f,, et g”(n=p— 1,p—2,…)
en posant

f,L(J;)=f'fn,l(l)dl et g,,(æ)=f gn+,(t)dt,

tant que les intégrations sont possibles; cela équivaut à

T- , [1—11 | “([—. /'—’l— ‘

ÊÎ,__—)——)îfp((")dt é'n(æ)= .v)
,c’-pU)dtfll(‘ï)=

u_r (l)—‘"_!)
Nous allons prouver que fo et g0 existent,-et qu’en posant

__ (_ T(k)F(p + h)f(æ)—fo(l) et é'(=æ)€o(£)m!
ces fonctionsf et g remplissent les conditions du problème.

Faisons les hypothèses suivantes, satisfaites pour n =p : pour un

entier n>o, f,, et gn existent et sont positifs,g"f et x"+",,f (a:) sont

croissants, et x”+"gn(æ), décroissant. On va prouver que les mêmes
choses ont lieu quand on remplace n par n—1. En efi'et, d’après
l’hypothèse, l’inégalité t > a: entraîne

<(__fæ)xn+h arrz(x)æn+hfn(l)= "
l_"—+h et orL(l)=_îlh——’

d’où l’existence de _ et de 2,,_.. En outre on an 4 _

°°
n tx t.’L‘ n+h

gn_l(æ)æn+h—i=f â'_(_tZÛ(-Î')—dl’
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et par suite le premier membre est décroissant. On prouve de même
que f,,_| (æ)x”+k“' est croissant. On a ensuite -

,gn—1(Æ)—Ôn(æ)[ f"< …)d =ÿ:_Ë_îî/n—1(æ)l

par suite Œl, dont la dérivée a le signe de g,,_1 f,,—fn_,gn, est
II,—1

croissant, et les assertions avancées au début de l’alinéa sont prouvées.
Doncfet g existent et l’on a

/ P /ffam=(—nnf’u<æ> et g……=<—u%…>:

les propriétés de croissance et de décroissancequi ont été énoncéesen
résultent.

De ce que certaines fonctions sont croissantes, comme il vient d’être
prouvé, nous déduisons les inégalités

(rlU(æ) <— fnl(æ)<_ <_.. _n+h I æ:n_q,(æ)=—xfn_|,(x):<n+k—1 (n=1,.…,p),

qui entraînent, eu égard aux valeurs de f"" et de g“",
T(h) [(

f0(æ)gI‘—(p+h)flw… et é’o<é”)Z
I‘( )

_(pTk)g(L‘),

d’où, dans le champ infini, la convergence de l’intégrale de f et la
divergence de l’intégrale de g. Comme on a aussi

l‘(h) a, T(k)é’o(t”)<m+—h,g (£) et jo(æ)êmf*(æ)a
nous en déduisons

â= I‘(À)l‘(p+lt)g3<ê <of I(/t)P(p+k) fo=f*o=’
et par suite le problème est résolu.

8. GÉNÉRALISATION. — On peut reprendre tous les calculs après avoir
changé de variable en posanty = œ(æ), où (» est une fonction donnée,
positive et indéfiniment croissante, dont les dérivées jusqu’à l’ordre })
existent et sont continues, la dérivée première étant décroissante.
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En revenant à la variable .x, on obtient des fonctions/(rx) et g(_æ) qui
remplissent toutes les conditions du paragraphe 2 et sont continûment

(I.),

@
soient croissants (o<h< 1 <lc). Si (» est lentement croissant, la
convergence et la divergence des intégrales obtenues sont lentes. On
peut prendre notamment au(x): logæ, ou même œ(æ)= log" x, en
posant log4 a:: logx et log,, a:: log,… logx.

dérivables jusqu’à l’ordre 1), et sont en outre telles que j—Ë et


