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Théorie algébrique des relations d’équivalence;

Par Pave DUBREIL
et Marie-Louise DUBREIL-JACOTIN.

INTRODUCTION.

Nous nous proposons d’exposer dans ce travail une théorie systé-
matique des relations d’équivalence. G. Birkhoff (') a déja défini,
pour les relations d’équivalence opérant dans un ensemble E donné,
deux opérations : 'intersection et le produit, d’ou résulte que l'en-
semble des relations d’équivalence de E est une structure (*) au sens
de O. Ore. G. Birkhoff a montré en outre que cette structure est iso-
morphe a la structure des sous-groupes g du groupe G des permuta-
tions dans E.

On peut évidemment appliquer 4 une stucture de relations d’équi-
valence, en vue d’obtenir les théorémes de Schreier-Zassenhaus ou de
Jordan-Holder, la théorie générale des structures abstraites due a
0. Ore. Mais, indépendamment du fait qu’il y a intérét a ne pas
perdre de vue les éléments de ’ensemble E dans lequel on opére, les
axiomes que I'on pose et les résultats que 'on obtient dans cette
application de la théorie générale des structures ne semblent pas tou-
jours se présenter sous la forme la plus simple ou la plus maniable.

L’étude directe que nous avons entreprise est caractérisée essentiel-

(*) G. BirknOFF, On the structure of abstract algebra (Proc. Cambridge
Phil. Soc., 31, 1935, p. 433-454).

(*) O. Org, On the foundation of abstract algebra (Partl, Annals of math.,
36, 1935, p. 106-437; Part II, 37, 1936, p. 265-a92) et aussi Duke mathe-
matical Journal, 2, 1936, p. 581-596.
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lement par deux définitions : en premier lieu, celle de I'isomorphisme,
qui se définit uniquement a partir de correspondances biunivoques
entre éléments d’ensembles, et est par suite bien distincte de I'isomor-
phisme de structures; en second lieu, celle de couples de relations
associables, notion qui joue un réle fondamental dans la théorie : le
produit de deux relations associables présente en effet des propriétés
remarquables qui conduisent directement au second théoréme d'iso-
morphie. Si d’ailleurs on considére, dans un groupe G, la relation
d’équivalence définie par la décomposition usuelle en classes (a droite
par exemple) par rapport a4 un sous-groupe g, la condition nécessaire
et suffisante pour que deux relations d’équivalence de ce type soient
associables est que les sous-groupes correspondants soient permu-
tables; et par suite la théorie des relations d’équivalence contient les
intéressants résultats sur les groupes permutables publiés récemment
par O. Ore (*).

En ce qui concerne enfin la correspondance, mise en évidence par
G. Birkhoff, entre une structure de relations d'équivalence et une
structure de groupes, on constate que cette correspondance, bien
qu’elle soit un isomorphisme de structures, ne permet pas de déduire
de résultats déja connus les propriétés algébriques des relations
d’équivalence, car un exemple bien simple (*) suffit 4 montrer qu’a
des relations d’équivalence associables ne correspondent pas néces-
sairement des groupes permutables.

Certains des résultats contenus dans le présent Mémoire ont été
publiés dans deux Notes aux Comptes rendus de I’ Académie des Sciences

(') O. Org, Structures and Group theory, | (Duke mathem. Journal, 3,

1937, p. 149-174).
(*) Soient dans I’ensemble E de quatre points,

1 2 3

R, |t ﬁl [ﬁ tI R, t'

-

deux relations d’équivalence associables. Le groupe G des permutations de
quatre éléments est d'ordre 4! = 24; les sous-groupes g et g, correspondant
a R, et R, sont I'un et 'autre d’ordre 4 et n’ont pas d’élément commun autre que
I'unité. Ces deux sous-groupes ne sont certainement pas permutables : s'ils
’étaient, leur produit serait d'ordre 16, or 16 ne divise pas 24.
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(205, 1937, p. 704 et 1349), mais, par rapport 4 la seconde de ces
Notes, nous avons apporté aux énoncés concernant la généralisation
des théorémes de Schreier-Zassenhaus et de Jordan-Holder a la fois
des généralisations et des simplifications sensibles.

Qu’il nous soit permis d’exprimer ici a notre illustre Maitre,
M. Jacques Hadamard, & I'occasion de son Jubilé, notre reconnais-
sance pour l'intérét qu’il a bien voulu témoigner a nos recherches, en
méme temps que nos sentiments de grande admiration.

I. — Relations d’équivalence dans un ensemble E.

1. Considérons un ensemble E, et une décomposition de cet
ensemble en classes, c’est-a-dire en sous-ensembles deux & deux sans
élément commun. A partir de cette décomposition, nous définissons
entre les éléments de E une relation R, en convenant que deux
éléments a et b de E satisfont alarelation R si et seulement si ils appar-
tiennent 4 la méme classe. Nous dirons alors qu'ils sont équivalents

modulo R et nous écrirons
a=b (R).

On a évidemment les propriétés suivantes :
1° a«=a (R), pour tout élément a de E,

ce qu’on exprime en disant que la relation R est réflexive
2° a=b (R) entraine b=a (R),

ce qu’on exprime en disant que la relation R est symétrique;

30 a=0b0 (R), b=c¢ (R) entrainent a=c (R),

ce qu’on exprime en disant que la relation R est transitive.
Inversement, considérons un ensemble E, et dans E une relation R

telle que, étant donnés deux éléments quelconques a et b de E, on ait
= b (R) ou a=£b (R), et supposons de plus cette relation réflexive,

symétrique et transitive. Alors en considérant le sous-ensemble A de

tous les éléments = € E équivalents modulo R 4 un élément a quel-

conque de E, puis le sous-ensemble B des éléments équivalents

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 193g. 9
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modulo R a un élément quelconque b du sous-ensemble E — A etc.,
on obtient une décomposition de E en classes deux a deux sans élément
commun.

Les relations R ainsi caractérisées sont appelées relations d’équi-
valence.

Il. — Exemples de relations d’équivalence et cas particuliers.

1. L’égalité R, est une relation d’équivalence particuliére : chaque
classe se compose d’un seul élément.

2. En rangeant tous les éléments de E dans une classe unique, qui
est 'ensemble E lui-méme, nous définissons une relation d’équiva-
lence R,, que nous appellerons I'équivalence absolue R,.

On a
a=b (Ry) quels que soient a € E, O/ €E.

3. Dans un ensemble E fini et comprenant n éléments, il y a un
nombre fini N, de relations d’équivalence distinctes. Pour n =3 par
exemple, en dehors de 1'égalité R, et de I’équivalence absolue R,,
nous avons dans I’ensemble E, que nous représentons par ’ensemble
de trois points, trois relations

b
AB
R; l* E Tl

pour chacune desquelles le nombre des classes est deux. Nous avons

donc
N,=5 (évidemment N, =1, N,—=2).

Pour n quelconque on peut donner une relation de récurrence per-
mettant de calculer N,. Pour cela distinguons dans E un élément a.
Si A est un entier tel que 1<A<n, le nombre de classes possibles de
h éléments comprenant a est C.7} et le nombre de relations d’équi-

valence possibles pour les n — A éléments restants est N,_;.
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On a donc

Nn= ZC{:::NH—/I (")

h=t

4. Soit maintenant, comme ensemble E, un groupe G. A partir de
tout sous-groupe g de G, nous pouvons définir une relation d’équi-

valence R, en posant
a=0b (Ry) si ab—* € g,

ou encore si
a—bEg

si G est abélien et écrit sous forme additive. La relation R, réalise la
décomposition habituelle de G en classes & droite par rapport & g.
Toutes les classes, considérées comme ensembles d’éléments de G,
ont ici méme puissance.

En particulier, dans 'ensemble des entiers positifs, négatifs ou nuls,
a tout entier m correspond la relation d’équivalence R,, définie par

a=b (R,) sia=0b+ km,

ol k est un entier positif, négatif ou nul; c’est-a-dire la congruence
modulo m.

II. -— Opérations sur les relations d’équivalence.

1. Deux relations d’équivalence R; et R; sont identiques si elles
correspondent a la méme décomposition de E en classes ou, ce qui
revient au méme, si a==0b (R,) entraine a = b (R,) et inversement.

Une relation d'équivalence R; est dite consécutive a une relation
d’équivalence R; et I'on écrit

R, DR,
si
a=2b (R,)
entraine
a=b (R)).

Toute classe modulo R; est alors entiérement contenue dans une

(1) Cette relation est étudiée par A. C. Aitken (K£dim. math. Notes, 28,
1933, XVII. XXII).
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classe modulo R;; toute classe modulo R; est la réunion de certaines
classes modulo R;. R, peut donc étre regardée comme une relation
d’équivalence plus fine que R,.
L’égalité R, est consécutive a toute relation d’équivalence R.
Toute relation d’équivalence R est consécutive a I’équivalence
absolue R,.

Evidemment
R,- ) B,‘ et B/' D RA
entrainent
R, DR,
Et, comme on I'a dit,
R; ) R; et R; D R;
enlrainent
R,=R;

2° La relation R,, définie dans le groupe G par le sous-groupe g’
est consécutive a R, si g’ est sous-groupe de g, et seulement dans ce
cas.

En particulier la congruence modulo m, R,, est consécutive a la
congruence modulo 7’ si m est multiple de m'.

2. Soient R; et R; deux relations d’équivalence dans E. On définit
une nouvelle relation R dans E en écrivant

a=b (R) sia=b (R)) et a=b (R))

simultanément: Cette relation R est évidemment réflexive symétrique
et transitive, c'est donc une relation d’équivalence que nous appelle-
rons intersection de R; et R; et que nous désignerons parR =R, R,.
Les classes modulo R;\\ R; sont les intersections des classes modulo
R; et modulo R;.

RN R, est consécutive 4 R; et a R

Toute relation consécutive a la fois & R; et 4 R; est consécutive &
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leur intersection qui est la relation d’équivalence la moins fine ayant
cette propriété.

Si
R; DRy,

R,mR/:R/

on a

En particulier
R/ \R,=R, R/\R.=R.

Exemples. — L'intersection des relations d’équivalence R, et
R, définies dans le groupe G par les sous-groupes g et g’ est la
relation d’équivalence définie par le sous-groupe de G intersection
de getg'.

En particulier la congruence modulo m et la congruence modulo
m’ ont pour intersection la congruence modulo p. p.c.m. de m et n?'.

Plus généralement, soit R ={R,, R;, R;, ...} un ensemble de
relations d’équivalence dans E. La relation R définie par

a=b (R), si a=b (R;) pourtout R; de R,

est une relation d'équivalence appelée intersection des relations
d’équivalence de I'ensemble R et désignée par

ROARNRN. ...

Nous avons dit que toute classe de R;\R; était Il'intersection
d’une classe modulo R; et d’une classe modulo R;. Si toute classe de
R:N R, est égale soit a une classe modulo R; soit 4 une classe modulo
R, les deux relations R; et R; sont dites semi-consécutives.

Exemple avec 4 points

1 2 i 4

R« [ O

1 2 o 3

R, [ [+ [ |

Dans un groupe G il n’y a pas de relations d’équivalence R, et R,

définies par des sous-groupes g et g’ qui soient semi-consécutives sans
étre consécutives, car sil’on a pour les classes définies par un élément

a, ga C g'a,il enrésulte g g, R,CR,.

Rim R,: Rz.

3. On appelle relation d’équivalence produit de deux relations
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d’équivalence R;, R; (ou plus généralement d’un ensemble
(R::}Ri, R/', Bk, I ;

de relations d’équivalence dans E), la relation d’équivalence inter-
section de toutes les relations d’équivalence auxquelles R;, R, .
sont consécutives. C’est donc la relation d’équivalence la plus fine
possible a laquelle R, R;, ... sont consécutives. On la désigne par
Ri<R;><R;><....

Dans le cas de deux relations R,, R;, on peut donner de leur
produit R;>< R; une définition explicite commode.

Cousidérons la relation R définie par

a=05b (R),
sil'on peut trouver des éléments u,, ..., u,,_, oii n est un entier quel-
conque tels que 'on ait
a=u, (R)), wy,=u, (R)), us=u, (R, cevs Usn—y=0b (Ry).

Cette propriété est évidemment symétrique, réflexive et transitive,
c’est donc bien une relation d’équivalence.
Ces relations entrainent

a=u, (R;xRj), w,=u, (R, xRj),
done
a=b (R¢X R,)
On a donc
RCR,X R/'.

D’autre part, on a évidemment

RCR, R/ TR;

(n=t, uy =" (=1, uy=mm

donc, d’aprés la définition du produit, R;>< R;7_ R.

On a donc
P\:R,-X R,‘.

De cette définition résulte qu'une classe du produit R,><R;
contient, en méme temps qu'une classe modulo R,, toute classe
modulo R; qui a au moins un élément commun avec la précédente,
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puis toutes les classes modulo R; ayant au moins un élément commun
avec l'une de ces classes modulo R}, etc.
S1 R,D Rj, on a

Ri x R/: P\[.
En particulier
R,‘X R-;- proasd Bi
P\[ > Rz frnt B:l

R: < (RRN\R))=R;
[et l'on a aussi la formule analogue R,/ "\ (Ri>< R;) = R;].
Enfin si R; DR}, on a évidemment
RxRDOR;xR et RNARDRNR,
quel que soit R.

Si R; et R; sont semi-consécutives, toute classe du produit est
formée d'une seule classe soit modulo R;, soit modulo R;.

Exemples. — 1° Dans l’ensemble de 4 points, le produit des
relations

R+ ¥
1 ? a

R, [« [+

est I'équivalence absolue.
Le produit des relations semi-consécutives

R [ [

est la relation

1 ! i v
Rox B, [ o] [«

2° Le produit des rclations d’équivalence R, et R, définies dans le
groupe G par les sous-groupes g et g’ est la relation d'équivalence
définie dans G par le sous-groupe { g.g’ | engendré par g et g’ comme
on le vérifie sans peine au moyen de la définition explicite du produit.
En particulier le produit de la congruence modulo m par la
congruence modulo m' est la congruence modulo le p. g. c. d. des
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entiers m et m'. Si m et m’ sont premiers entre eux, le produit est
I’équivalence absolue.

Il résulte des propriétés qui précédent que I'ensemble des relations
d’équivalence dans un ensemble E, ou I'ensemble des relations d’équi-
valence dans un groupe G définies par ses sous-groupes g, constituent
une structure au sens de Ore.

1V. — Relations d’équivalence associables.

1. Nous allons maintenant introduire une notion importante qui
est celle de relations d’équivalence associables.

Deux relations d’équivalence R; et R; seront dites associables si
’on a la propriété suivante :

Si pour trois éléments a, b, c de Eon a

a=c (R, ce=0b (Rp);

alors il existe un élément d de F tel que
a=d (R, d=0b (R).
Par conséquent si une classe I, modulo R; coupe deux classes J, et
J, modulo R; ('), toute classe I," modulo R; qui coupe J, coupe

également J,.

Nous écrirons alors
ROR,.

Dans le cas contraire, nous écrirons
RZR,.
Deux relations R; et R; telles que I'une est consécutive a I'autre sont
évidemment associables. Il en résulte que :

L’équivalence absolue R, est associable a toute autre relation
d’équivalence.

(*) Nous disons que deux sous-ensembles de E se coupent quand leur inter-
section n’est pas vide.
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L’égalité R. est aussi associable a toute autre relation d’équi-
valence R.
De méme, il est évident que deux relations semi-consécutives sont

associables.

Ezemples de relations associables. — 1° Dans ’ensemble de 4 points,
considérons les relations :

R, [« Y [ 4]
1 2 5

R, L= =07 ROR;
1 2 3 3

Re ] [+ [

La relation R, est associable 4 R; a laquelle elle est consécutive,
mais n’est pas associable a R;. Ceci montre que la propriété d’étre
associable pour les relations d’équivalence, propriété qui est évidem-
ment symétrique et réflexive, n’est pas une propriété transitive :
R:0R;, R,0 R n’entrainent pas R;OR,.

2° THEoREME. — Dans un groupe G, les relations d’équivalence R, et
R, définies par les sous-groupes g et g' sont associables si et seulement
st g et g’ sont permutables.

En effet, supposons d’abord R,OR,,. Soita€ g, a' € g'.
Montrons que I'on peut trouver b € get &' € g¥ tels que

wua'=b'b.
Considérons les éléments a et @'~', on a, ¢ étant 'unité du groupe
a=e (R, e=a (Ry).
Mais, puisque R, 00 R, il existe u tel que
a=u (Ry), w=a=" (R,).
- Or, ceci veut dire par définition que
au—'=1¥, b ey,
wa =20, b €z,
c’est-a-dire que 'on a : aa'=¥'b.
Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 1939. 10
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Inversement supposons g et g’ permutables.
Soient dans G trois éléments a, u, b tels que
a=u (Ry), u=0b (Ry),
ce qui veut dire
au='=g, €8
ub—'=g,, &€&,

c’est-a-dire ab~'=g, g\ = g, &., puisque les deux groupes sont per-
mutables, avec
€8 8.€4
Mais ceci s’écrit encore
gila=gb=yv, vEG,
ou
av =g, vh—' = g,
c’est-a-dire
a=v (Ryp), v=10>0 (Ry). C. Q. F. D.

En particulier, dans un groupe abélien G deux relations d'équi-
valence R, et R, sont toujours associables. Par exemple deux
congruences modulo p et ¢ sont associables.

2. Proburt pe pEuX RELATIONS AssocIABLEs R; et R,. — Nous avons dit
que la classe du produit contenant une classe I, de E modulo R,

Fig. 1.

s’obtenait en prenant les classes J,, J,, ..., modulo R; définies par
les éléments de E contenus dans I,, puis les classes I,, I, ..., définies
par les éléments de E situés dans J,, J',, ... et non dans I, etc. )

Mais le fait que R; et R; sont associables entraine précisément que
les classes modulo R; définies par les éléments de J, sont les mémes
que celles définies par les éléments de J,, ..., de telle sorte que la
classe considérée du produit peut étre représentée schématiquement
par un quadrillage.
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Il en résulte que sil'on a
a=1"b (R, x R/),

on peut trouver u et ¢ tels que

a=u (R a=v (R)),
wu="b (R v=0 (R)).

La définition explicite du produit se réduit donc, dans le cas de
deux relations associables a la suivante :
a=b (RixRj)
si I'on peut trouver un élément u tel que
a=u (R), u=b (R)),
propriété que l'on peut aussi vérifier aisément sur les expressioms
données, car de

a=u, (R, Uy =U, (Ri)v “;Eu:: (Ri),

résulte
uy=u, (Ry), wy=u,; (R));
donc,
a=u, (Ry), w,=u, (R)),
3. PROPRIETES RELATIVES A L’AssociasiLiTE. — THeoriME I. — St R est

associable a R, et a R, R est associable au produit R; < R;.
Soient, en effet, a, u, b trois éléments de E tels que
a=u (R;xR)), u=10b (R).
On a, par hypothése,
a=u, (R, uy=u, (R)), Uspy=u (Rj).
D’autre part, les relations
u=10b (R). U y=u (R))
entrainent, puisque R est associable a R,

=3, (R), si=b (Ry).
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Puis, les relations
Upn—s = tsn—y (Ry), Ui =5, (R)
entrainent, puisque R est associable a R;,
Usn—=135, (R), sa=3s (R,

et ainsi de suite, R montant chaque fois d'un rang. Finalement
on a

a=s., (R), San = San—1  (Ry), ey sa=s5, (Ry), si=0 (R)),
etil existe bien un élément ¢ =y, tel que I'on ait
a=v (R), v=0 (RixR)). C. Q. F. D.

I1 faut remarquer qu’une relation R associable 4 R; et a R}, ne I'est
pas nécessairement a I'intersection R,/ \R; :

Exemples. — 1°

Ri I:_'_;| |::I |T}
1 © 3 * 1
I o
Ri\R, Iél g ‘: I 'T|
2° On sait que si g est permutable avec g’ et g”, g n’est pas néces-

sairement permutable avec I'insersection de g’ et g”.
On a cependant la propriété suivante :

Tueorime II. — Si R est consécutif a R; et associable a R;, R est
associable a I’intersection R;(\R;.

En effet, soient a, u, b tels que
a=u (R), w=0b (RNR)),
c’est-a-dire par définition
u=0 (R), u="0 (R)).



THEORIE ALGEBRIQUE DES RELATIONS D’EQUIVALENCE. 77
De R; DR résulte
a=u (Ry), done a=0b (R)).

De R OR; résulte
a=s (R)), s=0b (R).

Mais on a
s=0 (R), donc a=s (R),

et par conséquent
a=s (R;N\R)), s=0b (R). C. Q.F. D,

La condition du théoréme précédent est suffisante, mais non néces-
saire comme le montre I'exemple suivant

1

2 3 -k
R v [

1 9 5 3
R, |l [+
: A

1 2 :

R n’est consécutif ni & R, ni a R; et est associable 4 R,/ \R,=R..
On a maintenant les théorémes suivants :

Tueoreme III. — S R; et R; sont deux relations d’équivalence asso-
ciables, R; est associable a toute relation R comprise entre R; et le pro-

duit R;>< R;
st R,D Rj, R,D 11 dé&' que R,’X RJDRDR'J’

En effet, soient a, u, b des éléments tels que
a=u (R), u=>b (R).
On a a fortior:,
a=u (R;xRj),
c’est-a-dire puisque R;0 R;
a=s (R, s=u (R));
mais alors il existe w tel que

s=w (R, w=0b (Rj),
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on a done
a=w (R)), w=0b (R;),
ce qui entraine
w=10 (R). C. Q. F. D.
On a évidemment

R1>< R:R,X R/, R,DR,[‘\]{DI{,[‘\‘I{/.

D’autre part R; est consécutif 4 R et associable 4 R;, donc d’aprés le
théoréme 1I, R; est associable 4 R;/"\R, d’ou le

TakoriMe IV. — 8¢ R; et R, sont deux relations d’équivalence asso-
ciables, R; est associable a toute relation d’équivalence R' comprise

entre R; et R;{ "\ R, de la forme R"=R[\R, 0t R, <R, DR DR,
Mais en général une relation quelconque R’ comprise entre R;
et R,/ \R; n’est pas associable 4 R;.

TukoriMe V. — La condition nécessaire et suffisante pour que toute
relation d’équivalence R’ comprise entre R; et R,/ \R; soit associable
a R; est que R; et R; soient semi-consécutives. R’ est alors semi-
consécutive a R;.

En effet
1° Si R; et R; sont semi-consécutives et si R, DR" DR,/ \R;, R’
et R; sont semi-consécutives, donc associables.

Soit A une classe modulo R’ et J une classe modulo R; qui ont un
élément commun a. Soit I la classe modulo R; définie par a. On a

ACL et INI=1 oul,
puisque R; et R; sont semi-consécutives.
Premier cas : 1 (\J =1, c’est-a-dire I(_J, donc
ACI, ANJ=A.

Deuxiéme cas:1{"\J=1J, alors J, classe modulo R,/ R; qui est con-

sécutive a R’, est entiérement contenue dans la classe A modulo R’
définie par un de ses éléments a

JCA, ANI=1.
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2° Si R; et R; ne sont pas semi-conséculives, il existe un élément u
tel que la classe U modulo R;(\R; définie par « ne coincide ni avec la
classe I modulo R;, ni avec la classe ] modulo R; qui la contiennent.

Fig. 2.

I1 existe donc un élément a de I non contenu dans U, un élément b de J
non contenu dans U, et tels qu’on ait
a=u (R, u=10 (R)), azl (R)).
b1
Considérons la relation R’ telle que

RORDRNR,

définie par la décomposition en classes de la maniére suivante : I est
une classe modulo R’; toutes les autres classes modulo R’ sont les
classes modulo R;/ "\ R; non contenues dans I.

On a
a=u (R), wu=0 (R)),

et R’ et R; ne sont pas associables car les relations

a=v (R)), v=0 (R

entraineraient ¢ = b(R)), d’ou
a="0b (R,’),
qui est impossible. _
Dans le cas général ou R; et R; sont associables sans étre semi-
consécutives, on a la propriété suivante.

TueortMe VI. — Si' R, et R, sont deux relations d’équivalence com-
prises entre R; et Ri(\R; et associables ¢ R;, R, <R}, et R,\R,, qui
sont évidemment comprises également entre R; et R;("\R;, sont assocvables
a R; : les relations d’équivalence comprises entre R; et R;/\R; et

associables a4 R; forment donc une structure.
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Le fait que R’ >< R/, est associable a4 R}, résulte du théoréme I1I.
Démontrons la propriété pour R\ R,.
Soient a, u, b trois éléments tels que

a=u (R)), uv=10 (R,M\R)),
c’est-a-dire
u=0>b (R)) et «u=0 (R,

R; étant associable a R',, il existe s tel que
a=s (R)), s=b (R))
et de méme, puisque R;0 R),, il existe ¢ tel que
a=t (R)), (=10 (ﬁ,-),

La comparaison des deux derniéres équivalences des systémes pré-

cédents donne
t=s (R/)7

mais

a=s (R)) entraine a=s (R),

a=t (R)) entraine a=t (R,
d'ou t=5(R;) et par suite t=s(R; N\ R;), ce qui entraine 1=1s(R),).
On a donc

a=s (R}), s=0b0 (R)),

et par suite
a=s (RyNR,), s=0b (Rj). C. Q. F. D.

Considérons maintenant trois relations d’équivalence quelconques R,
R;, R, assujetties seulement a ce que R; D Ry. On a

R;M (R Re) DR (Rif\ Ry).

a=b [Rix (RNR)]

En effet, soit

Cela veut dire qu'il existe u,, u,, ..., u;,—, tels que

a=u (Ry)
Uy = Uy (RinR/)
Uy = Uy (R‘)

usn=b (R;MN\R)).
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1l en résulte évidemment
a0 (R;x Rp)

et puisque

R: Ry, a=b (R)
d’ou

a=0 [R;MN (R xR} €. Q. F. b.
et nous avons le théoréme suivant

Tueorime VII. — Si de plus les relations R; et R, sont associables, on
a la relation de Dedekind

i) R;M(Rix Rp) =Ry < (R;M\R;) (avec toujours R; DRy,

En effet, soit
) a=b [R;j"\(R;x Ry)].
Cela veut dire
et, puisque R,0 R,
a=u (R)), u=b (Ry),
mais u = b (R,) entraine u = b(R;), d’ot il résulte

a«=u (R)) et parsuite, a=u (R/\R)).
c’est-a-dire
a=1b0 [Rix< (R;M\R))].

Par conséquent : une structure de relations d’équivalence deux & deux
assoctables est une structure de Dedekind.

Il faut cependant remarquer que le théoréme VII donne seulement
une condition suffisante pour qu’on ait la relation de Dedekind.

V. — Structures isomorphes.
1. Revenons a la considération d’une relation d’équivalence R
comprise entre R;>< R, et R;:
R; X R/DR DR,’,

Ri et R, étant supposées associables. Nous avons vu que R'= R\ R;est
comprise entre R; et R,/ R; :

R, DORDR/NR,,

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. I, 193g. 11



82 PAUL DUBREIL ET MARIE-LOUISE DUBREIL-JACOTIN.

et associable 4 R;, et que R est associable 8 R;. Formons main-
tenant R’ >< R,. Il vient, en vertu du théoréme VII,

Inversement, soit maintenant R’ une relation quelconque comprise
entre R; et R/ \R,. Formons R=R’'><R;. C'est évidemment une
relation comprise entre R,>< R; et R, donc associable & R;. Formons
maintenant R"= R N\ R,, c'est une relation comprise entre R,
et Ri"\R;, et associable a R;. Elle est donc en général distincte de R/,

etl'on a
R'—=(R' x R,‘)/r\RiDR,X (R,‘mR,"):R,.

I'égalité R"=R’ ayant lieu si R’ est associable & R;. S'il en est ainsi,
par multiplication de R’ par R, et intersection de R avec R;, on établit
une correspondance (1,1) entre les relations d’équivalence R’ com-
prises entre R; et R;/\R; associables 4 R; d’une part, et les relations
d’équivalence R comprises entre R;>< R; et R; d’autre part.

Cette correspondance conserve ['intersection. — Car
B R, correspond R, =R, R,
i Rg » R’_, _= le Ri,
i R,/\R, » (Ry "V R) VR, = R,/ R\ Ri= R, N\ R,

Inversement, comme, d’aprés lethéoréme VI, R/ R), estassociable
a R; en méme temps que R’ et R}, si, & R correspond R, 2 R, R,,
1 ! ’
a R|\R, correspond R,/ R..

La correspondance conserve également le produit. En effet,

a R,  correspond R, < R;=R,.
a R, » R, < R,=R,.
a R < R, » (R}, < R}) %< R,= R, < R,

puisque le produit est associatif.

On peut donc dire, conformément 4 la définition des structures
isomorphes, que la structure des relations d’équivalence comprises
entre R;>< R; et R; d’une part et la structure des relations d’équivalence
comprises entre R; et Ri(\R; et associables ¢ R; d’autre part sont
isomorphes lorsque R; et R sont associables.
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En appelant, conformément a la terminologie de Ore, structure-

quotient ‘l—), pour P ) Q l'ensemble des relations d'équivalence com-
prises entre P et Q, on voit, d’aprés le Théoréme V, que :

R; < R;

St R; et R; sont semi-consécutives, les structures-quotients n
i

R; .
el RAR sont isomorphes.

Il faut bien remarquer que cette derniére condition, suffisante pour
R;< R, R,
ct =

R; R/\R; .

relative a I’ensemble de toutes les relations d’équivalence définies dans E.

Si l'on considére seulement une sous-structure X de relations d’équi-

valence définies dans E, on a encore, bien évidemment, la propriété

suivante relative & deux relations R; et R; associables de Z : La struc-

x

. RixR; . g . ;o
ture-quotient —z— (c’est-a-dire la structure des relations d’équivalence
7

de X comprises entre R;>< R; ct R;) est isomorphe a la structure des rela-
tions d’équivalence de comprises entre R; et R;/ "\ R, et associables a R;.
Il peut arriver alors que cette derniére structure soit la structure-quo-

soient isomorphes, est

que les structures-quotients

tient -sans que R; et R; soient semi-consécutives. Par exemple,

R;
c’est le cas si nous supposons que R; est associable non seulement
a R; mais 4 toute relation consécutive & R;, circonstance que I'on
réalise par exemple en prenant pour E un groupe G, pour sous-
structure I 'ensemble des décompositions en classes relativement a
tous les sous-groupes de G et pour relations R, et R, celles engen-
drées par des sous-groupes get g’ tels que g soit permutable avec tous
les sous-groupes de g, ce que I'on réalise d’une fagon encore plus res-
trictive en prenant pour g un sous-groupe invariant dans G, pour g’
un sous-groupe quelconque.

VI. -- Théorémes d’isomorphie.

1. Nous allons, en ce qui concerne les relations d’équivalence,

donner une généralisation du deuxiéme théoréme d'isomorphie valable
P

quand R; et R; sont associables. Mais auparavant nous allons nous
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proposer de généraliser le premier théoréme d’isomorphie et le
théoréme d’homomorphie qui en est un cas particulier.

Nous allons d’abord introduire quelques définitions.

Nous dirons que deux ensembles F et E’ sont isomorphes et nous
écrirons E~ F' si I'on peut établir une correspondance biunivoque
entre leurs éléments.

Nous dirons que E’ est homomorphe 4 E (ouimage homomorphe de E)
et nous écrirons E ~ E’ si 4 tout élément de E correspond, par une
certaine loi, un élément bien déterminé de F/, tout élément de F' étant
obtenu ainsi au moins une fois.

Une relation d’équivalence R dans E décompose E en classes.
[’ensemble de ces classes, si 'on regarde chacune d’elles comme un
élément, est appelé 1'ensemble-quotient défini par R : on le désigne

E Y
par - Ilest homomorphe a k.

Soient E et E' deux ensembles isomorphes et R’ une relation
d’équivalence dans E'. Définissons comme équivalents dans E deux
éléments a, b, dont les images a’, b’ dans E’ sont contenues dans une
méme classe par rapport a R’ : nous obtenons ainsi une relation
d’équivalence R, appelée relation induite par R’ dans E. Dans les

. E I Y
ensembles-quotients R R’ les classes contenant des éléments corres-

pondants se correspondent biunivoquement. Nous avons donc I'iso-
morphisme

’

o]

~

7

==
=

En tant qu'ensembles, deux classes correspondantes sont d’ailleurs
isomorphes. L'égalité et I'équivalence absolue dans E’ induisent
dans E I’égalité et 'équivalence absolue. Si R; et R; sont les relations
induites respectivement par R; et R)

R DR; entraine R, Ry
RO R; entraine R, R;.

Enfin I'intersection et le produit sont conservés par l'induction de
sorte que si I'on considére dans E’ une structure X' de relations R, les

relations induites R forment dans E une structure X.
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Supposons maintenant que E’ soit une image hAomomorphe de E
E~E.

Etant donné une relation d’équivalence R’ dans L', définissons
comme équivalents dans E deux éléments a, b, dont les images a’, &’
appartiennent 4 une méme classe par rapport & R’ : nous obtenons
ainsi une relation d’équivalence R appelée relation induite par R’
dans E.
Les ensembles-quotients sont isomorphes
E K
E jad W,
ce qui généralise le premier théoréme d’isomorphie. kn tant qu’en-
sembles, deux classes correspondantes sont seulement homomorphes.
En particulier, I’égalité R. dans E’ induit dans E une certaine rela-
tion R*et I'on a

D .
~F,

R* ™

ce qui généralise le théoréme d’homomorphie.

R* est consécutive a toute relation R induite par une relation R’
de . Inversement, si R est une relation d’équivalence définie dans E
et a laquelle R* est consécutive, il existe dans E’ une relation R’
induisant R. Posons, en effet, dans E'.

=6 (R,

§’il existe dans £ un élément a ayant pour image a’ et un élément b
ayant pour image b’ tels que I'on ait

a=10h (R).

Cette définition est légitime, car elle est indépendante du choix des
éléments a et b ayant pour images respectives a’ et &', puisque R* est
consécutive a R. R’ est une relation visiblement réflexive, symétrique
et transitive, c’est donc bien une relation d’équivalence, qui induit
dans E la relation R.

L’équivalence absolue dans E’ induit dans E I’équivalence absolue.
Les propriétés R; DR, R; O R;, entrainent les mémes propriétés pour
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les relations induites R;, R, : R, R;, R;O0R,. L’intersection et le
produit sont encore conservés. Par suite, élant donnée une structure
de relations d’équivalence R’ dans I/, ’homomorphisme IX ~ I’ induit
dans E une structure de relations d’équivalence auxquelles R* est
consécutive, et cette structure est isomorphe & la premiére.

Plus généralement nous dirons que deux relations d’équivalence R
et R’ opérant dans des ensembles quelconques E et E’, sont iso-
morphes, et nous écrirons R ~ R/, si les ensembles-quotients E/R et
E’/R’ sont isomorphes.

2. Considérons maintenant un sous-ensemble M de E et une rela-
tion d’équivalence R définie dans E. Nous appellerons extension de M
par R et nous désignerons par R(M) ’ensemble des éléments « de E
équivalents modulo R 4 au moins un élément de M : c’est donc la
réunion des classes modulo R qui contiennent au moins un élément
de M.

Soient alors R; et R; deux relations d’équivalence dans E, J une
classe modulo R;. Si nous considérons!’extension R;(J) de cette classe
par R;, elle se compose des classes modulo R; qui coupent J et a chacune
d’elles on peut faire correspondre biunivoquement son intersection
avec J; on a donc l'isomorphisme

Ribh T .
R. 7 RAR,

Mais, d’autre part, R;(J) est contenue dans la classe I’; modulo
R; > R; qui contient J. Si R; et R; sont associables, on a évidemment
R:(J) = P,. Inversement, si 'on a R;,(J) =P, quelle que soit J, les
relations R; et R; sont associables. En effel, soient a, u, b trois élé-

ments tels que
a=u (R, wu=>b (Ry),

appelonsJ la classe modulo R; définie par a et considérons I’extension
Ri(J); b, étant un élément de P,, appartient a R;(J): il est donc dans
une classe modulo R; définie par un élément ¢ de J, et 'on a bien

a=v (R)), v=5b (R).

Si R; et R; sont associables, et seulement dans ce cas, on a donc
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Uisomorphic
Py J
R e 3
R; RN R;

c'est la généralisation du deuziéme théoréme d’isomorphie. On peut
I’énoncer d'une facon plus commode.

Soit, dans I’ensemble E, R, une relation d’équivalence consécutive
a une autre relation R,. Cette relation R, peut étre considérée comme
opérant dans les différentes classes S de E modulo R, : nous la dési-

gnerons alors par le symbole %f et lui donnerons le nom de relation-
quotient de R, par R, (*).

Soient les quatre relations R,, R, R,, R, avec R, DR,, R, DR, et
soit @ un élément quelconque de E; désignons par S et U les classes
modulo R, et modulo R, qu'il définit. Nous dirons que les relations-
quotients R,/R, et R./R, sont isomorphes et nous écrirons

R.\‘ ~ Rll
R~ R’
si les ensembles-quotients
s 8 U_ U
KR ° R’ R
R, R,

sont isomorphes quel que soit I’élément a considéré, c’est-a-dire
encore quelles que soient les classes S modulo R, et U modulo R,
ayant au moins un élément commun. De cette définition, résulte que
'isomorphisme des relations-quotients est une propriété transitive.

Avec ces conventions le deuxiéme théoréme d’isomorphie s’écrit
pour deux relations d’équivalence associables R; et R; sous I'une ou
'autre des deux formes

Rix R,' Ri

R~ RNK

ou
R;x< R; ~ R;
R, T RNK;

(') On ne doit pas confondre cette relation-quotient avec la structure-
quotient, ensemble des relations d’équivalence comprises entre R, et R,.
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VIil. — Suites de relations d’équivalence.
Théorémes de Zassenhauss, de Schreier et de Jordan-Hélder.

1. Nous allons appliquer ce théoréme d’isomorphie a 1’étude des
suites de relations d'équivalence consécutives. Nous allons d’abord
établir la propriété suivante :

Lemme de Zassenhaus généralisé.
Soient quatre relations d’équivalence :

ROr, P
dans un ensemble E.

On a évidemment :
rx (RMP) Srx(RMp),

o x (RMP) Do x(r N\P).
[r< (RNp)] < (RMOYP)=rx<(RM\P)

puisque le produit est associatif et que R\ p est consécutif a R(M\P.
Considérons maintenant I’expression

[r>x< (RM\p)VRAP).
(RMp) CRMAP),
on sait donc (théoréme VII) que si R/ "\ ¢ et r sont associables on a

[r < (RNp)NEBRNAP)=(RMNp)x (rM\P).

Ona

On a de méme :
[ (P < (ROP) =15 < (RMP)
et si P("\r et p sont associables. :
[o > (PORINRAP)=(RM\p) > (r(\P).
Si de plus R/N\P et r>< (R(\p) sont associables, on a :

rx (RNOP) R/ P) .
rx (RMp) — (rM\P) < (RM\p)
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Et de méme s: R N\ P ¢£ o > (P N\ r) sont associables, on a

sx (R\Py (R P )
ox (r(\P) —irMYPYRN\p)

D’ou, si ces quatre hypothéses sont remplies, le théoréme de

Zassenhaus :
px (RMOP) rx<RMP)
px (r(\YP) = rx(RM\p)

ou 'isomorphisme a la signification indiquée précédemment.

On peut donner des conditions plus simples que les 4 conditions
indiquées, moyennant lesquelles le théoréme de Zassenhaus est encore
valable. Ces conditions, qui entrainent les précédentes, sont naturel-
lement plus restrictives.

1° Soient 4 relations d’équivalence r(_ R, ¢ C Py si:

rgRMN 5. rgRMNP.
eQr\P, pORMP.

le théoréme de Zassenhaus est valable.
2° Soient 4 relations d'équivalence »{_ R, ¢ C P, si

rde, rgP.
(pOr), pOR.

le théoréme de Zassenhaus est valable.
3° Soient encore les 4 relations r( R, p(C P.

Si r est associable a toute relation consécutive a R et si p est asso-
ciable a toute relation consécutive & P, c’est-a-dire si r est comple-
tement associable a R :

rgR,
et si p est complétement associable a P :

pAP,

le théoréme de Zassenhaus est valable.
Journ. de Math., tome XV111. — Fasc.I, 193g. 12
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2. Considérons maintenant les deux suites

(8) R DR, DR DR DLLUDR, de longueur r—1-—=1.
(%) P,OP, DL . DP L, DOP L DP, de longueur s —1—=10,
avec

Ri=P, R=P

de relations d’équivalence définies dans le méme ensemble I et appar-
tenant a une structure quelconque de relations d’équivalence dans E.
Par définition deux telles suites sont dites isomorphes si elles ont
méme longueur et si les relations-quotients R,_,/R; et P,_,/P, sont,
convenablement associées, deux a4 deux isomorphes.
La relation R;_, /\ P, est consécutive 4 R,_,. On a évidemment

RCRix (R, [\ Pr) ” Rimy < (R Y Pr) = Ry,

de telle sorte que 1'on peut intercaler cntre R; et R,_, les relations
d’équivalence de la forme

Rix (R, /Py (A=1..... 5.
avec, pour k=1,

R;x (Ri-xf\l’:’:RzX (Hi—smﬂx):l’\ix R =R,

pour k=3,
R;X (R,‘_lm PA) = B,->< (l{,‘_]ﬂR,-) :RiX R,-: Hz

et évidemment
R,- > (Ri—i P\ P‘) D R, x (R,-_1 m P‘-+A-v).

Remplagons donc chaque portion R._, )R; dela premiére suite par
la subdivision

Ry =R (R [\ PO DRix (R O\ Py) o
:) l‘, > (l{i—-lm Pk ) ;I. e l{, = (l{,‘._.“/ﬁ\l I).‘-) _= H,‘.

De méme remplagons chaque portion dela deuxiéme suite P,_, DP,
par la subdivision

Pk_|: ka (Pk—‘le)D' . _)P/;X (Pk_,(,\l'{,’);). . _)P,(X (P/;-,[\\R,-):Pk-



THEORIE ALGEBRIQUE DES RELATIONS D’EQUIVALENCE. 91
Nous obtenons ainsi deux suites (S') et (¥') ayant chacune -
r-—(s—2)(r—1)=sr—r-—s- 2 termes,
donc de méme longueur (s —1) (r—1)=10U".

Si R, est associable 4 R;_, [\ P, et P, associable a P,_ ,(\R quels
que soient I et k, le théoréme de Zassenhaus s’applique et donne

Rix< (R, [\ Piy) ~ P (Pk—lmRi—l).
Rix (Rei(\Pr) = Pix (P \Ry)

Les deux suites (S) et (X) consideérées ont donc des subdivisions iso-
morphes. C’est la généralisation du théoréme de Schreier-Zassenhaus.

3. D’autre part on montre que les subdivisions obtenues ont la
méme propriété que les suites initiales. Pour cela il suffit d’utiliser la
méthode employée par Ore (') dans I’étude des suites de sous-groupes
d’un groupe G telles que chaque sous-groupe d’une suite soit per-
mutable avec I'intersection du précédent et d’un sous-groupe quel-
conque de l'autre suite.

Montrons d’abord que chaque terme de (S') est associable a Iintersec-
tion du précédent et d’un terme quelconque de (X), c’est-da-dire

Rt MPr) O[Rix (R N Pio) | Pi=R".
Pour cela, calculons R*. Comme

. R; < (Ri—lml)k—l)CRi—lr
nous pO“VODS écrire

R*=|Ri>< (Riey (M Pic) | Ry NV P
1° St k—1<l,0ona P, P,,, et par suite
R'=R._,N\P.
2° St k—i1zl,onaP, HP,_,, et, d’aprés la formule de Dedekind,
R*=(Ri; N\ Piy) x (RO P)).

De ces formules et des hypothéses résulte que R* est toujours

(') Loc. cit., note (1), p. 64.
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associable a R;. De plus, st </, on a

R*=R_ NP R [\ Py donc R'OR- NP

et par suite
R*OR; < (Rimy [y Py).
Stk2l+41,0na :
Ri—nﬂpkc Ri—impk—!CR‘s

R*Dhi—lﬂpk et R'OR; < t.Rz-l(f\Pk),

donc

Montrons maintenant que si 1'on applique aux suites (S') et (X) le
procédé de Zassenhaus, les subdivisions qui s'en déduisent ne sont
autres que (S') et (X').

On intercale entre deux termes consécutifs R,><(R._,N\P,_,)
et Ri>< (R, "\ P)) de (§') les termes

[R; < (Ries N\ Pi) | % R* = R; x (Riey N\ Ps) si kSL(PI Py
=R;x R*=R; x (R N\ Psi1) st k2041

(8') reste donc bien inchangée (a des répétitions pres).
Dans (Z), on intercale entre P, et P, ,

Prs > | PiV [Rox (Rt N\ Paci)] | = Pry ¢ R®
=P, x (P]ﬂR;—q )s si hk— 1<,
:P[.,_,X{PIF\F[;). si A—12/+1.

On obtient donc bien la subdivision (X'), et il en résulte, en appli-
quant de nouveau la premiére partie de la démonstration, que (§)
et (2') ont la méme propriété que (S) et (X) : chaque relation d’une
suite est associable & I'intersection de la précédente et d’une relation
quelconque de I’autre suite.

On obtient ainsi la généralisation du théoréme de Jordan-Holder : si
les suites (S) et () sont maximales, c’est-a-dire s’tl 1’y a, quel que soit i,
aucune relation entre R,_, et R; qui soit associable d toutes les intersec-
tions R_,("\P, et, quel que soit k, aucune relation entre P,_, et P, qui
soit associable a toutes les intersections P,_,(\R,, les deux suites sont
tsomorphes (en particulier, elles ont méme longueur r =s).

A. Ces théorémes semblent étre, pour les relations d’équivalence,
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les formes les plus générales que 1'on puisse donner au théoréme de
Schreier-Zassenhaus et au théoréme de Jordan-Holder. Mais on peut
indiquer des formes plus particuliéres qui, également, sont intéres-
santes.

Si toute relation R; de (S) est associable a toute relation P, de (X)),
(S) et (X) admettent, dans la structure considérée, des subdivisions
tsomorphes (S') et (X'). De plus, toute relation R;>< (R;_, N\ P,) de (S
est encore assoctable a toute relation P;>< (P,_,/\R,) de (¥').

Pour établir ce dernier point, nous distinguerons les cas suivants :
1° £< 4, j <k, d’otl résulte
RCR. PP,

On a, a fortiori, R,(_R._,, et comme R, est associable a P, il en
résulte
RID RI—I 1/\ Pk-

Comme nous avons d’autre part,

G R PP C Py
il vient

(1) P MR OR NP
D’autre part
Pimo R RCR;

entraine
P/'_1 ('\ R,OR.

et, en tenant compte de (1), nous avons
(2) P, DOROR; < (R, "\ Py).
Enfin, les relations P;0 R; et P, ) P,/\R,_, donnent
(2") P,OR; < (R \Py)
et (2) et (2') entrainent
P;x (P, N\R)OIR, < (Riy [\ Pp).

2° 1<l j—12k, donc
R R. P, P Py
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1l résulte des hypothéses précédentes qu’on a

\ (: l‘i—1 m P/ﬁ,

PiaMRC R Py e

d’ou
Pi_' {r\ R[C R[X (R1_1mpl‘~); donc P/—lmR/D R,'X (]";_1[—\.1"]\-).

On a, d’autre part,
' P,OR._,, P,C Py

P,O0(Ri-i N\ Ps),

P,'E] R;x (R;_, ﬂipk)

d’ou
puis, comme P;0 R;

et finalement
P,‘ > ( Pi—l n R]) O R,‘ > (R,‘._1 m P/.\)

Le méme raisonnement, en intervertissant les R et les P, conduirait
a la méme conclusion dans le cas i — 12/, j<k.
3° Soit enfin i —12/, j — 12, donc
(RIC ) R, C R, (PIC) P/—i C P;.
R, OP;. R (R
résulte en premier lieu

De

Ri,OP;m /R
Comme on a en outre
p/'_.1ﬂR1C P/_, (: PA‘,
il vient
P, RO R MNP
Les relations
RO P, R,C Ry

R.OP, R

entrainent

at nous avons : )
P YR OR < (R (Y P
Enfia, de
P;C Py P,O0R,_,
résulte
P/D R,*_1 [\\ Pk..

1'ou, puisque P; et R, sont associables,
Pj[j R; < (Ri— m P,

lonc .
P> (P R)ORi < (R [\ Py
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On voit donc que si (S) et (X) sont maximales, c'est-a-dire si I'on
ne peut intercaler dans (X) aucune relation associable 4 toutes les
relations de (S) et dans (S) aucune relation associable 4 toutes les
relations de (X), (S) et (X) sont isomorphes.

Enfin, en utilisant .le troisiéme groupe d’hypothéses moyennant
lesquelles le lemme de Zassenhaus est valable, on peut supposer
que, dans chaque suite, chaque terme est complétement associable au

précédent.

Sl en est ainst, (S) et (X) admettent des subdivisions isomorphes,
et il y a non seulement isomorphisme des relations-quotients, mais iso-
morphisme des structures-quotients correspondantes.

Il ne semble pas absolument certain, au moins d’une maniére géné-
rale, que les subdivisions (S") et (X') soient encore formées de relations
complétement associables chacune a la précédente. Toutefois, il faut
signaler que dans la structure des relations R, formées & partir des
sous-groupes g d’un groupe G, O. Ore a démontré cette propriété,
mais sa démonstration utilise des calculs sur les élémentsde G et n’est
donc pas susceptible de généralisation. D’autre part, dans la struc-
ture de toutes les relations d’équivalence d’un ensemble, une rela-
tion R; consécutive a R; ne lui est complétement associable que si et
seulement siles différentes classes de R; sont, ou bien des classes de R;,
ou bien des classes de R., c’est-a-dire des éléments; comme on le
vérifie sans peine, les subdivisions de deux suites dont chaque
terme est complétement associable au précédent ont alors la méme
propriété.



