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NOUVELLE MÉTHODE POUR TRAITER CERTAINS PROBLÈMES. Il!  
Nouvelle méthode pour traiter certains problèmes

relatifs aux équations du type elliptique;

PAR Gaoncus GIRAUD.

Étant donnée une équation du type elliptique, on peut se proposer
d’en construire une solution soumise, dans un'domaine donné, à
certaines conditions de régularité, et dont, en chaque point de la
frontière, la dérivée suivant une direction donnée, augmentée du
produit de la fonction inconnue par une fonction donnée, ait une
valeur donnée. Lorsque la direction donnée en chaque point de la
frontière est celle que certains auteurs nomment transversale, et
d’autres conormale, on a les problèmes dits de Neumann; comme le
problème classique de Neumann, ils peuvent être ramenés à des équa-
tions de Fredholm, moyennant certaines conditions de régularité que
doivent remplir les données. Lorsque la direction donnée n’est pas
partout transversale, on a un nouveau type de problèmes qui, pourvu
que cette direction donnée ne soit nulle part tangente à la frontière,
et pourvu que les données remplissent certaines autres conditions de
régularité, peuvent être traités au moyen d’équations qui diffèrent
des équations de Fredholm en ce que les intégrales doivent être
prises en valeursprincipales(‘). 

(‘) Equations a intégrales principales, étude suivie d’une application
(Annales soient. Éc. Norm. sup., t. 51, 1934, p. 251 à 372; rectification dans le
même recueil, t. 5h, 1937, p. 293 et 294).'Équationsa intégrales principales
d‘ordre quelconque (même recueil, t. 53, 1936, p. 1 à 40). Ces Mémoires
seront désignés respectivement par les lettres iet j.
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I 12 GEORGES GIRAUD.

Or l’intervention des intégrales principales peut être évitée. Déjà
Liénard l’aprouvé pour les fonctions harmoniques de deux variables,
quand on donne la valeur de la dérivée suivant une direction donnée
en chaque point de la frontière (‘); la solution de Liénard ne suppose
même pas que la direction donnée soit partout non tangente, mais
alors la discussion se complique. Ensuite Oseen a formé une équation
de Fredholm dont toute solution fournit une solution de la question
analogue, relative aux fonctions harmoniques de trois variables (‘-‘);
toutefois il est nécessaire, comme avec les équations à intégrales prin—
cipales, de supposer que la direction donnée n’est nulle part tangente
à la frontière. Le but du présent Mémoire, écrit en hommage à
M. Jacques Hadamard, est de prouver que tous les cas antérieure—
ment traités au moyen des équations à intégrales principales peuvent
aussi être traités au moyen des équations de Fredholm.

Nous ne traiterons que des cas où toutes les fonctions données sont
continues. Les autres cas antérieurement traités se déduisent des
précédents au moyen d’équations de Fredholm, analogues d’ailleurs
à celles qui vont nous servir (“).

Dans des cas où l’on connaît a priori certaines fonctions de Green
ou certaines fonctions analogues, relatives à des domaines qui con—
tiennent le domaine donné et sa frontière, la mise en équations à
intégrales principales est plus prompte que la mise en équations de
Fredholm. Il en est ainsi quand l’opération du type elliptique est le
laplacien; on emploie alors des potentiels ordinaires : logarithmiques,
newtoniens ou autres, selon le nombre des dimensions. La nouvelle 

(1) ALFRED LIÉNARD, Probléme de la dérivée oblique dans la théorie du
potentiel (C. R. Acad. Sc., t. 201, 1935, p. 320€) 322). M. Liénarda bien voulu
m’informer que le Mémoire détaillé paraît dans le Journal de l’École Poly—
technique, numéros de janvier à juillet 1938.

(") C. W. OSBBN, Contributions a la théorie analytique des marées (Ar/f.
Mat. Astron. Fys., t. 25 A, n° 2't, 1937, p. 1-39).

("‘) Voir d’une part le Mémoirej, spécialement Chapitre IV, et, d’autre part,
Généralisation d’un type de problèmes relatifs aux équations aux dérivées
partielles du type elliptique (Annali della R. Scuola normale superiore di
Pisa, 2e série, t. 7, 1938, p. 25 à 71). Ce dernier Mémoire sera désigné par la
lettre n.
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méthode a cependant permis de traiter des cas nouveaux (‘), qui ne
seront pas abordés ici.

CHAPITRE I.

LE PROBLÈME PRÉLIMINAIRE.

| . ENONCE ou PROBLÈME PRÉLIMINAIRE,DÉFlNITION DE SA FONCTION DE GREEN.
— Dans un espace euclidien à m dimensions (nf; 2), nous choisissons
un système de coordonnées cartésiennes orthogonales (av., . . ., x…).
Tout point sera désigné par une majuscule, et ses coordonnées seront
désignées par la minuscule correspondante, affectée d’indices. Deux
fonctions sont données, savoir : une fonction f(æ., . . ., a:…) ou j(\),
définie et continue pour x…êo, et nulle à l’infini, et une fonction
ç(æ., . . ., æ…_.) qui est considérée comme fonction o(X) d’un point
X de la variété m…: o, et qui est partout continue et nulle à l’infini.
Une constante positive g et un angle 6 aigu ou nul (0520 < 11) sont
donnés d’autre part. Le problème préliminaire qui va nous occuper
est le suivant :

Construire dans la région œ…êo une fonction u(X) partout continue,
nulle à l’infini, et qui satisfasse dans le domaine x,,,> 0 à l’équation
(1) A:t—g‘u=f(X) (A=laplacien;g>o),
et dont en tout point de æ,,,= 0 la dérivée ®u cost) suivant la direction

- (sin 0, O, . ... o, — cos0) existe et soit égale à ç(X)cosô,
(z) Bu : q;(X).

Il sera démontré que ces conditions sont remplies par une fonction a
et une seule.

Nous traiterons d’abord le cas où la fonction donnée 30 est identi—
quement nulle, et où les dérivées secondes def existent, sont partout
continues, et s’annulent à l’infini. Dans ce cas, nous avons, pour 

(‘) Voir aussi deux Notes : C. R. Acad. Sc., t. 205, 1937, p. 1340 à 1343, et
t. 206, 1938, p. 1157 à 1160.
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a«‘m>0,

A<d—utangfj — du
>

——g’
<-Ùl

tang0—
iL—L->

=-Û'—f—tang9 — dl. 'dx, dac… ():):1 ()æ… dre, @ ’ 
()

. . .a; tend vers une llmlte quand X tend vers un
point de x…=o, cette limite est nulle; supposons qu’il en soit ainsi,
et que les dérivées de u s‘annulent à l’infini. Désignons par lF[L(X, E)]
la fonction de Green relative à l’opération A —g’ >< (. . .) dans
l’espace entier, L désignant la distance des deux points; cette fonc-
tion, qui a aussi été nommée solution fondamentale principale, a pour
expression ( ‘)

 si de plus % tang6 ——
l

m —- 1 m.— :;_ e—gL g- .’ +æflî_l t —_p

_(3) W(L)_————m_l\<ML) ! : <1+2_gL) e’dl. 
Cette fonction et ses dérivées d’ordrep quelconque, relativement à L,
admettentles limitations suivantes, où l’on doit prendre}) = 0 quand
la fonction n’est pas dérivée :

 

0(Le_m—p) (m+P>2)’
(Il —<4> ““ “*

o(logÎ—Ï) (gléQ et m+]1=2;0naal0"5m—2=P=O);
&

Q et les constantes sous—entendues dans les symboles O de Landau
sont, ici et dans la suite, indépendants de g; si maintenant gL a une
borne inférieure, positive et indépendantede g, nous avons

1—7”
(5) W‘”‘(L)=O<gfiï:fifll>li ! e—s'L.

En désignant par A’ le point (a., . . ., am_., — a…), symétrique de A
par rapport à a…: 0, nous avons, d’aprèsce qui précède, en désignant 

(‘) Sur quelquesproblèmes de Dirichlel et de Neumann (Journalde Mathé—
natiques, 9e série, t. 11, 1932, p. 389 à 416), spécialement Chapitre Il. Ce
Mémoire sera désigné par la lettre [.
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par dV l’élément euclidien, du t n 0-—
du

ÎlÎ a g
056…

Un)

=—f “F[L(‘<, \)J— ll}lL(\ Al)]} (:_)af tangÛ—%>dV,\-
a…/ u

Appliquons un déplacement à la figure; le transformé Y de X est
déterminé par les relations

13 :)!1 cosô — y… sin @, a'…=)f, sin9 + y… cos fj,

(Œ—I)(Œ—M)(-m—yfl=œ

soient B le transformé de A, et B' le transformé de A’. Calculons les
coordonnées b'°L de B’; nous avons

b',= a,cos€—a…sin9= I),COS(29)—bmsin(2ô),
I)j,,=— a, sin9 — a…cosô=— !), sin(29) — bmcos(26),

(a—1)(a—m)(bä—bfl=o.

En utilisant la lettre 8 au lieu de d pour les dérivations relatives
aux nouveaùx points, nous avons donc   (”Il

_ ôf ,

=— w LY B 4 Y B,
|;% f { [ < , >1— m… >] d\

(m);__ , y___m_bm_ [{ w [L(Y, B)]———MY B)
), sin(26)+y…cos(2ô) + b… [W’[L(Y,B’)] L(Y B’) fdV…
 

Il reste à intégrer relativement à y…, de façon que le résultat soit nul
à l’infini. Posons

(6) L(X, A’) cos£2 =y…— b;,,= (æ…+ u…)cosô —-(1=, —— a,) sin9 (oêQê7‘r),

… H,(X, A)=‘F[L(X, A)]+‘F[L(X, A’)]cos(29)
_ sin(29) [(x1 —— a,) cosô + (œ…+ a…) sin0].

+”‘F’[L(X, mum—51m
…Q y”sin’9. + !’
 

nous trouvons alors sans difficulté, si les hypothèses faites au cours
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du calcul précédent sont vérifiées,
(In.

(8) u<X)=—f H1(X, A>f<A>du

Nous vérifierons que cette fonction u remplit les conditions exigées,
mais auparavant nous devons étudier la fonction H.(X, A) qui sera
nommée désormais la fonction de Green du problème énoncé au début
du paragraphe. Nous justifierons cette dénomination. La méthode
employée pour former cette fonction est une extension de celle que
Bouligand employa dans une question voisine ( ‘ ).

2. ÉTUDE DE LA FONCTION DE GREEN DU PROBLÈMEPRELIMINAIRE. — Regar—
dons H.(X, A) comme une fonction de X. Il est évident que cette
fonction est holomorpheen tout autre point réel que le point A et les
points de la demi—droite Q=n, dont l’origine est A’, et qui est
parallèle à la direction (sin 0, o, . . ., ——cosô). Un seul de ces points
est dans la région x…êo, c’est le point A; si a… est positif,
H,(X,A)— ‘V[L(X, A)] est holomorphe en A, et cela prouve que
H.(X, A) a en A la singularité d’une fonction de Green. Il n’est pas
sans intérêt de connaître l’allure de H,(X, A) au voisinage de la
demi—droite Q = n; pour cela nous remarquons qu’on a

*” ‘F’(L \/Sin’Q + t‘-’)(lt _ *” ‘F’(L sinQ\/1 + îs)(”_
° cos$l \'lSIÜQQ + le coli) \/1 + F

mais d’après (4) nous avons

f+œ
‘F’(_L sinQ\/1+t’)dt

cotQ Vl+te: O[(L singy—m]f (: + tï)—Îdt= O[(L sing)‘—m];

comme |(æ, —— a, )) cosi)+ (x…+ a…) sin0| est ; L(X, A’)sinfl, nous
en concluons que le dernier terme du second membre de ( 7) vaut 

(1) GEORGES BOULIGAND, GEORGES GIRAUD et PAUL DELENS, Le problème de la
dérivée oblique en théorie du potentiel (volume de 78 pages, Paris, 1935),
spécialement première partie, paragraphe 11.
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O(sin”*'"fl)L'*”‘(X, A’). Pour m = 2, on a

l(1;, — a,) 0059 + (.1…+ a…) sin0 l——_| (X, \’) sin..,

et l’on trouve que, si X tend vers un point autre que A', sur la demi—
droite Q :: Tt, le dernier terme a deux limites opposées, suivant queX
rend (a:. —- a, ) cos6 + (x…+ a…) sin6 positif ou négatif.

Étudions maintenant l’allure de H. (X, A) et de ses dérivées de
tout ordre quand (2 a une limite supérieure (» < n, et quand en outre
L(X, A) L“1 (X, A’) est borné; ces conditions sont remplies en parti-
culier quand x… est 20, car, puisque a… est 20, cosfl est ê—sin6,
d’où age + %; et L(X, A) est gL(X, A’); nous supposerons cosméo.

Dans ce but, nous allons étudier l’allure de l’intégrale (g) et de ses
dérivées de tout ordre par rapport aux variables L et Q, ou plutôt par
rapportaux variables L et L cosQ:$. En remplaçant tpar (t + x)L—' ,

le premier membre de (9) devient

F(1J)_f ‘V(VL—:+2tæ+t“)dt
——7-r_'-—_\l°+211+t

Remarquons immédiatement que les inégalités ac 2 L cos ou > — L
entraînent

\‘L‘1+ 2 t.!“ + 12 L sim».

Or nous avons, quandp et q sont 2 o,

àfl+v F
ou â.M

[' + ,,

=2[ \F'"+“(v’l}+2m+rï)(dLfi+ztæ+c!)”"—’”“"’AMÆ(L, æ, t)dt;
Il: ll

 
on a A……= 1, et l’on vérifie par récurrence que A…… est un poly-
nome homogène et d’ordre p + q par rapport à L, à a: et à t. L’inté—
grale où figure AM," vaut donc

f 0[(\/l;+ 2 tæ + t2 )_…—fl_q](lt: O (Li—m—p_q),

cette dernière limitation se justifiant soit directement, soit par
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application d’un lemme qui sera énoncé plus loin (Chap. ll, ê5).
Mais une autre limitation est possible si gL est 21. Dans ce cas, le
produit de A…… par les autres facteurs qui sont sous le même signe

[vaut
.

O(g%+n>(vL2+ 2t:1:+ ti)"—

Si a: est négatif, nous avons, dans le champ 0 < t< L — x,

m+1
—…——/'—'/ exp(— g\/1j-’+ Na: + t‘-’).

z———. . (t+æ)2 ,—

V L’+ 2t.-r+ t-> L smœ + _L_(V2 — |);

si x est 20, nous avons, dans le champ 0 < t < L,

\/L’+ ztæ+ tî>L+ (VE —— 1)t’
_

L ,

l’intégrale qui correspond au champ où ces limitations ont lieu est
donc ,

O(gm—ÎÆ—l+n>lJ"— m:—l_ll_qe_glellwf+œexp {:_—{Æ dt 
" l‘ ,_

=O(g2 )L"_ 2", {le—glenw_

Dans le champ restant, nous avons

Lsinœ+t+æ—L (x<o)./l.! t, t‘-’‘ “H > : (ŒëO);

l’intégrale correspondante est donc  m—‘.‘. ” n_rlz+i [' IlO(g : >]. -.r e-glenw_

En résumé nous avons, pour Q 5 (» < 11 et cosw; o,

dP+<7F

,

O(L'_"‘_”“") que] que soitL,
à_LPdæ_'/

:
O(g—Ê_i+p+ll>L—%e—8L““‘° pour gLêr;

les constantes sous—entendues dans les symboles O dépendent de w,
mais non de g.

Arrivons maintenant à la fonction H, (X, A) définie par (7). Elle
dépend de X, de A et de @. Dérivons-la }) fois par rapport à des
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coordonnées de X et de A, et q fois par rapport à 6, p et q étant êo.
D’après ce qui précède, si l’on a constammentQ 5 w < r., en étant indé—

pendant de g, et si L(X,A) L“‘ (X, A’ ) a une borne supérieure indépen—
dante de g, le résultat de ces dérivations vaut O(L‘-‘*”‘—P) si l’on a

2 . \m+p > 2, O<log;,:) szl’onagL51etm+p=2(d‘oum—2_p=o),
enfin 0(g”‘*"“°)e“““'““’ si gL est à 1 .

Démontrons maintenant qu’on a

 
(10) AH1(X; A)_ÉÏ2 H1(Xy A)=O)
(Il) @H,(X,A)=n,

les opérations étant relatives à X; dans (1 l), as… est donc nul. D’après
la formation de H, , nous avons

«m, _ & ‘F[L(Y, E)]
{;)/”l _ 6_)'In

(12)

6lp[LÔ(Y,
B—l)l +cos(29)ô——_wlL(Y’B,)lS+sin(20) .,

y1 Oym

l’opération A— g'-’ >< (. . .), appliquée à cette dernière fonction,
donne un résultat nul; donc le premier membre de (10) ne dépend
pas de y…; mais, d’après les limitations qui viennent d’être obtenues,
ce premier membre tend vers zéro quand y… augmente indéfiniment
par valeurs positives, les autres y, et tous les b, restant fixes; donc
ce premier membre est nul, et(10) est démontré pour tous les pointsX
qui n’appartiennent ni àla demi-droite singulière, dont l’origine est
A’ , ni à la demi-droite parallèle issue de A; la continuité prouve que
l’identité (10) subsiste même pour les points de cette dernière demi-
droite ('). En vue de vérifier (: 1), nous remarquonsque, en changeant
les signes des deux membres, (12) s’écrit   ôHl . ()H, __ , (œ,—a,)sinô—(æ…—a…)cosô(13)

d—æ—l-sm9—drmcosô_
‘F[L(X,A)] L(X,A)

, , w ——a sin8+ æ…+a… 0056—W[L<X,A>]( ‘ "
L(X,‘A,,

)
; 

(‘ ) Une confusionévidentes’est glissée dans un passage analoguedej (Chap. 11,

5 3), où, huit lignes avant la fin, il faut lire : « 07 est une fonction harmonique »,_

en supprimant plusieurs mots.
…

Journ. de Math., tome XVIII. — Faso. II, 1939. 16
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si maintenant à:… est nul, nous avons L(X, A): L(X, A’), et par
suite

dHl dH1
âî: tang6 _

dac…
 =o (.Tm=0);

la formule (1 1) en résulte aussitôt. Nous avons ainsi achevé de justi—
fier le nom de fonction de Green, appliqué à H ..

Établissons d’autres propriétés de H, . Tout d’abord, si nous échan-
geons les rôles des points X et A, la fonction H, remplit les conditions
analogues à (10) et à (1 1), mais où 0 est remplacé par —0. C’est
évident sur l’expression (7), puisque, en désignant par X’ le point
(av., . . ,, æ,n_., —æ,,,), on a L(X, A’): L(X', A).

D’autre part, si x… et a… sont ‘;0, H. estpositif. En effet, si a… est
positif, la fonction H,, qui est positive quand X, regardé comme
variable, est assez voisin de A, et qui est nulle à l’infini, et qui ne
peut atteindre un minimum 20 en aucun point ni du domaine
æ,,,> o (') ni de sa frontière ( “‘), est donc positive où que soit X. De
même, elle est positive si x… est positif. Si a:… et a… sont nuls, elle est
encore positive, car, regardée comme fonction de X, elle ne peut non
plus atteindre un minimum nul sur la frontière.

Appliquons maintenantla formule de Green aux fonctions H. (_X, A)
et exp(—ga…), dans la région définie par les conditions simultanées
a…> o, L(O, A)< R et L(X, A)> 71.— puis passons à la limite en
faisant tendre R vers l’infini et 71 vers zéro; nous trouvons ainsi, en
désignant par dS l‘élément euclidien,

(m.—1) _ [_(14) f H,(X, B)dsn=îfiîfi (se…îo),
b 0,,,:0 

(‘) Généralisation des problèmes sur les opérations du type elliptique
(Bull. Sciences mat/t., t. 56, 1932, p. 248 à 272, 281 à 312, 316 à 352, et errata
p. 384), spécialement Chapitre ], paragraphes 6 à 8. Ce Mémoire sera désigné
par la lettre g.

(’) Problèmes de valeurs à la frontière relatifs à certaines données discon-
tinues (Bull. Soc. mat/u., t. 61, 1933, p. 1 à 54), spécialement Chapitre IV,
paragraphe 3. Le passage cité ne traitait que le cas où l’on a aa_3= “($—°° (dériva—
tion suivant la transversale), mais cette hypothèse n’intervenait pas dans le rai-
sonnement. Ce Mémoire sera désigné par la lettre h.
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car pourx… positif cette formule résulte de ce qui précède, et la conti—
nuité prouve que (14) reste valable pour x…: 0. La même formule
de Green, appliquée aux fonctions H,(X, A) et 1, conduit par le
même raisonnement à l’identité

(m-
]
7(15) [ H,(X. A)d\'_,=(—g_" n,,, n

(a:/n î 0)—

5. RÉSOLUTION DU PROBLÈME I‘RÉLIMINAIRE. — Nous allons maintenant
non seulement justifier la formule (8), mais prouver que la fonction

(ml (nt—H

nm u(X)=— H,(X,A)_/(A)dh+ H,(X,B)cp(B)dSu
a…>u h,,,=u

remplit toutes les conditions du problème posé au début du para-
graphe 1, et qu’aucune autre fonction ne les remplit. La formule (1)
résulte en effet de la formule (10) et du fait que H. a la singularité
des fonctions de Green quand les deux points tendent vers un même
point—limite. D‘autre part nous avons d’après (13) 

()J', ().l'… dm. ). ,,,

"”““æmw'[L(x, B)]
…;fh ——L(X,B) ç(B)dS.,;

(nu -

:)_u_ tang9 _ du =_[ [Æ(X, A)tang9— % ( X, :\ )]f(A)(/\À

:“m

l’intégrale d’ordre m est uniformément convergente d’après les limi-
tations des dérivées de H., et par suite elle tend vers zéro quand X
tend vers un point de x…: 0 (toutes les dérivées du premier terme de
l'expression de u ont aussi des limites dans ces conditions); quant à
l’intégrale d'ordre m— 1, elle est bien connue par l’étude des pro-
blèmes de Dirichlet et de Neumann : sa limite est cp(X), ce qui
démontre la formule (2).

Prouvons que, lorsque L(O, X) est assez grand, |u(X)| est infé-
rieur à un nombre positif donné 35. Soit B. une longueur assez
grande pour que la condition L(O, X) > R. entraîne !f(X)| < eg2
et |ç(X)l<eg. Alors les champs L(O, A)>R. et L(O, B)>R.
apportent à u(X), dans l’expression (16), une contribution dont la
valeur absolue est < 2e, quel que soit X. Les champsrestants donnent
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une contribution qui tend vers zéro quand L(O, X) augmente indéfi-
niment; il existe donc une longueur R telle que la valeur absolue de
cette contribution soit < & quand L(O, X)est > R. Alors on a bien
lu(X)l< 35 quand L(O, X) est > H.

Ainsi la fonction définie par (16) remplit toutes les conditions
énoncées au paragraphe 1. Aucune autre fonction ne peut les remplir,
car, sifet <p sont identiquementnuls, la fonction u, nulle à l’infini, et
qui ne peut atteindre un maximum positif ou un minimum négatif en
aucun point ni du domaine x…> 0 ni de sa frontière (voir les indica—
tidns données à propos de H. ), est identiquementnulle.

L’existence des dérivées de l’intégrale d’ordre m — 1 dans (16)
pour æ,,,= () est douteuse quand on ne suppose que la continuité de <p.

D’après des raisonnements développés ailleurs ('), si a:… est nul et si

X! est le point qui a pour cordonnées æa+ oa <,—Ôg£> (a < m) et

x…+ t+ o… (à) (t > o), les 03(z) étant des fonctions dont le rap—
”(‘X’__(_uX’tend vers ç(X)

quand t tend vers zéro. On peut prendre cela comme définition de (*la.
 port à : tend vers zéro avec z, le rapport

4. EXTENSION DU raoim‘ms PRÉLIMINAIRE. ——
Considérons l’opération

du type elliptique
â’u,Bm_gsu (g>g;q,@=i,2, ...,nz;m22),(17) îîu=2a.paa

où tous les coefficients a…; sont constants, et qui peut aussi être prise
au sens généralisé, ainsi que nous supposions plus haut pour le lapla-
cien (°). La forme quadratique Za,paa,pza23 est supposée définie et
positive, mais rien n’est supposé sur les valeurs des différences
aa,p— up,“. On donne d’autre part une variété Zaca:ca= lc, où les cd 

(i) n, spécialement Chapitre 11, paragraphe 17. La propriété du texte (admise
comme définition au début du chapitre) résulte de la limitation trouvée pour les
dérivées de l’inconnue à l’endroit cité.

(’) Ce sens généralisé est indiqué dans g, Chapitre I. Le travail original où
cette; généralisation fut introduite à propos du laplacien est dû à STANISLAS

Zmnuu:
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et k sont des constantes, avec la condition E,câ= 1. Soit X un point
de cette variété; soit X, le point qui a pour coordonnées les quantités

! . . . . .
x…—t2;,a,y:,c_«,+o, <ÎoE?)’ ou les ou ont la meme Signification que
plus haut; nous posons

(18) V@u(X)=limM;
_ lÿtl !

si les dérivées de u existent et sont continues en ce point, nous avons

aussi @u = Zangaa,ng%-
On donne enfin une fonction f(X) d’un pointde la régionE,c,æék,

et une fonction o(X) d’un point de la frontière Z,c,æ,: k; ces deux
fonctions sont partout continues, et elles s’annulent à l’infini.

Le problème est : construire une fonction u(X), continue dans la
région E,c,xék, nulle à [' infini, et qui remplisse les conditions

(19) :îu=f pour Zacaæa<k,
(20) Ûu=cp pour Z,cawa=k.

Cette question peut évidemment être ramenée, par changement de
variables, à celle du paragraphe '1; donc la fonction u existe et est
unique. Mais nous avons besoin de mettre la solution sous une forme
plus explicite.

aa_3+ ag_;Soit D le déterminant - Soient A“, les constantes déter—
 

minées par les relations

(@ — a)zyAz.ylaBn{+ “y,B): 0) ZYA1-Y(aïvY+ aYv“): 2‘

Dans tout changement linéaire de variables, avec des coefficients
constants, nous transformerons les c, comme des composantes tenso—
rielles covariantes (ce qui ne conservera pas l'identité 2,02: l), et les
a…,comme des composantes tensoriellesdoublement contravariantes;
nous ne changerons ni g ni lc. Alors les définitions (17) et (18) des
opérations 5 et ® sont invariantes. Les A“; sont des composantes
tensoriellesdoublement covarianteset symétriques.

En désignant par y,,(a : [, . . ., m) les nouvelles variables indé—
pendantes, par y. un certain nombre positif, et par A“; les compo-
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santes du tenseur (AM,) dans le système (y., . . ., y… _), nous voulons
avoir

Zacaæa—k=—pym (y>0);
(Ç—a)A@p=o, A3…=1 (a,@=1,2, ...,m),

du du
>(9u=p.<tangäd——y% _Îm (tang9>o).

Nous allons calculer u, y…, tang6 et dy, . Nous avons d’abord

Ea,fl“a,'fi ”a 03 = ["—2:

Za_p,7_3aa,YA7_3a5:pca(;p: p.’(1 — tangW),

31.3»:"3“'3-YAY—a da“:= —— H(tang9dy. + dy… ),

car les premiers membres sont invariants. Nous en déduisons    /‘_—(21) p.: \/L,_fiaa_r36303,
k — Za (

(22) lin: ____a_a—Ï_a_’%
("3) tang9= z“…3(a1'3_zï…ôaayAyaaa_3)cam

'

18aa {3(‘L‘a(u

(2/l) d1' — Z“(C“—ZÎ—Y°BaB.Y—Ay.a) d1’a
u 1—— V21-3(a“ 3

_ ZY.8aœ,YA7,ôaô,plcaf'g

Il faut maintenant définir la nouvelle fonction de Green H,(X, E
Soient Y et Y ce que deviennent X et E par la transformation que
nous étudions. Nous posons, par définition,

vñ H,(X, 3): H.(Y, l‘)-

Pour mettre H, sous forme plus explicite, nous posons (25) A1 =Vza,3Aa,B(œa—îa)(”JB—53).—

(26) A': : \/£a,fdAa,fi(-Ïa“Eat) ($$—£?)

E,(c…—Zg_Y63uB_YAY_a)(æa—£alcos‘lô+[aA—21 Ca(-11+Fl)]sin’ä ,

\/Éa,{3(2aa.s—Ey,ôaa.yA7,ôaô.3)ca633

 (k— zacœ-IJ'a) (k— EB"BC_Pl+ 4
Eau.Bam. flcac (27) Aa : 2

2k—zaca(—Ta+ëa)—Za(ca_28.7CBaS,YA7.a)(£a—Em)
(OSQSTJ).(28) A,cosQ=

\/Za,B(? “a,? '" 27,8aa,7A7.8a8,3)Ca 03
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Alors notre fonction de Green est

I(29) ll,(X,E)L—— [‘F(A,)+W(A,)cos(aâ)\/ÎÂ +» , "“a—__?
—A=f

‘F(A,\/Sln Q+t
’a].…s; \/5in’Q+ P

Je dis maintenant que la seule solution du problème qui fait l’objet
de ce paragrapheest

(In—I)('n)

(30) u(X)=—f H,(X, A)f(A)d\5+f H,(X, B)<p(B)dS…
\‘ \ ‘—ul'a(la<k dml'ul)a=k

dV et dS désignant les éléments euclidiens, comme précédemmentet
' dV ' o -comme dans la suite. En effet _: est invariant,et par suite nous avons

\/D
(ln) (ml[ H.,(X, A)](A)dV,,= H,(X, Y)f(A)d\/ÿ,

£a"a.”u<k v…>"

Y étant le point transformé de A. Soient maintenant ds,: et dr des
éléments correspondants, pris sur les variétés Zac,ba= lc et T…: 0.
D’après (22), nous avons, en comparant deux expressions d’un certain
élément cylindrique,

(; dS,,= \/Ü dSy;
cela entraîne

‘ ("l—U fill—ll

p.f H,(X, B)qp(B)d&=f H,(X, T)q>(B)dSy;
li…-., b,,=k u…=o

il en résulte que a remplit la condition à la frontière. D’autre part u
est nul à l’infini. C’est donc l’unique solution du problème.

On remarquera que les expressions (23) et (25) à (28) sont positi—
vement homogènes et d’ordre zéro par rapport aux c, et à k. La
relation Zacä= 1 n’importe donc pas à l’expression (29) de H,, mais
elle est nécessaire pour la validité de la formule (30).

On vérifie au moyen de (29) que si l’on remplace chaque a,… par
up,“, ce qui change @ mais non 5 , la nouvelle fonction de Green est
H,(E, X).
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CHAPITRE II.
PROBLÈME GÉNÉRAL, RELATIF A UNE RÉGION BORNÉE.

l. ENONCE GÉNÉRAL; CARACTÈRES DE LA FONCTION AUXILIAIRE. — Soit (7)

un domaine borné, situé dans l’espace euclidien à m dimensions (m à 2).
On suppose que l’ensemble fermé 25, qui constitue la frontière de G),
est entièrement recouvert par un nombre fini de domaines, dans
chacun desquels une certaine coordonnée cartésienne d’un point
courant de 3 peut s’exprimer au moyen des m—-1 autres par une
fonction dont les dérivées existent et remplissent une condition de
Lipschitz avec un exposant hér. Les coordonnées cartésiennes
employées sont orthogonales. Les cosinus directeurs de la normale à
28 en un point Y, dans le sens sortant de 6), seront désignés par
m,,(Y)(a=1, .. ., m).

Soient maintenant a…;(X) (oc, @: r, . . .,m) des fonctions données
qui remplissent dans 02+“â une condition de Lipschitz avec l’expo—
sant b. On suppose que la forme quadratique Ea,gaa,p(X)zazB est
définie et positive, où que soit X dans @+ 3. Rien n’est supposé sur
les valeurs des différences a…; — am. Soient ba(X)(a= 1, . . ., m),
c(X) et f(X) d’autres fonctions données, continues dans ÜD—l—“â.
Enfin soient x(Y) et <p(Y) deux fonctions continues données d’un
point Y de $.

Pour toute fonction a deux fois continûment dérivable dans 6), et
dont les dérivées premières sont uniformémentcontinues, nous posons

dîu du

, ()
(a) @u<Y)=za..«iaa,3<Y>wg<Y>d—j—<Y>+x<Y>u<Yt

Où Y est un point de $. Pour d’autres fonctions u, nous adoptons les
définitions généralisées connues (‘); on rappelle que, pour ®u, cette 

(1) Pour l’opération 5, voir g, Chapitre 1. Pour l’opération @, voir n, défini—
tion du Chapitre 11, paragraphe 3, et limitation des dérivées, paragraphe 17,
pour justifier cette définition.
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définitidn est

_

(‘) u(Y) :! m———————u(Y)… ”(L)
!I->o

+ x(Y)1t(Y),

où Y, désigne le point qui a pour coordonnées les

1'1— t23u;_g(Y)mg(Y) + oa(t log-‘ !)

(:> o, et les ou ont la même signification qu’au Chapitre [, 3‘5).
Le problème à traiter est : construire une fonction u, continue dans

(D +3 et qui remplisse les conditions
(3) 5711 :] dans (D,

(A) 9u=<p sur $.

En vue de traiter ce problème, nous construirons d’abord une
fonction auæiliaire H(X, E), continue par rapport à l’ensemble des
deux points quand ceux—ci appartiennentàa-(D—t $ et sont distincts,
et qui doitJouir des propriétés suivantes. si .\ tend vers—:, ce dernier
point étant fixe dans 0), la fonction H doit être infinie comme une
fonction de Green, relative à Si" (ceci ne concerne pas les points E.

situés sur 25); tant que X n’est pas en E, la fonction H est deux fois
continûment dérivable par rapport à X, et l’on a (en diminuant au
besoin le nombre h positif, si l’on a Il = 1),

(5) JII(X , -): Oll"-’"(X, E)],
(5) onu. :):O|l,i+h-m(Y, E)].

[ci et dans la suite, toutes les fois que les opérations $" et ® sont
appliquées à une fonction de deux points, nous entendons qu’elles
portent sur le premier point. Ces caractères sont loin de déterminer
la fonction H, si du moins elle existe; les fonctions H que nous cons-
truirons dépendront d’un paramètreg, et elles jouiront de propriétés
supplémentaires, utiles pour nos raisonnements.

2. VARIÉTÉ ASSOCIÉE A UN POINT. — Soit w(E‘.) une fonction continue
dans (D + :S, négative en tout point de (D, et nulle en tout point de ‘à”.
Nous supposonsque ses dérivées existent et remplissentune condition
de Lipschitz avec l’exposant h, ou avec un exposant moindre, que,
par un changement de notation, nous nommerôns désormais h. De

Journ. de Math., tome XVIII. — Fasc. II, 1939. 1 7
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plus nous supp0sons qu’en tout point de 28 la dérivée de w suivant la
normale dirigée dans le sens sortant de 03 est positive et non nulle.

Il existe toujours une infinité de fonctions w. Un moyen d’en obtenir
une est de construire la fonction w continue dans @+ 28 et nulle sur
8, qui remplit dans GD la condition

AW: 1 (A : laplacien ).

Si w est ainsi choisi, il ne peut être nécessaire de diminuer le nombre
12 du paragraphe 1 que s’il est égal à 1 (h, Chap. IV, @ 2). On peut
aussi remplacer l’équation ci—dessus par beaucoup d’autres équations
du type elliptique, ou employer d’autres procédés; peu importe,
pourvu que les propriétés énoncées dans le premier alinéa aient lieu.

En tout point E‘. de CD + 3, nous posons

.. âw .. , d _(7) (:a(.:.)=ä;, k(;)=zaêaäâ—w(;) (a=1, m.).

Si les Ca ne sont pas tous nuls au point donné 5, nous considérons la
variété
(8) ïaæa('a(3)=k(î)

comme associée au point 5. Si E. est assez voisin de “à, les c,,(E) ne
sont certainement pas tous nuls, d’après nos hypothèses. Si 3 est sur
28, la variété (8) est tangente à $ en 5. Si 5 n’est pas sur $, nous
avons ZaEaca(E) — lc(E) = w(E) < 0.

Soit 5 la plus courte distance entre E‘. et 3. Je dis que le rapport
—— w(E.)
TC“?
prouver pour a assez petit. Soit Y le point de $ qui est le plus proche
de E; alors le segment de droite YE est normal à $ en Y, et tous ses
points autres que Y sont dans d). Or nous avons

dwW(E) =W(Y) + Ea(E_a— U“)Ê(Z)’

est compris entre deux nombres positifs fixes. ll suffit de le

où Z est un point intérieur au segment EY. D’après nos hypothèses,
cela s’écrit aussi

— - a '
…_ w(.=)= Éa(ua—ia)äâ(l ) + O(ai+h).
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Si maintenant nous remarquons que E,(u,—— E,)à,W(.Y) estlepro—

duit de a par la dérivéede w suivant la normale dirigée dans le sens
sortant de CD, et si nous observons quecette dernière dérivée Oscille
entre deux‘ bornes positives, notre assertion en résulte.

Soit 6, un angle aigu donné (0 < 20, < 71). Soit X un point de.-la

variété (8); on suppose que l’angle entre les vecteursEXet grad w(E.")
est <0. Je dis que si a(E) est assez petit, la plus courte distance entre
X et $ est O[c‘+"(E)]. En elïet nous avons, en supposant quetout le
segmentEX appartient à (D, '

-— ———>w(X) =w(E) + [EX.gradw(E)]+ O[L“+"(X, E)];

la somme des deux premiers termes est nulle, d’après (8). D’autre
part, si o(E) est assez petit, pour que Z,câ(E) soit compris entre deux
bornes positivesfixes, la relation

Eaëaca(î) — k(3): w(E)=O(a)

entraîne que la distance entre..." et la variété (8) est O(o). Comme
L(X, E) est au plus égal au quotient de cette distance par cos (i,, nous
avons

w(X) : ou»+ux, E)] : O[a1+h(î)],

et cela entraîne que notre énoncé se vérifie dans ce cas. Si maintenant
le segment :X a au moins un point commun aVec 8, soit Y celui de
ces points qui est le plus proche de'“... (Y existe, car l’ensemble de ces

. points communs est fermé). Comme w(Y) est nul, et comme L(Y, E)
est gL(X, E)=O(a), nous avons .

[ËY. g—1Îadw(a)] +w(E)=O[L‘-”‘(Y,E)]=O(a”");
cette relation signifie que la distance entre Y et la variété (8) est
0(a‘*"). Or L(Y, X) est au plus égal au quotient de cette distance
par cos0p, notre énoncé est donc entièrementdémontré.

5. POINT ASSOCIÉ A UN ronvr nonmä. — Menons par ”E‘. la parallèlealadirection déterminée par les coefficients -

231a…s<£>+a!1,a(î)lcs(3) (a=x. m);. ‘
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l’angle entre cette d1rection et celle de gradw est inférieur à un angle
aigu indépendant de E‘. et que nous nommons 0.. Donc cette droite
menée par:.'=‘…rencontre (8) en un point X; soit E’ le point tel qu’on
ait EÈ’=”2:.""X. Le point:."‘" sera ici nommé pomt assoczé à “E.. Je dis
que sa o(E) est assez petr'.‘1‘-ät,’n’appartrent pas à GD + 28, saufsi.."est
sur 3.

Montrons d’abord que, si G(E‘.) est assez petit, il y a sur le segment
33’ un point distinct des extrémités et qui appartientàa2—5'. En effet,
s’il n’en était pas ainsi, nous aurions

.v(E.')= w(E.)+ [““/gradw(_)]+olli+h(==,”: w(E) + 2[Ë.X.gradw(î)]+ O[Lî+h(X, E)]
=—- w(E) + O[L’+h(X, E)].

D’après le paragraphe 2, nous aurions donc, pour a assez petit, en
désignant par Q. et par Q2 deux certaines constantes positives

“’(EI) > Qt° _ Q:°'Hh3

mais ceci entraîne que, pour aassez petit, w(E’)seraitpositif, contrai-
rement aux hypothèses relativesa w.

Donc il y a sur le segment:'=‘E’ un point Y, distinct des extrémités,

et qu1appart1ent à 3. Langle entre gradw(E) et la normalea 3 en Y
est O(a"), car le carré de son sinus est inférieur au produit d’une
constante positive par

21—Bl,01(3)('3(y) + (;{,(3) c,(Y)]=_—_- 0(,ah)_

Si donc 03 est un angle aigu donné, > 0. , l’angle entre la demi-droite
YE’ et la normale à $ en Y est < 6, dès que a est assez petit. D’après
nos hypothèses sur 3, si cette demi-droite rencontre de nouveau 29,

ce ne sera pas avant une distance positive a de Y; a ne dépend que
de $ et de O,. Si donc a est assez petit E' sera entre Y et ce nouveau
point de rencontre, si celui-ci existe. Donc..."’ n’appartient pas à
63+ 3, ce qu’il fallait démontrer.

Si a est assez petit, on voit de même que la distance entre Y ou E.

d’une part, et, d’autre part, tout point commun à G) + 3 et à la demi-
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droite d’origine 3 déterminée”par les coefficients23 aa_g (E)c;æ(E), est
toujours > a, si de tels points communs existent. -'

4. Fonmmon DE LA FONCTION AUXILIAIRE. — Reprenons la fonction
HQ(X, E‘) définie au Chapitre I (g 4). Dans les expressions de D et
des Aung au moyen des (11,3, ainsi que dans les expressions(23) et (25)
à (28) du passage cité, remplaçons toutes les constantes amp, CO‘ et le

par les fonctions aa,p(E‘.), ca(E) et k(E) introduites dans le présent
chapitre (gg [ et 2). Les grandeurs D, A…; et 0 deviennent ainsi des
fonctiOns de E., et les grandeurs A., A,, A3 et Q deviennent de nou-
velles fonctions de X et de 5. Soit H3(X, E) ce que devient la fonction
H, quand, dans son expression (29) (Chap. I, 54), nous entendons
toutes ces grandeurs dans le nouveau sens.

Soit maintenant p. une constante positive assez petite pour que
l’inégalité w(E)ê—2p entraîne les propriétés établies aux para-
graphes 2 et 5. Posons    “=”» 3> [W(E)z — u],

(9) H (X =)_ W(LL+2P H,(X,E)_&? ÿgî:)) _
[“PËW(E)Ë—2P—L

w(J\l) _: <—t/Ÿî) [W(—)= 21—L].
{

Enfin, reprenons la longueur positive a du paragraphe précédent :

si w(E) est 2—2 p…, et si E' est l’associé de E, la distance entre E‘. et le
""I’ plus proche point où la demi-droite mentionnée, d’origine .:. , ren-

contre 3, est > a, si cette rencontre a lieu. Posons enfin

(…) mx =‘)— ‘ |'—”"(L’(X,E)]°HJX,E) {L(x,a)ga],
. a — _

( 0 [L(X, E)ga].

Nous allons établir que H(X, E) possède tous les caractères dont
nous voulions doter la fonction auxiliaire annoncée au paragraphe 1.
Nous établirons aussi d’autres propriétés de cette fonction auæiIiaùe.

Tout d’abord si E‘. appartient à Œ+$, si X appartient à CD—l—‘ä—E
et si sont remplies les conditions w(E) 2— 2 p. et L(X, E)Éa, la fonc—
tion H, est continue et deux fois coutinûment dérivable par rapport
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à…X, car cette fonction ne cesse d’avoir ces propriétés que lorsque X
vient en E‘. ou sur la demi-droite mentionnée, d’origine E’, et
tous ces points sont exclus par nos hypothèses. De plus si X
et E. tendent vers un même point--limite situé dans la région
0 > w(E)> -—211, la fonction H devient infinie comme une fonction
de Green.

Par suite, oùque soit E‘. dans G) + 25, si X appartient à 02 + ES ——3

et si l’on a L(X, E‘) 5 a, H,,(X, E‘.) est continuet deux fois continûment
dérivable par rapport à X. Si X et E tendent vers un même point-
limite situé dans (12, H.(X, E‘.) devient infini comme une fonction de
Green. -

Donc, où que soitE dans Œ+$, si X appartientà CD—l—‘â—E,
H(X, E‘.) est continu et deux fois continûment dérivable par rapport
à X. Si X et E‘. tendent vers un même point—limite situé dans (D,
H(X, 3) devient infini comme une fonction de Green.

‘

Il reste à vérifier les conditions (5) et (6). Le nombre 11 qui va y
figurer est celui qui a été défini au paragraphe 1, sauf dans certains
cas où ce nombre était égal à un et où nous avons déjà dû le diminuer
au.paragraphe2. "

Occupons-nous d’abord de la condition (5). Il est certain, d’après
la formation de H,, qu’on a

_ (FH X 3 , ..
£a.Baa,fi(—=)_—âlîî(âäJ_g-HL(X1 ë)=01

pourvu que X et E‘ appartiennent à 02 et qu’on ait 0 < L(X, E)Éa.
Cela entraîne-3

01 H (X, 3)
data dæg,

_ . 0 L1-m(X, E)] ( ue] que soit L))—g2H<x,a>= ’ [ qV ':“1.3aa.3 (““)
! O(gn—1)e—Vngx,3l (gl, ?: 1 )}

pOurvu seulement que X etE. appartiennentàa03 et soient distincts;
la constante positive v et les constantes sous—entendues dans les sym—

boles 0 ne dépendent, ici et dans la suite, ni de’“-… ni de X ni de g; en
effet cette limitation est évidente si W(E)est_<——— 2 u., et, si w(E) est
>-——2u., elle résulte de ce que L(X, E)L“‘(X, E’), étant toujours
continu, est borné, et de ce que pour la même raison, la bornesupé—
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rieure de Q est < 11 (Chap. I, 3‘ 2). Nous en déduisons enfin

} O[l"-"'(X, E.) (quel que soit L),(… ffH(Xi5)_“”“ “E’: to…)1;.e—vguxs» <gLzx).

Nous avons ainsi établi la limitation (5) et même quelque chose de
plus.

Passons à la condition (6). Soient Y un point de $, et“... un point
de 69 + $-— Y. Nous voulons limiter plusieurs fonctions de ces deux
points. Tout d’abord, a(E) étant <L(Y, E.), nous avons, d’après leparagraphe 2,

/.‘(3) —— zaEaca(3) =-—— W(E) : O(a): O[L(Y, E)].

Nous avons aussi k(Y)_ 2a£aca(\)=o lL(Y: E)]
car le premier membre est égal au produit d’un facteur borné par la
distance entreE et une variété qui contient Y. Limitons maintenant

k(£) _ 2a)’a”z(£)=Za(îa_3'1)ca(a) —— (V(E);

si le segment EY est tout entier, sauf ses extrémités, dans (D, cette
expression vaut 0[L‘*"(Y, E)], d’après le théorème des accroisse-
ments finis; si l’intérieur de YE n’est pas tout entier dans 02 et
que F. soit dans 03, soit Y le plus rapproché de 3 parmi les points
communs à YE. et à 28; nous avons

k(3) _ 2,u,c,(5): O[l.‘+h(]”, E)] :;— O[L'+h(Y. E)];

mais E,,(u,—y,)c,(E) est le produit géométrique de deux vecteurs,
dont les longueurs sont O[L(Y, E)] et O( 1 ), et dont l’angle est

g- O[L"(Y, E)]; ce produit géométriquevaut donc 0[L‘*"(Y, E)];
donc nous avons toujours, même si E est 8,

k(£) _ zayaca(a): O[L"""(Y, E)]
La quantité Ic(E)— k(Y)— 2‘._,y,[c,(E) — c.,(Y)] vaut aussi

O[L”"(Y, E)], car elle est égale‘a la précédente. Par différence avec
cette dernière quantité, nous trouvons enfin

A—(E) _ k(Y) _ z,ga[c,(a) _ …Y)] : O[Li+h(=Y, E)].
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Si maintenantnous appliquons le théorème des accroissementsfinis
à la différence entre les deux valeurs de A2 [Cl1ap. [, g 4, formule(26)]
obtenues en mettant X en Y et en remplaçant les lettres 0, et lc d’une
part par leurs valeurs en E, d’autre part par leurs valeurs en Y,
pendant que les fonctions au; (et Aung) sont toujours prises en E,
nous trouvons que cette différence est 0 |_L'*"‘(QY, E)]; dans l’applica—
tion du théorème des accroissements finis, on considère k—Z,c,y,,
Ic—— E,c,E, et tous les c,. comme autant de variables. Si nous prenons
les différences des deux valeurs correspondantes de chacune des
fonctions A, et A,cosfi, nous trouvons encore O(L…‘(Y, E)]. La
différence entre la dérivée par rapport à un des y, d'une des fonctions
A,(Y, E.), A,(Y, E) et A…_.(\Y, E)cosfl(Y, E.), définies au début de ce
paragraphe, et ce que devient cette dérivée quand on y remplace
Ic(E) par k(Y) et chaque c,(E) par c,(Y), est 0[L"(Y, E); cela se
vérifie immédiatement.

Dans H,(X, E.), remplaçons toutes les fonctions c,(E) et Ic(E) par
des constantes qui coïncident avec les valeurs prises par ces fonctions
en un point donné Y de 3; soit HZ(_\', E.) la fonction ainsi obtenue;
nous avons, pour le point Y donné,

1“ =‘ 3 ' =- _ .
daHBa13(—)ŒÏB(Y)(ÈZ'Œ

(Y. —)—0. 
nous en concluons, pour ce même point Y, sous la condition
L(_Y, E)5a.

' O L‘*"—"1 Y E uel ne soit LSa .GH;(Y, ; [ ( , )] (q (1 _ ).;) = , O(g'"—' )L"(Y, E)e_vgL(Y,El (pour gL 2 1).

Mais sous les conditions w(E)ê— zp et L(Y, E)Éa, la dérivée de
H,(X, E.) — H;(X, E) par rapport à @@ = !, ..., m) vaut, lorsque
‘( est au point donné Y,

()[L”"-”‘(Y, E)] (quel que soit L ga).
O(g…) L1+h(Y, 3)e—vewfiv (si gL est g. >.

Nous en déduisons que ®H,(Y, E) admet, lui aussi, des limitations
de ce type, quand on a W(E)ê— 2p. et L(Y, E)5a. Ce même type
de limitation convient aussi pour ®H,(Y, E), pourvu seulement
qu’on ait L(YE)Éa. Enfin il convient aussi pour ®H(\Y, E) dans tous
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les cas :

O[L“"“'”( Y, S.)] (quel que soit L),
(IQ) 6H(Y. :-)I O(é”") L1+h(Y, E)e_vgL(Y,F-l

,

(pourgL31),

C’est la condition (6) annoncée, et quelque chose de plus.

5. PREMIER SYSTÈME D’ÊQUATIONS lNTÉGRALES. — Dans le problème
énoncé au début du chapitre, remplaçons 5u par 5u—g‘*‘u; ce ne
serait qu'un changement de notation, si nous nommions c+ g‘-‘ la
fonction donnée, auparavant nommée c; mais tel n’est point notre
dessein. La condition (3) est donc maintenant remplacée par
(13) :îu—g2u=f dans CD.

Ayant formé la fonction auxiliaire H, nous cherchons u parmi les
fonctions
(… “…:—fa;
où 9 et a sont deux fonctions inconnues; 9 doit être défini et continu
en tout point de (D, 5 doit l’être en tout point de $. Posons

Un) (rn—U

mx, A)p(A)dV,fi—f “(X, B)a(B)dS…
23

(' K…(X, A)=5H(X, A) —â’H(X, A), K1.z(X,B)=-— K…(X, B),
5(' ) ……(Y, A)=9H(Y,-A), K=,=<Y, B>=— K…(Y, B).

Nous allons établir que, pour les fonctions exprimées par (14), les
conditions (13) et (4 ) se traduisentpar les équations

(…) (m'—l)
(16) p<X>— K1.i<x,A>p<A>dw—f K1.z(X;B)V(B)dSB=f(X)—

(D 3
(ml (tn—p

(17) am — K…(Y, A)p<A)d\‘A—j K…<13 B>a<B>dsn=ç<Y>,
w 28

qui doivent être satisfaites où que soient X dans 62 et Y sur 3.
Il est tout d’abord certain, d’après des travaux antérieurs

(g, Chap. 1), que (16) traduit (13). D’après les limitations des
dérivées de H, on a aussi

(ml (m)

9 H(Y,A)p(A)dVt= K=,.(Y,A)P(A)de
60

, (D

Journ. de Math.. tome XVlll. — Face. II. 1030. [8
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_ caoaczs…cmaun._;
à condition que 9 soit convenablement limité au voisinage de $ : il
suffit qu’on ait p=O[(—w)"“')], w étant la fonction du para-
graphe 2 (rt, Chap. I, g 7); ajoutons cette hypothèse. Pour appliquer
l’opération @ à l'intégrale d’ordre m— 1, considérons comme donné
un point Y de 2)”. Si “8. est un domaine de'—$, et si Y ‘eSt intérieur à ‘8‘. ,

nous avons évidemment

@)
. li(Y B)a(B)dSB_—-f Y B)a(B)t/S.;.

là“—{S‘ — 18

Soit? une longueur positive, au plus égale à la longueur a du para—
graphe 5; de plus r est supposé assez petit pour que, parmi les points
A communs à 63 +$——Y et à la région L(Y, A)Ër, il n’y en ait
aucun sur la demi—droite issue de Y et dont les coefficients de direc—
tion sont les 23l13_a(Y)03(Y); enfin rest assez petit pour que l’angle
entre les directions [c,(A), . . ., c…(A)] qui correspondent à deux
points variables dans cette région commune, soit inférieur à un
angle aigu fixe. 3, sera pris intérieur à cette région L(Y, A)Ër. Soit
H*(X, E‘.) ce que devient la fonction Ha (@ 4) quand on y remplace
toutes les fonctions aa,3(E), A,3(E), D(E), cœ(E) et k(.":”.) par des
constantes égales aux valeurs prises par les mêmes fonctions au
point donné Y. Si Y, est un des points définis au paragraphe 1, si t
est assez petit, si B appartient à $. et si E est la projection orthogo-
nale de B sur la variété Eaeaca(Y)=k(Y), on constate que les
dérivées par rapport à x., des différences H(X, B)—H.(X, B),
H3(X,B)—H*(X, B) et H*(X, B) — H*(X, E) valent O[L‘+h“m(Y,B)]
quand X est en Y.; d’autre part H3(X, B) et H,,(X, B) sont iden-
tiques (5 4). Cela ramène notre question à celle du Chapitre I, para—
graphe 4. Il est donc démontré que (17) traduit la condition (4).

Nous allons montrer maintenant que le système [(16), (17)] obéit
à la théorie de Fred/wlm. Pour cela nous utilisons uniquement celles
des limitations(I l) et (12) qui sont valables quel que soit L ; ce sont
en somme les conditions (5) et (6) pour le problème actuel; ces limi-
tations entraînent

K1’a=O(Lh‘—m), KL“: O(L1+h_m) (a=1 ou 2).

Soient K‘:_’B les noyaux qui remplacent les K,._g aprèsitération de
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rang n; on a donc

) -Kg,3=Ka,p
et

(m)

Ka“,îa“<x, :) = Kttà<X, A) …… E)”…
(D

(m-—t)

+f K‘ttè(X, B)K,_B(B, a)dsn.
$

Pour limiter les g‘_ë, nous emploierons le lemme suivant, démontré
ailleurs (n, Chap. I, g 2 à 4), grâce auquel les intégrales étendues
a 25 se limitent par les mêmes raisonnements que les intégraleséten-
dues à 03 :

Soient a une constante donnée, X un point qui varie dans l’espace à
m dimensions, l et B des longueurs positives variables. En intégrant
dans la région de $ déterminée par les inégalités l < L(X, A) < R,
nous avons

…,_,, O(R°‘) (a>o),
(18) f L°‘+‘—"‘(X, A)dSA= O(l°‘) (a<o),

O[log(2R)—logll (a:o,Rêl);
les constantes impliquées dans les symboles 0 ne dépendent que de 28

et de a. La première limitation (a > 0) est encore valable pour l: o

Pour simplifier, nousutilisons la possibilité de diminuer h, de façon
que ni mh*' , ni (m —— 1)h“‘ ne soient entiers; en particulier Il est main-
tenant supposé < 1 .

_

Limitons d’abord les K%. La partie de l’intégrale d’ordre m— 1

qui provientde la région 2L(X, B) < L(X,E)vaut, d’après le lemme,
O(s"“‘)L”"“"'(X, E.), en désignant par s la (plus courte) distance
entre X et 3. La partie qui provient du champ 2L(E, B) < L(X, E
vaut O[L"‘“"‘(X, E)], toujours d’après le lemme. Dans le champ
restant, 3L(E, B) est 2 L(X, B), et par suite l’intégrale est

Im—1l
… 1 )f u+=h—=m(x, B)dS,,= 0[L=h—m(x, E)],

d’après le même lemme. La même division en,régions permet de
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limiter l’intégrale d’ordre m, qui vaut 0( L'-‘"*'”). Nous avons donc
Kiîîfi= 0(L2h—m+ slt—| Ll+h—-m).

On trouve de même K‘_ÎË=O(L'”"“'")si 2h est < m — 1 , et :O(I)
si 2h est > m — 1 ; notre choix de h écarte le cas intermédiaire.

Plus généralement, si n est un entier > 1 et tel que nh soit < m — 1 ,
des raisonnements semblables aux précédents donnent, par récur—
rence, les résultats suivants :

K;:'è: O[Lnh—m+ 2{/sl]lL—'lL1-wn—th—m] (0 < q $ Il _ [, qh < ] ))

Kglè: 0 ( L1+nh—m);

la sommation est étendue à tous les entiers q qui remplissent les con—
ditions indiquées. Pour m — 1 < nh < m, nous avons

Ki?%$= 0UJnh—m+zqsqh—1L1+(n—qm—m+six—1] (nh + I _ ,n < qh < 1 ),

uz:zt: ou >;

la sommation est étendue à tous les entiers q qui remplissent les nou-
velles conditions indiquées, et il peut arriver qu’elle soit nulle. Enfin
pour nh > m, nous avons
(1 ) Ki",=O(M—î), K@f‘à:0m.9 ,

.

Si donc nous ramenons à une seule équation intégrale le système
itéré de rang assez grand (f, Chap. I), le noyau de celle-ci est le
produit de deux facteurs dont l’un est borné et continu (la conti-
nuité se démontre aisément), et l’autre ne dépend que du premier
point variable, et ce dernier facteur est sommable. Que sont les
seconds membres ‘? Celui de l’équation qui correspond à (16) est

' (m)

f(X)+21gp<n[ f K(fi)4(XsA)f(A)d\A
CD

(rn—1)

+f K‘ï”2(X7 B)<P(B)
[183]

=O(sh—1),
:$

et il est continu en tout point de 02; celui de l’autre équation ne
dépend que d’un point de $, et il est borné et continu; ils sont donc
tous deux sommables, et il en est de même pour le second membre de
l’équation unique en laquelle ce système est transformable. Donc on
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peut employer pour cette équation unique les séries de Fredholm;
par suite la théorie de Fredholm est applicable au système itéré; cette
théorie est donc applicable aussi au système [(16), (1 7)], comme nous
voulions le démontrer. _

On constate en outre que, si ce système d’équations est compatible,
p(X)est continu en tOut point de 0), et vaut O(s"“' ), et a est partout
continu. La fonction u définie par (14) remplit donc bien les condi-
tions exigées.

6. CAS D’ÉQUIVALENCE. — Il est douteux que le système [(14), (16),
(n)] équivaille aux conditions (13) et (4). Tout ce que nous savons,
c’est qu’à tout système de fonctions 9 et a qui remplissent les condi-
tions (16) et (17), correspond par la relation (14) une fonction u qui
remplit les conditions (13) et (4). Mais d’une part il est douteux que
toute fonction u qui remplit ces conditions puisse se mettre sous la
forme (14); d’autre part il est douteux que, dans certains cas, il
n’existe pas deux systèmes de fonctions 9 et a, auxquels correspond la
même fonction u.

Cependant l’équivalence a lieu dans un cas fort important, que
nous allons exposer. Si les fonctions 0 — ga et — 7. sont négatives en
tous les points où elles sont définies, des raisonnementsbien connus (')
prouvent qu’il n’y a pas deux fonctions u distinctes qui remplissent
les conditions (13) et (4). Montrons maintenant que, les opérations 97
et @ étant données, si g est assez grand, le système [(16), (m)] est com-
patible quels que soient fet <p; il n’y a donc alors qu’un seul système
de fonctions 9 et 0, puisque la théorie de Fredholm s’applique. Pour
établir cela, prouvons d’abord que si g est assez grand,

. | III—l'(Ill)

[, |K,,,(A,E)[d\‘1 et ] |K…<B.E>ldS»
28

sont aussi petits qu’on veut. Pour l’intégrale d’ordre fn, cela résulte 
(‘) Ces raisonnements reposent sur ce que la solution du problème homogène

ne peut atteindre ni maximum positif ni minimum négatif. Cela a lieu si c -— g’
et —— x sont 50, mais non simultanément identiquement nuls. Pour les réfé—
rences, voir Chapitre 1, paragraphe 2.
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des limitations(! I) dans le champ LJË <_1, nous avonspour K, ,
une limitati0n indépendante de g, donc ]intégraleétendue‘a ce champ
tend uniformémentvers zéro avec g“; dans le champ L\/—>,1 nous

voyons d’après (1 1) que K, , vaut O(g‘") e“""3, résultat infiniment
petit avec g“, l’intégrale étendue à ce champ est donc infiniment
petite, elle aussi. Même raisonnementpourl’intégrale d’ordre m — 1 ,
en nous servant des limitations (12) et du lemme énoncé plus haut
(@ 5). Si donc g est assez grand pour que ces deux intégrales
soient inférieures à un nombre fixe inférieur à un demi, les séries
E,,s'“"K‘,ÇQ(X, E‘.) et !K£,”,},(Y, E) convergent uniformément à partir
du plus petit rang n tel que nh soit > m. Donc alors le système[(16),
(17)] est compatible, comme nous l'avions annoncé. Si maintenant 7.

estpartout positif (' ), et si g est assez grand pour que c — ga soitpar—
tout négatifetpour que le système [(16), (17)] soit compatible quels que
soientf et 30, ily a équivalence entre le système [(14), (16), (17)] et les
conditions (13) et (4).

On a dans ce cas des expressions
(m) (rn—1)

p<X>=f<X)—f ac…,<x A)f(A)d\A—fs ac…<X B>cp<B>dS…

( m) (m—1)

a(Y)=cp(Y)_ JC,,,(Y, A)f(A)dh—f Jt,,,(1, B)ç(B)dS…
au :S

où les noyaux JC…g, qui résultent de ce qui précède, admettent les
limitations

JCL“: O(Lh—m + sh—l L1+h—m)y JCz.a= 0(IJl+/l—ln)) _

et satisfont aux identités

JC1,=(X, B)=—ÜC1,1(X,B)1 JC,__._,(Y, B):—JÇ,y,(Y, B)-

Nous en déduisons
(m) (m—1) '

(20) u(X)=—L G(X,A)f(A)aN,+f$ G(X,B)ç(B).dS… 
(‘) Ou nul.
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avec
'

(m

(21) mx, S)=H(X, s.)—f H(X, A)JC,,,(A, E)dV,,
(D

(nl—i)

+f H(X, B)Jç,_,(B, E)dS.,.
s

La fonction G ainsi définie se nomme la fonction de Green relative
aux opérations 5 — g2>< ( . . .) et (9. On peut vérifier les propriétés
(22) 5G(X, 3) —g‘2 G(X, E.) :o (quand X appartient à 03 — E),
(23) OG(Y, E‘. :o (quand Y appartient à ‘8—— E.).

De plus, si X et E tendent vers un même point de (D, G devient infini
comme une solution fondamentale; enfin, en regardant g comme fixe,
0na

'

____ ..1S O(L2—m) (rn>2),(24) - G——
} O[log(2A)_logL] (m=2),

A étant la longueur de lapins grande corde de ‘e‘)

7. DEUXIÈME svsrÈms D’ÉQUATIONS lNTÉGRALES.——l D’après le paragraphe
précédent, quelles que soient les opérations données 5 et @ (remplis—
sant les conditions du paragraphe 1), nous savons trouver des fonc—
tions continues c,(X) et x,(Y) telles que le problème relatif aux
opérations t’? —c. >< ( . . .) et ®—— x. >< ( . . .) “Soit compatible
quelles que soient les fonctions continues assignées comme résultats
de ces opérations; en outre, ce dernier problème se résout par la
formule(20), au moyendune fonction de Green G, que nous sav0ns
construire. Il n’en faut pas plus pour traiter le problème du para—
graphe 1. En effet les conditions (3) et (4) peuvent sécrire

5u—c,u=f—c,u,
Ort—x,u=c_p—x,u,

et, puisque u doit être continu dans @+ 8, elles équwalentà l’équa-
twn mtégfale

("Il .
(25) ”(X): f c<x, A)[c,(A)u(A)—f(A)].dVÂ

(0
(rn—1:

+f G(X, B)1<p(B)—x.<B)u<B>JdS»«,, _
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Posons v( Y ) = u(Y), quel que soit Y sur 8; soit encore
un) (Ill—il

F(X)=- G(X,A)f(A)dh—i—f . G(X,B)cp(B;dS,,.
co 3

L’équation (25) peut être remplacée par le système
(m—h.(m)

u(X)—j G(X,A)(',(A)ll(';\)1l\'A+f G(\. B)x,(B)v(B)dbj= F(X),
(D

LS

(nil tin—ll
v(Y)— G(Y, A)c,(A)u(A)dh-+—f G(Y, B)E,(B)V(B)dS.,=FŒ),

(D 3

auquel s’appliquent, si l’on veut, les raisonnementsdu paragraphe 5;
plus simplement, on peut ici raisonner comme dans un Mémoire anté-
rieur (f, Chap. I, 52 et 5). Donc cette équation (25) est une équation
de Fredholm.

Comme elle équivaut à notre problème, on voit qu’ou bien le pro-
blème homogène n’admet que la solution zéro, et alors le problème non
homogène est compatible quels que soientf et :p; ou bien le problème
homogène admet des solutions non identiquementnulles, quise déduisent
d’un nombrefini 1) de solutions linéairement indépendantes, et alors le
problème non homogène n’est compatible que moyennant p conditions
nécessaires et sufi‘isantes dont le type est bien connu.

8. COMPLEMENTS rossmtas DE CETTE ÉTUDE. — Ainsi, en employant
uniquement des équations de Fredholm, nous avons résolu et discuté
le problème du paragraphe 1_ La méthode suivie au paragraphepré-
cédent permet d’étendre le résultat aux problèmes plus généraux
traités dans les Mémoires cités (j et n; voir aussi les Notes citées dans
l’Introduction); c’est d’ailleurs la méthode suivie dans l’un d’eux (n).
Nos équations de Fredholmpermettentaussi de retrouver des résultats
antérieurs, relatifs aux dérivées des fonctionsde Green et aux dérivées
de l’inconnue (n, Chap. [I, g 14 et suiv. ).

Pour trouver des cas où la fonction de Green, G(X, E!), est déri—
vable par rapport aux coordonnées de E, ou bien possède certaines
dérivées d’ordre supérieur à un, on peut remplacer dans l’expression
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de H3 les aa,3(E) par les fonctibns

.(…2
III.

2nÎL7—(X, E)P(q)
Un) .:

. L(E,A)<L(X,E. (__) ) dV…

où )\ et q sont des constantes positives; on suppose que, si X et E
appartiennent à (D + ?>”, les a…;; sont définis en tout point de la région
L(E,A)gL(X, 3). Cette fonction a;_3 sera dérivable, par rapport
aux coordonnées des deux points, jusqu’à un ordre donné }) si l’on
prend X>p et q2p (car nous supposons toujours que les “M$ sont
partout continus). Si 7\ tend vers zéro, q étant positif et constant,
a;,p(X, E) tend vers a1,3(3); nous avons donc employé ici une sorte
de cas-limite de ce procédé.

Addition. — Travaux publiés depuis la rédaction de ce Mémoire :

C. R. Acad. Sc., t. 207, 1938, p. 1351 à 1354; t. 208, 1939, p. 1462 à 1465;
ALFRED LIÉNARD, J. Éc. Polytech., 3° série, 1938, p. 35 à 158 et 177 à 226; 1939,
p. 55 à 84, avec suite non encore parue; MAURO PICONE, Rendiconti Accad.
Lincei, 6° série, t. 28, 1938, p. 331 à 338.
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