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L’arithmétique des lois de probabilité;

PAR PAUL LÉVY.

Il ne saurait être déplacé de parler dans ce volume du séminaire de
M. Hadamard. Les travaux du savant sont des monuments durables
qui témoigneront toujours de son génie; c’est à ses élèves qu’il appar—
tient de louer l’œuvre du maître. Je ne peux que noter ici un des
aspects les plus caractéristiques de ce séminaire : la variété des sujets
qui y sont traités. Parcourant les périodiques récents, M. Hadamard
y choisit, il nous l’a dit lui—même, tout ce qui l’amuse, et c’est visible-
ment avec une curiosité toujours amusée qu’il écoute les exposés faits
par ses collaborateurs, dont chacun, suivant sa compétence,contribue
à l’instruction de tous. Mais la compétencedu maître s’étend aussi bien
à l’arithmétique qu’à la théorie des équations aux dérivées partielles,
et à la géométrie la plus concrète aussi bien qu’aux parties les plus
abstraites de l’analyse générale. Sans effort, il passe d’un de ces
sujets à l’autre, et, en intervenant fréquemment pourfairepréciserun
point obscur ou souligner au passageune idée particulièrementimpor-
tante, prouve que rien, dans le domaine des mathématiques, ne lui est
étranger.

Le présent travail est le texte d’une conférence faite à ce séminaire
le 12 janvier 1937. J’ai déjà, dans des travaux antérieurs, exposé
l’arithmétique des lois infinimentdivisibles ('). Un théorème général
de M. Khintchine, et un grand nombre de résultats particuliers de ce
savant ou de ses élèves m’ont fait penser que le moment était venu de 

(‘) l’. LEVY, Théorie de l'addition des variables aléatoires, ä55. Cet ouvrage
sera désigné dans la suite par l’abréviation « variables aléatoires ».
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18 PAUL LÉVY.

tenter une esquisse de l’arithmétique générale des lois de probabilité;
le lecteur verra que, si maintenant le cadre existe, il reste, au moment
où j’écris, beaucoup de problèmes particuliers à résoudre.

l . REMARQUES PRELIMINAIRES. — On sait que la loi B dont dépend une
variable aléatoire réelle X peut être définie, soit par sa fonction de
répartition F(a:), soit par sa fonction caractéristique

… cp<s)=f e"Z""dF(w),

toujours bien définie pour ; réel. Si B., B2 et Edésignent les lois dont
dépendent respectivement deux variables indépendantes U et V et
leur somme X, leurs fonctions caractéristiques sont liées par la
relation
(2)

'

<pl<s)çt(s>=cp<s>,

et il est naturel de considérer la loi résultante 13 comme le produit des
lois composantes B, et 52, et de dire que ces lois composantes sont les
diviseurs de la loi £? .

L’ensemble de toutes les lois possibles constitue ainsi un corps JC
dans lequel la multiplication est toujours bien définie; elle est commu-
tative. Le symbole 1 doit naturellement représenterune loi telle que
l? >< 1 = E’, c’est—à-dire qu’il correspond au cas où X n’a qu’une valeur
possible, égale à zéro. Une loi E’ est une unité du corps si l’on peut lui
associer une autre loi E” de manière que fifi”: 1 ; cela implique que
la variable X dépendant de la loi 13 n’ait qu’une valeur possible m(car
si elle en avait au moins deux, il en serait de même pour le produit
fifi”); sa fonction caractéristique est c…“; nous désignerons une telle
loi par ‘lL"‘, % étant la loi qui correspond à m = 1 .

En dehors du cas où E' est une unité, |qa(z) ], toujours au plus égal
à l’unité, ne peut atteindre ce maximum (toujours atteint pourz=o),
que pour une infinité dénombrable de valeurs de m, formant une pro—
gression arithmétique; on a donc presque partout lcp(z)] < 1. Il en
résulte que cp°‘(z) ne peut être une fonction caractéristique que pour
ocêo. Le symbole E’“, représentant par définition la loi de fonction
caractéristique cp“(z) (si elle existe), a donc toujours un sens pour ou
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entier positif, peut en avoir pour des valeurs positives non entières de
a, mais en dehors du cas des lois unités, n’a pas de sens pour ou négatif.

Rappelons que la dùpersion to(a) de la variable aléatoireX (ou de la
loi 12 dont elle dépend) est la longueur minima d’un intervalle fermé
auquel correspondepour X une probabilitéau moins égale à a; il s’agit
d’un minimum toujours efiectivement atteint. La valeur moyenne de
cette fonction peut être utile à considérer; mais il peut arriver qu’elle
soit infinie. Pour définir une moyenne qui soit toujoursfinie, introdui—
sons une fonction Mio), définie pour m positif, continue, constamment
croissante, et restant bornée quand ce tend vers une des valeurs limites

&)  ! ‘ ' (I.)

zero et l'1nfim; par exemple— ou
V] + (,)ï [+ (|)

sion moyenne de la loi !? relativement à ‘A(to), ou, plus simplement
dispersion moyenne de la loi !? (ou de la variable qui dépend de cette
loi), et désigneronspar 8 = 3(£’) le nombre 3 défini par la formule

- Nous appellerons disper-

:
(3) Â(ô‘)=f À[œ(a)]dæ.

Il est toujours bien défini, nul pour les lois unités, positif dans tous
les autres cas. Si la loi E dépend d’un paramètre variable t, dire que
8augmente indéfiniment revient à dire que w(a) augmente indéfini—
ment pour tout et positif, c’est-à—dire qu’à la limite toute la probabilité
se concentre à l’infini; à un intervalle fini correspond dans ce cas une
probabilité qui tend vers zéro. Au contraire, dire que 8 tend vers zéro
revient à dire que œ(ô) tend vers zéro pour tout on inférieur à [, c’est—
à-dire qu’il existe un nombre m, fonction de t, tel que la variable X——m
dépendant de la loi 13‘1L“"‘ tende en probabilité vers zéro. On peut donc
considérer que 8 définit l’écart de la loi 13 et du type de loi unité (c’est
du moins une définition possible).

Une propriété importante de l’écart ainsi défini est la suivante ('): 
(') Cette propriété appartient aussi à l‘écart quadratique moyen, s’il est fini;

mais ce qui oblige à introduire une notion différente de celle d’écart quadratique
moyen est que, indépendammentdu fait qu’il ne soit pas toujours fini, cet écart
ne donne pas une définition acceptable pour l’écart de la loi étudiée et du type
de loi unité. Du moins, il correspondrait à la convergence en moyenne de X vers
une constante, et non à la convergence en probabilité, que nous considérons ici.
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si .!3 = [3’ E’” , et si 1?” n’est pas une loi unité, 8(JÎ) est supérieur à 3(É’)
(l’égalité étant exclue); c’est une conséquence immédiate du théorème
29, l de mon livre cité plus haut, d’après lequel la fonction w(a) rela-
tive à la loi E est toujours au moins égale à la fonction analogue rela—
tive à E’, et lui est effectivement supérieure pour au moins certaines
valeurs de ou, donc dans au moins un intervalle.

Un produit infini de lois de probabilité est le symbole qui corres-
pond à une série ZX,. à termes aléatoires indépendants les uns des
autres. Une telle série est, ou bien quasi—convergente('), ou bien essen—
tiellement divergente; dans le premier cas, ou bien elle est presque sûre—
ment convergente, ou bien peut le devenir par l’addition d’une cons-
tante convenable à chacun de ses termes; sa somme est une variable
aléatoire définie à une constante près; dans le deuxième cas elle est
presque sûrement divergente, et il en est de même de toutes les séries
obtenues en ajoutant à chaque terme une constante quelconque. Le
produit infini Ht?" sera dit de même quasi—convergent dans le premier
cas et essentiellement divergent dans le second cas; un produit quasi—
convergent représente une loi définie à un facteur unité près. Nous
dirons de même qu’une suite de lois E; est quasi—convergente si l’on
peut la rendre convergente en multipliant chacune de ces lois par
une loi unité.

Pour que le produit 1113,. soit quasi—convergent,ilfaut et il suffit que
3(13.,132 . . . E’”), qui croît constamment avec n si aucun des .IÏ,. n’est
une loi unité, reste borné; cela résulte immédiatement de ce que la
fonction œ(oc) relative à B. 132 . . . 13,,, pour n’importequelle valeur de
et fixe et inférieurà un , reste bornée dans le cas de quasi-convergence
et augmente indéfiniment dans le cas de divergence essentielle (°). La
condition indiquée étant remplie si tous les produits finis E. E._, . . . E,, 

(‘) Je propose ce terme, après avoir hésité longtemps à introduire le mot
« convergentable », qui correspond mieux à l’idée que je voudrais exprimer;
mais il choque notre oreille, sans doute parce qu’on n‘a pas encore introduit le
verbe « convergenter ». J’ai d’ailleurs déjà, dans l'expression « loi quasi-stable »

utilisé le préfixe « quasi » devant un adjectif pour indiquer que la propriété
exprimée par cet adjectif est vraie à une constante additive près.

('—’) Cf. Variables aléatoires. ê’l—3. Mentionnons aussi qu’une condition néces-
saire évidente est que 6( f,.) tende vers zéro.
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sont des diviseurs d’une loi [3 indépendante de n, on est assuré dans
un tel cas de la quasi-convergencedu produit infini HB… De même, si
une suite de lois Q; est telle que pour tout n assez grand E'” soit un
diviseur de B',,_. , on est assuré de la quasi—convergence de cette suite;
ce résultat n’est autre que le précédent appliqué au produit 1113…
en posant BÇ,_, = B,.EL.

Si chaque loi f,, est definie par sa fonction caractér‘ùtique ç,,(z), la
quasi—convergence du produit infini 1113, ne dépend que des modules
|
cp,,(z) [; la condition nécessaireet suffisante pourcette quasi—convergence

est que, au moins dans un petit intervalle comprenantl’origine, le module
du produit

(Dn(5) : ?1(5)92(5)1 — -?n(3)

tende uniformément vers une limite |Œ(s)| ('); cela suffit d’ailleurs
pour être assuré que la limite |<D(5)| est bien définie pour tout
: réel, et que, dans tout intervalle fini,

nog seulement l’erreur
($)

‘D,,(z)
pour n infini. La fonction <I>(z) elle—même est définie à un facteur près
de la forme e…“.

Il faut bien préciser que la suite des produits finis L”. E’, . . . E,, n’est
pas du tout une suite de lois quelconques;le résultatqui précède ne peut
pas s’étendre au cas d’une suite de lois quelconques. Si d’ailleurs la
convergence du produit H|cp,,(z)| entraîne la quasi-convergence du
produit Il go,,(z), il ne suffit pas de connaître la limite |d>(z)| du pre—
mier produit pour connaître Œ(z) à un facteur près de la forme em”.
Ainsi on peut choisir une suite partielle d’entiers n pour lesquelles on
remplacera X, par — X,,, donc <p,,(z) par cp,,(— z); lo,.(z)l, et par
suite |d>(z) [, n’est pas changé, et l’on peut avoir pour (I)(z) une infi—
nité de fonctions différentes, dont l’ensemble a la puissance du
continu.

Il peut enfin être utile d’indiquer que, si 3(É‘. 132 . . . f,,) est connu,
on peut homer supérieurcment le nombre n’ des facteurs J.”, pour
lesquels 8(13.,) dépasse une valeur donnée €; si inversement on connaît
ce nombre n’, et 303. E? . . . E"), n est supérieur à une fonction de &

 [®(s)|—l d>,,(z)|, mais l’erreur relative logl ltend vers zéro 
(‘) Nous indiquons ici sans démonstration un résultat inutile pour la suite,

mais qui semble n’avoir jamais été énoncé explicitement,et mériter de l’être.
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qui augmente indéfiniment quand & tend vers zéro. Ces énoncés cor-
respondent à des propriétés connues de la fonction de dispersion œ(a)
(Cf. Variables aléatoires, ê48).

2. LES LOIS INDÉCOMPOSABLESET LES PRODUITS mms DE FACTEURS INDÉCOMPO-

SABLES. — Une loi B est dite indécomporablesi elle ne peut être mise
sous la forme É’Ê” qu’en prenant un des facteurs égal à une loi unité.
On ne connaît pas de méthode pour reconnaître sûrement si une loi
est indécomposable. Nous allons seulement”indiquer quelques condi-
tions suffisantes.

Nous dirons que a: est une valeur possible pour une variable aléa—
toire X si, quel que soit & positif, l’inégalité

|
X —— æ{ < 5 a sa probabi—

lité positive. Il ne faut pas confondre cette notion avec celle de valeur
à probabilité positive. C’est seulementsi une valeur possible est isolée
qu’on peut affirmer qu’elleest à probabilité positive.

Si U et V sont deux variables aléatoires indépendantes, les valeurs
possibles de U +V s’obtiennent en ajoutant de toutes les manières
possibles une valeur possible de U et une valeur possible de V. De
même pour les valeurs à probabilités positives. On en déduit que la
différence entre deux valeurs possibles de U doit se retrouver pour
la somme U + V au moins autant de fois qu’il y a de valeurs possibles
pour V. De même la différence entre deux valeurs à probabilités posi—
tives pour U doit se retrouver pour U + V au moins autant de fois
que V a de valeurs à probabilités positives. D’ailleurs, si U a un
nombre finip de valeurs à probabilités positives, si V en & q, U + V
en a au moins p+q— 1 et au plus pq. De ces remarques résultent
immédiatement les conséquencessuivantes :

1° Si les valeurs possibles d’une variable aléatoire X ont des diffé-
rences qui soient toutes distinctes, la loi f dont dépend X est indé-
composable.

2° Si X a au moins n2 valeurs à probabilités positives, et si l’on ne
peut pas trouver n groupes de deux valeurs à probabilitéspositivesx,,
et œ}.(h= 1, 2, . . ., n) tels que

' la", —.T,=J'2—.T:=. . .=.r,,——æ…

la loi !? dont déoend X est indécomnosable.
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Donnons-nous alors une suite infinie de valeurs œ,.(n=1, z,… .)
telle que les différences x,,——x, soient toutes distinctes. Si toute la
probabilité est répartie entre ces valeurs, et quelle que soit la loi de
répartition, on obtient une loi indécomposable. Tel est le cas, par
exemple, si æ,,= logp,,, tous les pn étant des nombres premiers. Il est
facile aussi de définir (précisons bien que nous voulons dire nommer,
au sens de M. Lebesgue), un ensemble de valeurs x,. qui ait la pro—
priété considérée et qui soit partout dense; on a ainsi facilement des
exemples de lois indécomposablesà fonctionsde répartition constam-
ment croissantes.

Mentionnons encore qu’une loi est indécomposable s’il y a deux
valeurs à probabilités positives et deux seulement, et que ce soient les
valeurs extrêmes. Il serait facile d’allonger la liste de ces exemples.
Indiquons maintenantquelques cas où l’on peut limiter le nombre des
facteurs dont la loi donnée est le produit (si l’on ne tient pas compte
des facteurs unités).

D’abord on voit aisément que, si les valeurs possibles pour X sont
toutes de la forme log N, N étant le produit d’au plus 1) nombres pre-
miers, la loi 13 dont dépend X est le produit d’au plusp facteursqui ne

soient pas des unités. Si ces valeurs sont toutes de la forme log —NIÉ,,

chacun des nombres N et N’ étant le produit d’au plusp nombrespre-
miers, la loi 13 est le produit d’au plus 211 facteurs.

Si X & p+ [ valeurs possibles, la loi B est le produit d’au plus p
facteurs, et ce maximum ne peut être atteint que si les valeurs pos-
sibles sont p+ 1 termes consécutifs d’une progression arithmétique.
En faisant au besoin un changement linéaire sur la variable, nous pou-
vons supposer que ces valeurs soient o, 1 , . . . , p; désignons leurs pro—
babilités par a… cc,, ..., ou,, et introduisons, au lieu de la fonction
caractéristique <p(3), la fonctiongénératricede Laplace

f(u)=a.,+a,u+. . .+oc.u”,

qui se réduit d’ailleurs à <p(s) si l’on pose u = e’“. Chaque décomposi-
tion de 13 en facteurs est liée à une décomposition du polynomef(u)
en un produit de polynomes à coefficients non négatifs. Si notamment
il n’existe pas de telle décomposition. la loi L” est indécomposable: si
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l’équation[(n)= 0 a toutes ses racines réelles (elles sont alors néces-
sairement négatives), et dans ce cas seulement, elle est le produit dep
facteurs.

Désignonspar f,,(u) la fonction génératrice

f(ll)——I—(I+U+ +ul*—1)——l—ï-[; ——p _p(l—U),
et par X,,, X'”, des variables dépendant de la loi L,, définie par cette
fonction, c’est—à—dire qu’elles ont 11 valeurs possibles et également
probables, o, 1, . . .,p — 1 . On a évidemment
(4) f,,,,(ll)=fi,(11)fi,(ll")=f,,(u)/},(ll”),

ce qui peut s’écrire
(5) X,,,, "’ \',, + PXi/N X'/ + (IX—in

le signe r\J écrit entre deux expressions aléatoires indiquant qu’elles
dépendent de la même loi de probabilité et les variables ajoutées dans
un même membre étant indépendantes l’une de l’autre (’). Cette for—
mule montre qu’une loi telle que La est, de deux manières essentielle—
ment dfiérentes (’), le produit de deux facteurs indécomposables;cette
circonstance est digne de remarque, car on aurait pu croire qu’uneloi
ne peut pas être représentée de plusieurs manières par un tel produit.
Plus généralement, si la décomposition d’un nombre entier n en fac—

teurs premiers est de la forme

n=PÎlp?_,‘i….pÏI-' (2.+0£2+...+0!k=h))

l’application répétée de la formule (4) donne autant dedécompositions 
(1) Pour p = 2, q = 3, par exemple, cela revient à dire que

(0 ou I)+(O ou 2 ou4)m(o ou 1 ou 2)+(o ou 3).

(‘-’) Nous disons que deux décompositions sont dzfe‘rentes si l’on peut passer
de l’une à l‘autre en multipliant chaque facteur par une loi unité; bien entendu
il n’est pas tenu compte de l’ordre des facteurs. Elles sont essentiellement dtflé—
rentes, si l‘on ne peut pas les déduire d’une même décomposition par des groupe-
ments difl'érents de facteurs. Si tous les facteurs mis en évidence sont indécom-
nnsahles. ces Jeux nntinne coïncident. '



L’ARITHMÉTIQUE DES LOIS DE pnommurÉ. 25

différentes de la loi L,, en un produit de h facteurs qu’il y a de permu—
h!tations différentes des facteurspremiers de n, c’est—à—direm -

1 . .: . . . . Ic-

Il semble probable que L,, n’admet pas d’autres diviseursque ceux
qui résultent de ces décompositions, ce qui entraîne en particulier
comme conséquence que L,, est indécomposable si n est premier, et
que dans le cas général toutes les décompositions de D,, aboutissent à
un produit du même nombre h de facteurs indécomposables. L’arith—
métique des lois L,, aurait ainsi une structure assez simple (‘).

Pour les lois indécomposables quelconques, les questions suivantes
se posent naturellement : peut-il arriver qu’un produit de h facteurs
indécomposablesait plusde h! décompositionsessentiellementdifl”érentes?
Peut—il arriver que le produit de h lois indécomposables admette une
décomposition comportantplus de [1 facteurs (dont aucun ne soit une loi
unité) (’)?

Si l’on passe du fini à l’infini, les remarques qui précèdent se
rattachent à la numération généralisée, dans laquelle un nombre X 

(') Depuis que ces lignes ont été écrites, l’exactitude de cette hypothèsea été
établie, dès le 15 janvier 1937 (trois jours après la conférence mentionnée plus
haut au cours de laquelle j’ai exposé les résultats développés dans le présent
travail) par M. Kramer. Pour le cas où n est premier, la solution a aussi été
obtenue, indépendamment, d’une part par M. Liénard, d’autre part par M. Raikoll‘.

Il peut être utile d’observer que ce résultat résout complètementle problème
de la décomposition en facteurs, non seulement de n’importe quelle loi L,,,
mais plus généralement de toute loi pour laquelle n valeurs de X en progres—
sion arithmétique ont pour probabilités les valeurs correspondantes d’une pro-
gression géométrique. On passe en effet du cas traité dans le texte au cas plus

general que nous indiquons en remplaçant f(æ) parf<q ), et faisant ensuitef(‘!)
un changement de variable linéaire sur X, et le problème de la décomposition
de f(x) en facteurs à coefficients non négatifs ne change pas par le changement
de x en qæ.

('—’) Depuis que ces lignes ont 'été écrites, j’ai montré qu’un produit de [1

facteurs indécomposables(h > 1) peut être indéfiniment divisible, ou admettre
des diviseurs indéfiniment divisibles, ce qui donne à ces deux questions des
réponses affirmatives. Mais les questions analogues, relatives au cas où l’on ne
considère que des décompositions en facteurs indécomposables, restent posées.

laura. de Math., tome XVII. — Fasc. !, 1938. 4
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compris entre 0 et 1 est représenté par la formule

(6) X=%+Ëî+.…+%+……
où P,,=p.p,. . . p,,, les p,, étant premiers, et où chaque a,, est un des
nombres 0, 1, .. ., p,,_.. Cela revient au même de dire que chaque a,,
est choisi indépendamment des autres, les pn valeurs possibles étant
également probables, ou que X est une variable aléatoire choisie entre
0 et 1 avec une répartition uniforme de la probabilité dans cet inter-
valle. Si S,, désigne la somme des n premiers termes de la série (6),
P,, S,, dépend de la loi LN(N = P,,), et un changement dans l’ordre des
facteurs premiers p. p2 . . .pn est sans effet sur cette loi, pour laquelle
on obtient des décompositions différentes dont le nombre peut
atteindre n !. A la limite, la loi dont dépend X est indépendante du
choix des p,,(le passage d’une suite à une autre pouvant même n’être
pas une permutation); on a ainsi des décompositionsdifférentes dont
l’ensemble a la puissance du continu.

A propos des décompositions multiples, signalons encore une
circonstance très curieuse, découverte par M. Khintchine : il est pos—

sible que l’on ait
(7) f=fife=f1ffla
les lois B, et B, étant différentes, c’est—à-dire qu’il eæiste des cas où,

'

une loi L°,, étant divisible par une loi E., le quotient peut être défini de
plusieursmanières. En désignantrespectivementpar <p . (z), <p2(z), cp,(z)
les fonctionscaractéristiquesde E., E.,, 133, la relation (7) équivaut à

(8) <P,($)l%(S)—çp;,(s)l=o.

Prenons pour q>2(z) et <p,(z) les fonctions

cPe(z)=Î—r /‘—”———I—acosæcoszm
dar,

(9) I‘"
"

<pa(z)= 5+  4 cosrræ+
cos(2n+1)7ræ

7ï‘-’ 12 (2n+1)2 ’

qui sont évidemment des fonctions caractéristiques(les coefficients
étant tous non négatifs). Pour [: | < 1, elles ont la valeur commune
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|—|3 |, mais la première est nulle pour |z |
21, tandis que la seconde

est une fonction périodique. On vérifie alors l’équation (8) en prenant
pour 3‘o.(z) la détermination cpg(z), ou 92(Xz), avec 7\ > I; le second
facteur est en effet nul de — 1 à + 1 ; le premier l’est en dehors de cet
intervalle.

On remarque que, c et c' étant des constantes non négatives et de
somme un, la loi L”’ de fonction caractéristique cq>2(z)+ c’cp3(z)
peut, aussi bien que E, et B:, être considérée comme étant le quotient
de E par B..

Il est facile de montrer que la loi 133 est indécomposable;il en est
évidemment ainsi de toutes les lois ayantcomme valeurs possibles tous
les nombres d’une progression arithmétique (ici les multiples impairs
de 11), et une seule valeur n’appartenant pas à cette progression (ici
zéro). On montre aussi aisémentque, à l’exception peut—être de E2, les
lois E’ sont indécomposables; le produit Lî’. Ba peut donc être repré-
senté par des produits E. E’ de deux facteurs indécomposables
dépendant d’un paramètre qui varie d’une manière continue.

5. Les LOIS INDÉFINIMENT DlVISIBLES. — Il existe un autre mode de
décomposition possible, qui est au précédent ce qu’une intégrale est à
une série. Les lois susceptiblesd’être ainsi décomposées sont appelées
lois indéfinimentdivisibles. En termes précis, une loi [? est indéfiniment
divisible si, quelque petit que soit & positif, elle peut être représentée
par un produit de facteurs ayant tous leur dispersion moyenne infé—
rieure à &.

J’ai montré en 1934 que la condition nécessaire et suffisante pour
qu’une loi soit indéfiniment divisible est que le logarithme de sa fonc—
tion caractéristiquesoit de la forme

. 52
” +”

._ ['t-u(I°) q’(‘)—PJ—v—)tî+<‘/—ln+[ ><e” —l—[—:;;)(ln(ll),

7\ étant non négatif, et n(u) étant non décroissant dans chacun des
intervalles (—œ, o) et (0, +00); cette fonction doit naturellement
être telle que l’expression écrite ait un sens pour toutes les valeurs
réelles de :, ce qui revient à dire que la fonction

u‘-’[ 1 + u'3
dn(u) 
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est à variation bornée de — oc à +œ. M. Khintchine a observé que
l’introductionde la fonction g(u) définie par cette intégrale de —— 00 à
zéro, et de zéro à + oo , mais qui augmente brusquementde “A quand u
franchit la valeur zéro, permet d’écrire plus simplement

+” ("Il i+u" '

(") ‘l’(5)=P—Ïz+f (6'°”—1—
° '

>—T—dgf(ll).1 + u‘-’ u

Le terme linéaire en 3 correspond à l’addition d’une constante à la
variable aléatoire étudiée; mais l’introduction d’un tel terme dans
l’intégrale peut être nécessaire pour la convergencede cette intégrale;
dans les cas où l’on peut le supprimer, ou remplacerî% par l’expres-
sion plus simple, izu, sans que l’intégrale cesse de converger, il n’y a
aucun inconvénient à le faire. On peut en tout cas le supprimer si l’on
accepte d’écrire des intégrales qui soient simplement quasi—conver—
gentes; c’est ce que nous ferons. On voit ainsi que la loi indéfiniment
divisible la plus générale est formée en partant de deux éléments cons—
tituants, la loi de Gauss C}, et la loi de Poisson 62“ (qui dépend du
paramètre u), dont les fonctions dg(z) sont respectivement

i;u, € — [,
°°
|“L

et la formule (10), en négligeantun facteur qui est une loi unité, peut
s’écrire symboliquement

'

+:
(12) log£=Àlogç}+f logfl?,,dn(u).

J’ai montré d’autre part que la représentationd’une loi 13 par cette
formule est unique. On peut exprimer ce résultat en disant qu’à l’inté-
rieur du corps JC les lois indéfinimentdivisibles constituent un corps 5’Ç’

à l’intérieurduquel la décomposition d’une loi en facteurs élémentaires
est unique. C’est le théorème fondamental de l’arithmétique des lois
indéfiniment divisibles.

Il importe de préciser un point. En nous bornant au cas où "A = 0,
nous pouvons écrire

1 +»

logB=f dtf log‘J?u dn(_u),
0 -—w
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et considérer cette expression comme une intégrale double. Toute
division du champd’intégration en plusieurs régions donne une repré—
sentation de B par un produit; on peut avoir ainsi des décompositions
d’aspects très différents; les décompositions horizontales, obtenues en
fractionnant l’intervalle de variation de t (décompositions toujours
possibles, et qu’on peut toujourscontinuerindéfiniment),et les décom-
positions verticales, obtenues en fractionnant l‘intervalle de variation
de u (ce qui n’est pas possible si B se réduit à un seul élément c9”…),
ont des caractères essentiellement différents. Mais si l’on a une
décomposition de la forme a_ a a .»l‘—LiLzunoL”’
en décomposantverticalement chaque facteur, et en rapprochanttous
les éléments correspondant à un même intervalle de variation pour a,
on retrouve la décomposition verticale de L”, qui est unique.

Si l’arithmétîque du corps JC' semble ainsi définitivementconsti-
tuée, il reste à la situer à l’intérieur de celle du corps 56 et à cet effet
étudier le problème suivant : une loi indéfiniment divisible admet—elle
d’autres décompositions que celles que nous venons de définir? En
d’autres termes : une loi indefininænt divisible peut—elle admettre des
diviseurs indécompowbles? (‘ ). ‘ .

Nous allons montrer, par deux exemples simples, que : la réponse
à cette question est affirmative; nous montrerons au prochain para-
graphe que : pour une loi 13 réduite à un seul élément (loi de Gauss, ou
loi de Poisson pour une valeur donnée deu) la réponse est négative.

Le premier exemple est dû à M. Khintchine. La loi de fonction
2 + COS ;

3

duit de deux lois pour chacune desquelles il n’y a que deux valeurs
caractéristique n’est pas indéfinimentdivisible (elle est le pro-

possibles à et —
â

, qui par suite sont indécomposables) - En dévelop-
pant son logarithme en série de Fourier, observant qu’il s’annule avec
z et que le développement obtenu est absolument convergent, et
séparant les termes à coefficients positifs et les termes à coefficients 

(‘) Nous verrons plus loin qu’une loi qui n’est pas indéfiniment divisible
admet toujours des facteurs indécomposables. Les deux manières de poser le
problème sont donc bien équivalentes.
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négatifs, on trouve une formule de la forme

(13) logE-ÎÈEËÏ=Z a,,(cosns—1)—Z a},(cosnz——1).
1 1

a,, et a',, étant toujours non négatifs, l’un ou l’autre étant nul pour
chaque valeur de n. Ce logarithme étant ainsi la différence de deux
expressions de la forme (10), la loi considérée É est le quotient de
deux lois indéfiniment divisibles E” et £” . On a donc E’: EE” ; la loi
indéfiniment divisible E’ est donc divisible par E, et par suite par les
deux lois indécomposablesdont 13 est le produit.

En remplaçant dans cet exemple cosz par e“, et introduisant deux
coefficientspositifs, et et B(oc > ($), de somme égale à l’unité, on est de
la même manière conduit à une formule de la forme

(13’) log(a+Be“)=2 an(ei"z—1)—2aä(ei"z—i),
—:n

qui montre qu’une loi indécomposable peut être le quotient de deux
lois indéfiniment divisibles; c’est le cas d’une loi n’ayant que deux
valeurs possibles, si ces deux valeurs ne sont pas égalementprobables.
Bien entendu, une loi indéfiniment divisible ne peut pas admettre de
diviseur qui soit une loi dont la fonctioncaractéristiqueait des racines
réelles; donc le résultat précédent ne s’étend pas à la loi du jeu de pile
ou face.

Le second exemple, qui m’a aussi été communiqué par M. Khint—
chine, est dû à M. Raikofi'. Il montre qu’une loi indéfiniment divisible
peut être un produit de facteurs indécomposables. Les formules [la 1 + (ue“)‘-"‘ l—— a(14)

l+a'-"‘
: 1—aei; =‘P%(5)i

0

, 1—a . _(la) 10g:a_eTz=z all(etug_l))
1

où 0 < a < 1, montrent, l’une que la loi de fonction caractéristique
<p.(z) est un produit de facteurs indécomposables, l’autre qu’elle est
indéfiniment divisible.
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On ne sait pas actuellement si une loi indéfiniment divisible peut
être obtenue en multipliantdes lois indécomposablesen nombrefini (' );
en tout 'cas il ne saurait s’agir, comme dans l’exemple précédent, de
lois pour lesquelles il n’y a qu’un nombre fini de valeurs possibles.
Pour une loi indéfiniment divisible mise sous la forme (12), ou bien
7\ > O et toutes les valeurs sont possibles, ou bien 7t = o et il y a au
moins un diviseur 97… pour lequel il y a une infinité de valeurs
possibles.

4. Les LOIS A FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES mutant—:s. — Jusqu’ici, nous
n’avons considéré que les valeurs réelles de 3. Il peut arriver que
l’intégrale (:) ait un sens pour des valeurs imaginaires de z, et même
qu’elle soit convergente quel que soit :; <p(z) est alors une fonction
entière. Inversement, on montre aisément (’) que, si pour 2 réel <p(z) 

(1) Depuis que ce mémoire a été écrit, j’ai pu montrer que la réponse à cette
question est affirmative.

(2) Il peut être utile de rappeler brièvement la démonstration de ce fait.
D’abord, s’il existe un entierp positif ou nul tel que le moment E.,p d’ordre 2};
soit fini, et E2p+1 infini, la fonction caractéristique cp(z) admet, pour z réel, des
dérivées continues jusqu’à l'ordre 21), et la dérivée d’ordre 2 p de la partie paire
<p…(z) de <p<z> …

+co ._, +°°
(— l)"f wïl' cos—u;dF(w): (— i)”E,,,— (— l)"î—f —’L"""+2 9(5‘”) d‘”)

—-ao

9(:.v) étant non négatif et tendant vers 1 quand ; tend vers zéro; alors le coef—
ficient de s'2 au second membre augmente indéfiniment. Comme cette circons-
tance est incompatible avec l’hypothèse que cp(z) soit une fonction entière, si
ç(z) est une fonction entière, tous les moments pairs de X sont finis; les
moments d’ordres impairs (tant de |X| que de X) le sont aussi, d’après l’inéga—
lité de Schwarz, et, d’après leurs relations avec les dérivéesde cp(z) pour z = o,
la série entière qui représente cp(z) s’écrit

. . , z"cp(:)=1+ IE,: +. . .+ c"l:n;L—, +... ;

elle est toujours convergente. Pour 5 = i_)' (y réel), on a alors

.
°

2/1 +: +»
ÇP°(ZÏ)=ZÎg/Î)—!f x2PdF(æ)=f chyædF(æ),
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est une fonction entière, cette fonction entière est, pour toutes les
valeurs complexes de :, représentable par la formule (1). On a alors,
pour rréel,

'. __', u+°°
(16) _—°P(”)+‘Ÿ(")=j cluwd1“(.z-)‘;Ëeüu2

oz désignant la probabilité des valeurs de
!
X au moins égales à a. Il en

résulte que : si une fonction caractéristique cp(z) est entière, en dehors
du seul cas où elle est constamment égale à 1 , elle est d’ordre au moins
égal à 1 .

Si les valeurs possibles de X sont bornées, la formule(1) montre que
cp(z) est une fonction entière de module au plus égal à e”", où a est le
module maximum de X, et où r=

'
z ; elle est donc, en dehors du cas

déjà mentionné où cp(z)=1, d’ordre exactement égal à 1. Elle est
d’autre part hornée pour 3 réel, ce qui ne peut pas être le caspour une
fonction de la forme P(z) e‘“+””z [P(z)étant un polynome], en dehors
du cas où P(z) est constant et où a = 0. Donc, en excluant seulement
le cas des lois unités, les lois pour lesquelles X est borné ont pour
fonctions caractéristiques des fonctions entières d’ordre 1 ayant une
infinité de racines. ‘

D’autre part la formule (ro) montre que : la fonctioncaractéristique
d’une laiindefinimentdivisiblepeut être une fonction entièresans racine,
ce qui revient à dire que &};(z) peut être une fonction entière. Il est.
pour cela nécessaire et suffisant que l’intégralequi figure dans la for—
mule (10) soit définie pour toutes les valeurs de z (réelles ou com-
plexes), et cela dépend seulement des valeurs de n(u) pour u très
grand; si en particulier n(u) ne varie que dans un intervalle fini, ul;(z)

 

  
cette intégrale étant finie. Comme, pour :, = ; + iy (C et y réel), on a

]
e‘“' |

:: e-'Ü'< 2 ch æ_y,

l’intégrale (l) est toujours convergente, et représente cp(:), puisque c‘est une
fonction entière égale à cp(z) pour z réel.

'

Signalons qu’on montre de même que, s'il existe une fonction représentable
par une série de Taylor ayant un rayon de convergence fini B, et égale à cp(s)
pour ; réel, au moins dans un petit intervalle entourant l’origine, on peut
affirmer que l’intégrale (1) définit une fonction holomorphe pour |)'| < Il et
admettant au moins un des points iR et — [B comme points singuliers.
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est une fonction entière; en particulier pour la loi de Gauss et pour la
loi de Poisson, alz(z) est une fonction entière. On peut observer que,
pour : réel et très grand, l’intégrale qui figure dans la formule (10)
est o(z’); d’ailleurs al.:(z) ne peut être un polynome du second degré
(au plus) que dans le cas de la loi de Gauss [non réduite; c’est—à—dire

celle définie par ulz(z) = uiz — 7\ Ë| Donc, en dehors de ce cas, si la
fonction u];(z) définie par la formule (10) est entière, elle ne se réduit
pas à un polynome, de sorte que cp(z) est une fonction entière sans
racine et d’ordre infini.

On peut se demander si réciproquement une loi dont la fonction
caractéristiqueest une fonctionentièresans racine peut n’être pas indé-
finiment divisible. Cette question n’est pas actuellement résolue (‘).

La possibilité d’appliquer ces remarques à la décomposition des
lois de probabilité provient du théorème suivant, que j’ai obtenu en
généralisant un lemme de M. Cramer (Cf. Variables aléatoires, Q5 1).

THÉORÈME. —— Si le produit de deux fonctions caractéristiques est une
fonction entière, chacun des facteurs est une fonction entière.

Pour le montrer, observons d’abord que le fait que l’intégrale (I)
ait un sens pour z: ir, quelque grand que soit r, prouve que

Pr. {|Xl>æ}=F(—x—o)+1—F(x+o)
tend vers zéro, pour a: infini, plus rapidement que n’importe quelle
exponentielle e*"æ. On déduit alors de (16), par une intégration
par parties

(17) ÎULËÇP—(ln=l+rfashrarPr.{lXl>x}dx=P(r).

D’autre part, si X est la somme de deux variables indépendantesU
et V, nous pouvons, en ajoutant une même constante à V et à — U, ou 

(‘) Depuis que ces lignes ont été écrites, j’ai, à la séance du 10 février 1937 de
la Société Mathématique de France, résolu ce problème en montrant que
cp(:): exp. [P(e“) — P(1)], où P(x) est un polynome à coefficients non tous
positifs, peut être une fonction caractéristique.

Journ. de Math.. tome XVII. — Fasc. I, 1938. 5
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à V et à X (ce qui ne change pas la nature des fonctions caractéris-
tiques de ces variables : elles restent fonctions entières, si elles le sont
et ne peuvent pas le devenir, si elles ne le sont pas), supposer que zéro
soit valeur médianepour V; alors

Pr. { U < —— a; }
,l’r.{X>æ}êâPr.{U>æ}, Pr.{X<—æ}êâ

et, par suite,
(18) l’r.{|U|>w}ëzPr.{|X|>æ}.

Il résulte d’abord de cette formule que le premier membre tend vers
zéro pour x infini plus rapidement que n’importe quelle exponentielle
c‘", ce qui suffit pour démontrer notre théorème. D’une manière plus
précise, <p, (z) désignant la fonction caractéristique relative à la
variable U, on déduit de (17) et (18)

(19) P,(p)=Œaîî(_—fngzp(r)_l_
Or, P(r) est du même ordre de grandeur que

M (r‘)=|ï“{gl <?(Z) !-

 
Si, en effet, 2 =C—|— i'Ç’(C et C’ étant réels), <p(z)| est majoré par

cp(iC’). Cette fonction étant convexe est majorée, pour |Z’|5r, par le
plus grand des nombres ç(ir) et <p(-— ir), et a fortioriparleursomme
2 P(r). On en déduit que, pour |z |

= r, |cp(z)| est majoré par 2 P(r).
Donc
(20) P(l”)ëM(")â.2p(f)-

On peut donc introduire cette fonction P(r) aussi bien que M(r)
pour définir l’ordre de grandeur d’une fonction caractéristique, et la
formule (19) montre que, non seulement ep. (2) est une fonctionentière,
mais qu’au facteur 2 près cet ordre est limité par celui de cp(z) (' ). 

(‘) On arrive aisément au même résultat en introduisant les moments. Les
moments d’ordres pairs de U, si zéro est valeur médiane pour V, sont au plus
égaux aux doubles des moments correspondants de X. D’autre part l’inégalitéde
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Il résulte immédiatement du théorème précédent que :

COROLLAIRE. — Si le produit de deux fonctions caractéristiquesest une
fonction entière qui ne s’annulepas, il en estde même de chaquefacteur.

On déduit aisément des résultats précédents que la loi de Gauss ne
peut pas avoir d’autres décompositions en facteurs que celles qui
résultent de l’arithmétique du corps JC’ étudiée au paragraphe3. En
effet, chacun des facteurs <p. (z) et cp,(z) est une fonction entière, sans
racine, d’ordre au plus égal à 2. Compte tenu en outre de ce qu’il
est borné pour 2 réel et égal à 1 pour 2 = 0, son logarithme est de la
forme p.iz — )\ %, ce qui démontre le résultat énoncé. C’est un théo-
rème de M. Cramer; nous l’obtenons comme corollaireimmédiatd’un
théorème plus général, mais il convient de rappeler que nous avons
déduit ce théorème des idées de M. Cramer.

Un théorème analogue s’applique à la loi de Poisson 93, . Sa fonc-
tion caractéristique est eC—‘, en posant e”: C. Nous avons déjà rap-
pelé que d’une manièregénérale la fonctioncaractéristiqueq>(z)=f(Ô,
considérée comme fonction de C, est la fonctiongénératrice de Laplace.
Elle est utile à considérerdans le cas des lois pour lesquelles toutes les
valeurs possibles sont des entiers non négatifs, ce qui est le cas pour
la loi de Poisson, et ce qui sera aussi le cas pour les lois B, et E‘, dont
le produit est égal à 93… si nous déterminons convenablement la cons-
tante additive dont nous pouvons disposer pour l’ajouter à U et la
retrancher de V. Si alors nous posons

Pr-{U=pl=dp, Pr-{V=Pl=fip»

les fonctions génératricesde U et V sont respectivement

fl(C)=z “pçp) fz(C)=z @PÙ’} 
Schwarz montre que la connaissance de ces moments permet de majorer les
moments d’ordres impairs, ce qui revient à dire que l’ordre de grandeur de M(r)
est déterminé par la nartie naire de œ(z\.
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et leur produit est f(C). Si f(C) est une fonction entière, le fait que
P"- {X=P } =“O@p+ “lf3p—1+' ' '+ ŒPÇOË%Ôo»

compte tenu de ce que on., B.,, qui est la probabilité de X = 0, n’est pas
nul, montre que, au facteur {30 près, la série f, (C) est majoréepar celle
qui représentef(C). Dans le cas de la loi de Poisson, où f(Z) = ef—‘,
c’est donc une fonction entière d’ordre 1 au plus, et sans zéro, de
même que f,,(C), puisque les résultats obtenus pour f,(C) doivent
s’appliquer aussi à f, (C) et que le produit de ces fonctions ne s’annule
pas. Compte tenu de f, (1): cp. (o): 1, on voit qu’on a nécessairement

logf,(C)=logcp,(z)=c,(Ç — 1)=c,(eiz_ l),
logf,(Ç)=10g%(z)=c._,(ë— l)=Cz(eiz—I);

avec c. +c;.=i. D’ailleurs cp,(z) et <p,(z) ne sont évidemment des
fonctions caractéristiques que si c4 et 02 sont non négatifs. On a ainsi
la forme de décomposition annoncée.

Ce théorème est dû à M. Raikofl'; la démonstration très simple qui
précède est due à M. Khintchine.

5. LA STRUCTURE DU cours JC; LE THÉORÈMEFONDAMENTALDE M. Knmrcnun.
— Ce théorème est le suivant : toute loi Épeut être mise sous la forme
13’ , B”, E” étant un produit fini au infini de facteurs indécomposables,
É” étant indéfiniment dwzsible. '

Bien entendu, il peut arriver que l’un ou l’autre des facteurs E’ et E'”
se réduise à l’unité; il peut arriver que E', sans se réduire à l’unité,
ne comprenne qu’un facteur indécomposable. Il peut arriver que la
décomposition soit possible de plusieurs manièresessentiellementdiffé—

rentes; les exemples indiqués plus haut le prouvent surabondamment.
Il s’agit maintenant de montrer qu’elle est toujours possible. Cela peut
paraître presque évident, car en décomposant E‘ en un produit de
deux facteurs, et en recommençant indéfiniment et transfinimenttant
que cela est possible, on doit aboutir à mettre en évidence le résultat
énoncé. Mais il faut un peu d’attentionpour arriverà un raisonnement
rigoureux (‘ ). 

(‘) La démonstrationqui suit n’est pas celle de M. Khintchine.
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A cet effet, nous désignerons par {(B) la borne supérieure de 8(L),

quand on prend successivement pour B tous les diviseurs indécompo-
sables de B; {(B) = o caractérise des lois sans diviseurs indécompo-
sables. Il faut noter que {(B) peut être une borne supérieure non
atteinte. Si l’hypothèseénoncée au sujet des lois L,, du paragraphe 2
est exacte (‘), il en est ainsi dans le cas où E’ est la loi correspondant
à une répartition uniforme de la probabilité dans l’intervalle (o, 1);
car si p est un nombre premier suffisamment grand, en donnant la robabilité 1 à chacune des valeurs 0 I—, È, -- - , P _ 1, on définit unep p ’p p
loi indécomposable L, divisant B, et arbitrairement voisine de B;
8(B) est alors pour 8(L) une borne supérieure non atteinte.

Considérons d’autre part une représentationde L‘? par un produit,
fini ou infini, II£,,; les n'ombresè(fi,,)ont un maximum Ê(effectivement
atteint), et, quand on considère toutes les représentations possibles
de 13 par un produit, 3 a une borne inférieure bien déterminée n(B)
(on peut remarquer que cette borne reste la même si l’on ne considère
que les représentationsde E par des produits finis). D’après cette défi-
nition, ?} (E’) = o caractérise les lois indéfiniment divisibles, et
‘q(£’) = 3(L") caractérise les lois indécomposables; dans tous les
autres cas n(É) est compris entre zéro et È(B).

Montrons maintenant que, si ”Q(Ê) est positif, on peut toujours
définir une loi indécomposable L, qui divise 13, et tel que 8(L)ên(fi).
Donnons—nous, à cet effet, une suite de nombres e,,, décroissants et ten—
dant vers zéro, et, en partant de [3: EO, choisissons une suite de lois
13,, de la manière suivante : £,,-, étant défini, il existe, par définition
de n(Ê,…), au moins une décomposition de 13,,_. en facteurs ayant tous
leur dispersion moyenne inférieure à n(fi,,_, ) + e,,, et dans cette
décomposition il existe au moins un facteur, que nous prendrons pour
£’,,, tel non seulement que 8(Çn)în(fin_,), mais que B,, ne soit pas
décomposable en facteurs ayant tous leurs dispersions moyennes
inférieures à n(Ê,… ):, autrement on aurait en effet une décomposition
analogue pour É,,_,, ce qui est en contradiction avec la définition 

(‘) Rappelons que l’exactitude de cette hypothèse est maintenant démontrée.
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de n(13,… ). On a donc

W(-Ên—1)ën(fn)êô(5n)ên(£"n_l)+ En-

Si après un nombre fini d’opérations on arrive à une loi indécompo—
sable B,,, c’est la loi L cherchée. Dans le cas contraire, la suite des
lois 13… dont chacune divise la précédente, est quasi—convergente; en
multipliantchacune de ces lois par une loi unité, on obtient une suite
qui converge vers une limite L. D’ailleurs la suite décroissante des
8(£3,,) et la suite non décroissante des n(E,,) convergent vers une
limite 1], dont nous allons montrer qu’elle est égale à la fois à 8(L) et
à n(L). En effet, L divisant [fin, on a 3(L) < 8(É,,); d’autre part, s’il
existait un nombre n pour lequel on ait n(L) < n(£,,), cette inégalité

. . . . 13 ,
restera1t vraie pour n arbitrairement grand; or 8 <—,:> tend vers zero

pour n infini, et est à partir d’un certain moment inférieur à n(£,,);
E,, . . . . , ,

alors la formule E,,= L T montrera1t la p0551b111tede decomposerB,,

en facteurs ayant tous leur dispersion moyenne inférieure à n(E,,),
ce qui est en contradiction avec la définition de cette expression. On a
donc

n(L°n)ân(L)ëô(L)< 6(13,,).

Donc n(L) et 8(L) sont égaux à la limite commune 71 des deux
membres extrêmes, donc égaux entre eux. Donc L est une loi indé—

’

composable, qui divise L”, et dont la dispersion moyenne est ?] ên(fi).
(3. Q. r. 1).

Si alors B n’est pas une loi indéfiniment divisible, c’est—à—dire si
n(fi) est positif, elle admet au moins un diviseur indécomposable,
c’est—à-dire que {(B) est positif. Considérons alors une suite de lois
indécomposables L,, définies comme suit : prenons pour L, un diviseur
indécomposable de E =£’: tel que 8(L,)>Z(B)—s., et posons
B = L. E’, ; prenons pour L2 un diviseur indécomposable de Ê',’ tel que
8(L2)> C(Ê',') — 52, et posons E',' = L2LË’Ê; et ainsi de suite. On ne
peut être arrêté que si l’on arrive à une loi 132 indéfinimentdivisible, et
alors la formule £=L. Lg. . .Lnflrll
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établit le théorème de M. Khintchine. Dans le cas où l’on peut conti—
nuer indéfiniment, le produit infini HL,,, divisant B est quasi—conver—
gent, et définit, à un facteur unité près, une loi E’, produit de facteurs
indécomposables, et qui divise B. On peut poser 13 = E’ B” . La loi £”
divise tous les Ef,. Or, puisque le produit HL,, est quasi-convergent,
3(L,,) tend vers zéro, et il en est de même de Z(BÏ,) < 8(L,… ) + s,… .

Il en résulte que la loi E” est indéfiniment divisible; en effet, s’il n’en
était pas ainsi, elle aurait un diviseur indécomposableL”, non réduit
à une unité, et qui devrait diviser tous les ,',; donc B(L”) serait infé—
rieur à Z(JÊZ), donc égal à zéro et L” serait une unité, contrairementà
l’hypothèse. La loi 13 est donc représentée par le produit E’Ê” qui a
bien la forme voulue, et le théorème de M. Khintchine est démontré
dans tous les cas.

On remarque que nous avons même un résultat plus précis, £” étant
une loi indéfiniment divisible sans diviseur indécomposable. On peut se
demander si, avec cette condition restrictive imposée à 13”, il peut arriver
que 13 soit représentable de deux manières différentes par un produit
tel que f’fi"(‘ ). 

(1) Depuis que ce mémoire a été écrit, j’ai pu montrer que cela est en effet
possible. M. Khintchine m’a d’autre part écrit qu’il avait aussi obtenu de son
côté le résultat que je viens d’indiquer, qui précise le théorème qu’il m’avait
d’abord communiqué. Sa démonstration repose sur l’introduction d’une fonction
de la loi 13, qui n’est pas 8(£), mais qui joue un rôle analogue à celui que joue
3 (€) dans la démonstration que je viens d’indiquer.


