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TOPOLOGIE DE CERTAINES VARIETES ALGEBRIQUES REELLES. 69

Sur la topologie de certaines variétés algébriques réelles ;

Par Cuarces EHRESMANN

(Paris),

InTropucTION. — Dans un travail récent, cité par la suite sous le
nom de Topologie d’espaces homogeénes ('), j'ai exposé une méthode
pratique pour étudier la topologie de certaines variétés. J'ai appliqué
cette méthode a plusieurs classes de variétés algébriques complexes.
Je me propose de montrer ici que les nappes réelles de ces variétés
algébriques complexes peuvent étre étudiées de la méme facon. Je me
bornerai a 1’étude des variétés suivantes :

1. Variétés de Grassmann réelles.

Il. Variétés engendrées par des éléments composés {po, piy ..., Px|-

On appelle variété de Grassmann réelle la variété algébrique réelle
définie par 'ensemble des variétés planes & £ dimensions d’un espace
projectif réel &4 n dimensions. En représentant par [p] une variété
plane réelle & p dimensions, le symbole {p,, p,, ..., pi} représente la
figure formée par k -+ 1 variétés planes, [p,], [pi], ..., [P«], telles

ue :
! Po<pr<--.<pw  [p]C[P]C...Clpi-

Mon but est la détermination effective des bases d’homologie. Je
démontre aussi un théoréme sur la déformation des chaines, d’ou 'on
peut déduire en particulier le groupe de Poincaré de chacune des

(') C. Enresmany, Surla topologie de certains espaces homogénes (Ann. of
Math., vol. 35, 2, 1934, p. 396-443). ;
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variétés considérées. Comme application des propriétés de la variété
des éléments linéaires d’un espace projectif, je montre qu'on ne peut
pas définir un parallélisme absolu dans I'espace projectif a n dimen-
sions, si n est différent de 3, de 7 ou de 16 r — 1. J'indique enfin une
démonstration élémentaire du fait connu suivant : le groupe orthogo-
nal a n variables forme une variété close dont le groupe de Poincaré
est d’ordre 2.

La méthode suivie consiste asubdiviserles variétésen cellulesd’une
espéce trés générale. On appellera cellule un ensemble de points, E,,
d’un espace topologique, cet ensemble de points jouissant des pro-
priétés suivantes : 1. E, est homéomorphe a I'intérieur d'un simplexe
a p dimensions; 2. 'ensemble E,+ L., ol L. est la frontiére de E,,
peut étre recouvert par un complexe simplicial tel que L soit recou-
vert par un sous-complexe de ce complexe. On aura subdivisé une
variété V en cellules, lorsqu'on aura défini sur V un ensemble de
cellules tel que tout point de V appartienne a une cellule et & une
seule et tel que la frontiére de chaque cellule soit la somme d'un
nombre fini des cellules considérées. Au point de vue de I'homologie
et de ’homotopie, une telle subdivision en cellules jouit des mémes
propriétés qu'une subdivision en simplexes. En particulier, dans une
variété algébrique, réelle ou complexe, tout domaine homéomorphe
a I'intérieur d’un simplexe et dont la frontiére est la somme d’un
nombre fini de domaines de variétés algébriques constitue une cellule.

Pour les notations et la terminologie ainsi que pour plusieurs
démonstrations nous renvoyons au mémoire déja cilé. Il sera toujours
sous-entendu que les variétés algébriques considérées sont réelles.

I. — Variétés de Grassmann réelles.

1. L’espace projectif réel a n dimensions sera désigné par [n]; une
variété plane a k dimensions contenue dans [ 7] sera désignée par[£].
I.’ensemble des variétés [ k] contenues dans [n] définit une variété
algébrique réelle, V, appelée variété de Grassmann réelle. Etant
données k + 1 variétés planes, [a,], [a,], ..., [a:], telles que

ofa,<a,<...<asn, [a)C[a,1C...Clax]C[n],
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le symbole [a,, a,, ..., a;]représentela variété définie par 'ensemble
des variétés [£] dont 'intersection avec [a;] est 4 ¢ dimensions au
moins, ol =0, I, ..., k. Soit (S) une suite de variétés planes,
[r],[rn—1]6, [—2]ss - -, [1]e, [0]s, satisfaisant &

(r]D[n—1)D... D1l Dlel

Considérons toutes les variétés [a,, a,, ..., a;] qu'on peut définir &
'aide de £ 4 1 variétés de la suite (S); a chaque symbole correspond
ainsi une variété bien délerminée. D’aprés le raisonnement fait a
propos des variétés de Grassmann complexes ('), la variété

i=k

[@es @1y oy ak]-—Z[ao, RY? FEES TR, 78

i=o

est une cellule que nous désignons par [a,, a,, ..., a;]". Nous conve-
nons une fois pour toutes de remplacer par zéro tout symbole qui n’a
pas de sens. Les variétés [a,, a,, ..., a;] subdivisent V en cellules.
SoitK le complexe défini par ’ensemble des cellules [a,, a,, ..., a]"
et soit K, le complexe défini par I’ensemble des cellules de dimension
inférieure ou égale a p. Considérons sur V un complexe singulier C,
ou une chaine singuliére ', (*). On a alors le théoréme suivant (®) :

Tout complexe C, ou toute chaine T, sur NV peut étre dé formé d’une
JSacon continue en un complexe ou une chaine sur K,.

Il en résulte le corollaire suivant :

Le groupe de Poincaré de V est le groupe cyclique d’ordre 2 ; son élé-
ment générateur est défini par le cycle linéaire [0, 1, ..., p—1,p+1].

En effet, K, se réduit 4 [0, 1, ..., k—1, £+ 1], K, se réduit au
point O défini par 1'élément [o, 1, ..., k£]. Considérons les cycles
linéaires d’origine et d’extrémité O et soit a le cycle défini par

(') Voir C. EnrgsMann, loc. cit., p. 417.

(*) Voir S. Leescarrz, Topology (Am. Math. Soc. Colloguium Publ., New-
York, 1932), p. 73 ou H. Srirert und W. TarecraL, Lehrbuch der Topologie
( Leipzig und Berlin, Teubner, 1934), § 25-26.

(*) Voir C. Enresmann, loc. cit., p. 413.
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[o,1,..., k—1, k+ 1] parcouru dans un cerlain sens. Par une défor-
mation laissant fixe le point O, tout autre cycle peut étre déformé en
une puissance de a. Pour qu’un cycle a” puisse étre réduit au point O
par déformation continue, il faut et il suffit qu’il existe sur V une
cellule singuliére dont la frontiére soit @”. On pourra déformer cette
cellule en une cellule singuliére sur K, tout en laissant fixes les points
de a. Donc le groupe de Poincaré de V est le méme que celui de K..
En écrivant que le cycle défini par le bord de chaque cellule E,
de K, est équivalent & 1'élément unité, on obtient toutes les rela-
tions de définition du groupe de Poincaré ('). Le complexe K, se
compose de deux cellules a deux dimensions[o, 1, ..., k—1, k+ 2]
etfo, 1,...,k—2, k, k+1]". Les deux surfaces fermées correspon-
dantes, sont homéomorphes au plan projectif. Donc on arrive a la
relation unique @’ =1.

2. Lavariété V admet unesubdivision en simplexes telle que chaque
cellule de K soit subdivisée en simplexes. Lacellule [a,, a,, .. ., a:],
munie d’une certaine orientation, définit une chaine bien déterminée,
a savoir la somme des simplexes orientés quirecouvrent la cellule con-
sidérée, 'orientation de chaque simplexe étant définie par l'orienta-
tion de la cellule. D’aprés « Topologie d’espaces homogeénes », para-
graphe 9, nous aurons des relations d’incidence de la forme

() [as, ayy ..o il = Zhfay, ...,ai—1, ..., &l

Le symbole qui est multiplié par A; se déduit de[a,, a,, ..., a;]" en
remplacant a; par a;— 1; les coefficients A; sont appelés les nombres
d'incidencede K. Tout cycleI',sur V est homologue 4 une combinaison
linéaire des cellules [a,, a,, ..., a;]* de dimension p. D’autre part,
si I, est une telle combinaison linéaire et si I',~ o, il existe une com-
binaison linéaire, C,,,, des cellules de dimension p 1 telle que
C,.. = T,. Pour déterminer les bases d’homologie de V, il suffit donc de
connaitre les relations (1).

Considérons la variété [a,, a,, ..., a;] et soit W la variété des élé-
ments [£] qui coupent une des variétés [a;] suivant une variété plane a

(!) Voir H. Seirert und W, TanerraLt, loc cit,, § b6,
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{ + 1dimensions au moins. Si[4] appartient 4 [a,, a,, ...,a;] — W,
lintersection de [k] avec [a;], pour i=o0, 1, ..., £, a exaclement ¢
dimensions. En particulier la cellule ouverte [a,, a,, ..., a;]" est
contenue dans [a,, a,, ..., a,] — W. Oril existe un groupe projectif
qui transforme transitivement les éléments de [@o, @iy ..., as]— W.
Par conséquent la variété [a,, a,, ..., a,] — W est homogéne. Sa
subdivision en simplexes est une variété combinatoire ouverte, car
chaque élément admet un voisinage euclidien ('). Chaque simplexe de
dimension maximum qui appartient a[a,, a,, ...,a;—1, ..., a.]"est
donc sur la frontiére de deux simplexes appartenant a[a,, a,, ..., a:]".
Il en résulte que tout nombre d'incidence 2, est égal 4 o, + 2 ou — 2.

Faisons abstraction de 1'orientation, c’est-a-dire considérons les
chaines mod 2. On aura

lay, ary ..., ar]*—>0 (mod 2).

Les cellules de K, ou encore les variétés [a,, a,, ..., a;], définissent
donc des cycles mod 2. Si I', est une combinaison linéaire de ces
cycles mod 2, il n’existe pas de combinaison linéaire C,,;. des
cellules de K telles que C,., T, (mod 2). Par conséquent les cycles
mod 2 définis par les variétés [a,, a,, ..., a;] sont linéairement indé-
pendants (mod 2). Donc

TueoréMe. — Les variétés [a,, a,, ..., a;] de dimension p forment
une base minima du groupe d’homologie mod 2 relatif a la dimension p.

La variété V, qui est une variété homogéne, est une variété combi-
natoire. On peut donc définir le nombre d’intersection de deux cycles
mod 2. Comme dans Topologie d’espaces homogénes, paragraphe 11,
on peut montrer que

lag, ayy ooy ai].[n—ag, ..., n—a, n—a]=1 (mod 2).

Le nombre d’intersection de [a,, a,, ..., a;] avec un cycle de base
différent de [ —ay, ..., n—a,, n —a,] est nul.

3. Arrivons a la détermination des nombres d'incidence et consi-

(') Voir S. Lrrescaerz, loc cit., p. 155.
Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937. 10
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dérons d’abord la relation suivante :
[n =k n—k+r, ..,n) >hn—hk—s,n-~-k+i, ..., 0"

On a XA =o0s5i V est orientable et & === 2 si V est non orientable.

Pour voir si V est orientable ou non orientable, nous nous servons
du fait que les éléments de V sont transformés transitivement entre
eux par le groupe continu des homographies de [n]. Soit G ce groupe.
Considérons dans [n] des coordonnées projectives que nous appelons
Loy Tiy «.vy Tiy Yoy Yy +«+y Ynuois. Nous prenons pour élément
origine dans V I'élément [ £], défini par y, =y, =...=y._._, =o.
Le sous-groupe g de G (ui laisse fixe [ k], est alors défini par

()= (a) (&) -+ () (¥),

(2) ()= M), lallb]>o,

ou () et (y) sont les matrices & une colonne dont les éléments sont
respectivement x,, ..., Z. €t ¥, ..., ¥u_s_y. Tout élément [ 4] infi-
niment prés de [ k], se déduit de [ k], par une transformation infinité-
simale de la forme

(dz)=0, (d)=(o)(®),

o (w) est une matrice 4 k41 colonnes et & n—1/ lignes. Les
éléments w,; de (w) peuvent étre considérés comme des coordonnées
de [ £]. Une transformation de g de laforme (2) transforme [ #] en un
élément | k] défini de la m¢me fagon par une matrice (w’), et I'on a

(o) =(b) (@) (a™").

Cette relation définit un groupe linéaire y opérant sur les quantités ;.
Clest le groupe linéaire d'isotropie. Si le déterminant de ce groupe
est toujours positif, la variété V est orientable, sinon V est non orien-
table ('). Comme ce déterminant garde un signe constant pour chaque
partie connexe de v, il suffit de considérer une transformation parti-
culiére telle que |a|<o, |b|<o; par exemple la transformation

(') Voir E. Cartan, La théorie des groupes finis et continus et l’analysis
situs (Mémorial Sc. math., fasc. XLII, 1930), p. 29.
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correspondant a

, ) , " .
Xy = — Ly, Ly — Ly, .oy Z = T,

L 1 ..
.}/,().:"“.)'07 I =D ceey Yn—k— = Yn—tk—1-

Par cette transformation, n — 1 des quantités w;; changent de signe,
les autres restant invariantes. Donc

La variété V est orientable si n est impair est non orientable si n est
pair.

4. Soit A lavariété de symbole [a,, @, . . ., a;] et soit A, la variété
dont le symbole se déduit du symbole précédent en remplagant a, par
a, — 1. Les cellules orientées correspondantes seront désignées par A*
et Aj. La relation (1) s’écrit alors : A* - X);A;. Pour déterminer A,
nous considérons la variété A'=A — A, — A, —...—A._,. Unélé-
ment [£] de A’ coupe [2;_, ], suivant une variété [ — 1] qui appartient

ala cellule[a,, a,, ..., a_,]". Considérons une variété plane [n —17],
qui appartient a la cellule [«,, «,, ..., @, ], o0 aq, &y, ..., &, ; sont les
nombres de la suite o, 1, ..., n qui ne figurent pas dans la suite a,,

a,,...,a;._,. Montrons que[{ — 1]n’a pas de point communavec[rn—T,.
Supposons, en effet, qu’il existe un point commun M. Soit b le plus petit
entier telle que la variété [b], de la suite (S) contienne M. Comme M
appartient 4 [{ — 1], le nombre b ne peut étre qu'un des nombres «a,,
a, ..., a,. Comme M appartient & [n—{],, le nombre b ne peut
étre qu’un des nombres «,, a,, ..., ®,_;. Par conséquent il n'y a pas
de point commun a [{— 1] et & [ —],. L’intersection de[£] avec
[n— 7], est par suite une variété [k —:]. La variété [n — ], coupe
[a], suivant une variété [a'],. On a ' =a —¢(a), ou p(a) est le
nombre des entiers a,, a,, ..., a;_, qui sont inférieurs ou égaux a a. Les
variétés [a']), ol a’ prend toutes les valeurs entiéres de o 4 n —7,
forment dans [n— ], une suite (S') analogue a (S). La variété
[£— 7] est un élément quelconque de la variété

B=[a,— i, an,— 1, ..., a6 — i) — @y — 1, @rey — {, ..oy ax — 1),

ot les symboles sont définis a I’aide de variétés planes de la suite (S").
La variété A’ est ainsi le produit topologique de [a,, a\, ..., a2, ]*
par B. La cellule A;, pour A27, est le produit topologique de
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[@e, @iy ..., @i ]" par[ai— 1, ..., @4—i—1, a,—i|"; cependant
pour que A/ existe, nous supposerons a; >a,_, —1. Avec une orien-
tation donnée des cellules, on a la relation d’incidence
(3) [ai—i, @y — 1,y oo ovap—1)"

h=k
> X M[ai—64 . ., an—i—1, ..., a4, ="

h=t
qui a lieu aussi bien dans la variété ouverte B que dans la variété
fermée [a;— i, a;., — ¢, ...,a,—1]. Dans la variété ouverte A’ on a
d’autre part

h=k
A‘—>2 MA,  (mod A — A).
h=i

D’aprés les propriétés du produit de deux complexes, les valeurs
absolues de A, et de 2, sont les mémes. En particulier | ;| = |};|; on
est donc ramené 4 la détermination du premier coefficient de la rela-
tion (3).

Pour déterminer 1,, nous transformons la variété [a,, a,, ..., a|
par une corrélation qui permute entre elles les variétés planes de la
suite (S), la variété [a], étant transformée en[n—a —1},. Soit [£]
un élément de [a,, a,, ..., a,]. La variété [k], qui détermine avec [a;],
une variété plane & a; + & — ¢ dimensions au plus, est transformée en
une variété [n — k —1] qui coupe [ — a;— 1], suivant une variété
plane a ¢’ dimensions au moins, ou

'=n—(a;+k—1i)-1==n—-k—1—(a;— 0.

Soient «,, @,, ..., ®,—, les entiers de la suite o, 1, ..., n qui
ne figurent pas dans la suite a,, a,, ..., a,. La différence a; —i est
égale au nombre des entiers a), qui sont inférieurs 4 a;. Par conséquent
le premier nombre de la suite «,, «,, ..., &, qui soit supérieur a a
esta,, ol {, =n—k—1—7, et parmi les variétés de la suite (S),
[n— a,]est la variété de plus petite dimension dont I'intersection avec
[n—k—1] est & // dimensions au moins. La variété corrélative de
[a,, @iy ..., as] est donc la variété [n —a,_(, ...; R —ay, n—a,].

‘Dans ce dernier symbole, les a, derniers nombres sont les nombres
consécutifs n—a,+1, ..., n—1, n. Sil'on y remplace n —a, +1
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par n—a,, on obtient le symbole de la variété corrélative de
[a,—1, @\, ..., a;]. Le nombre %, est aussi au signe prés le nombre
d’incidence entre les deux cellules

[R— Gumity cery B— g+ 1, oouy —1, R]*

et
[R—Gnieiy ooy R — gy R — @y +2, ..., n—1, R]"

Or nous venons de prouver qu'on obtient le méme nombre d’incidence
au signe prés, en supprimant dans ces deux symboles les n — &k —a,
premiers nombres et en retranchant des autres le nombre n — £ — a,.
Par suite %, est au signe prés le nombre d’incidence entre les cellules

(A+r1, kw2, ..., k+a,] et [ky k42, ..., k+a,].

D’aprés le résultat du paragraphe 3, on a donc %, =o, si £+ a est
impair; A, === 2, si k + a, est pair.

En appliquant ce résultat au premier coefficient dans larelation (3),
on trouve : A; =o, si £+ a; est impair; A; === 2, si k + a; est pair.
Nous arrivons ainsi au résultat général suivant :

}i==o0, si k + a; est impair,

by ==t 2, si k + a; est pair.

5. Il reste & déterminer le signe des nombres d’incidence pour une
orientation donnée des cellules, Considérons dans [ n] un simplexe
de référence P, P,, ..., P,Q,Q,, ..., Q.. les coordonnées pro-
jectives correspondantes étant &,, &y, ..., Ti, Yoy Y1y -« -y Yaior+
Représentons par [M,, M,, ..., M, ] la variété plane déterminée par
les points M,, M, ..., M,. Toute variété [ £] qui ne rencontre pas la
variété [Q,Q,, ..., Q,_._, ] peut étre définie par des équations de la

forme
: : {=o, 1, ..., n—k—1
Yi= 0w x; . .
J=o, 1, .. A

Les quantités w;; forment un systéme de coordonnées pour [£]. Con-
sidérons la variété de symbole [a,, a,, ..., a;] qui est définie par les
k+ 1 variétés planes suivantes :

lao_] = l_l)O(\)U(\)H R Q(:.,AJ’ l“l,] e “)u l)l(\)o,‘ ey Qfl.-!L
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et d'une fagon générale

[ai]:lpopn e PQ

N0y c ey (\)14,—i--|]~

Chaque symbole [a,, a,, ..., a,] définit ainsi une variété bien
définie de V. En ne considérant que les éléments [ £ | qui peuvent étre
définis par les coordonnées w;;, les éléments de la variété [ a,, a,, ..., a;]
correspondent & une matrice () dans laquelle certains éléments
sont identiquement nuls. Les éléments w; qui ne sont pas identi-
quement nuls sont les m; premiers éléments de la j* colonne, ol
J=0,1,...,ketoul’on aposé m; =a;—j. Ceci montre en passant

i—=k
que la dimension de la variété |a,, a,, ..., ] estZ(a,-—i).
i=0
La variété

i=k

[a,, ay, ..., a‘.]—zlao, e @i, L, ),

i=o

est de nouveau une cellule [a,, a,, ..., a,]", qui est projectivement
équivalente a la cellule de méme symbole définie au paragraphe 1.
L’ensemble de ces cellules forme un complexe K’ qui subdivise la
variété V. Le complexe K’ n’est pas projectivement équivalent au
complexe K étudié dans les paragraphes précédents. Cependant il
résulte du théoréme du paragraphe 1 que le complexe K’ peut étre
déformé de fagon que toute cellule de K’ soit déformée en la cellule
de méme symbole du complexe K. En effet, en reprenant les nota-
tions du paragraphe 1, supposons que K, puisse étre déformé en K,
les chaines définies par les cellules de K, étant déformées en les
chaines correspondantes de K,. On peut alors trouver une déforma-
tion de K, qui entraine la déformation précédente de K, en K, (*).
Cette déformation effectuée, le complexe K’ peut étre déformé en un
complexe recouvrant K., de telle facon que les points de K, restent
fixes. Nous pouvons supposer que les simplexes d'une certaine subdi-
vision de K., sont déformés ainsi en des simplexes d’une subdivision
de K,.,. Une cellule E,, de K/, est un cycle mod 2, qui est homo-
logue au cycle mod 2 défini parla cellule correspondante deK . ,. Nous

(1Y Voir S. Lerscarrz. loc cit.. n. 8o.
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avons déformé la chaine E,,, en une combinaison linéaire des cellules
4 p+ 1 dimensions de K,,,. Comme ces derniéres cellules sont des
cycles mod 2 linéairement indépendants, la chaine E,,, se trouve
déformée en la cellule correspondante de K ,.,. Par induction on voit
donc qu'il existe une déformation de K’ qui déforme les cellules de K’
en les cellules correspondantes de K. On peut donc orienter les
cellules de K’ et de K de fagon que les nombres d’incidence correspon-
dants soient égaux deux a deux.

On définit facilement une orientation pour chaque cellule dela sub-
division K'. Dans le voisinage de I'élément [k, ] défini par (w)=o,
tout élément [ %] est défini par les coordonnées w;;, que nous nous
représentons comme des coordonnées dans un espace euclidien. Soit
O le point défini par (w)=o0 et soit M;; le point dont toutes les
coordonnées sont nulles sauf w; qui est égal a 1. La variété
[a,, ai, ..., a;] correspond & une matrice (w) dont les éléments
non identiquement nuls définissent un systéme de coordonnées dans
cette variété. Rangeons ces coordonnées dans un ordre linéaire en
écrivant d'abord les m, éléments de la premiére colonne, puis les m,
éléments de la deuxiéme colonne, etc. Ecrivons dans le méme ordre
les points M,; correspondant a ces coordonnées w;;. Soit o, le sim-
plexe orienté dont les sommets sont le point O et les points M;;

appartenant a la variété [a,, a,, ..., a;], ces derniers points étant
écrits suivant I'ordre indiqué. Le simplexe o, appartient & la cel-
lule [a,, a,, ..., a]" et définit une orientation de cette cellule.

Définissons de la méme fagon 'orientation de chaque cellule de K'.
Les sommets de o, moins le sommet M, _, , définissent le simplexe
orienté g,_, correspondant a la cellule[a,, a,, ..., a;—1, ..., a;]*. Le
nombre d’incidence de g, avec a,_, est égal &

ift+1)

At = =

(‘_ l‘)lrx.,+lr:,+...+/n,~ — (_ l)

Le nombre d’incidence entre les deux cellules correspondantes est
donc égal 4 o ou a

i(i+1)

A+t = —

2(~—1)

Pour une certaine orientation des cellules de K, le coefficient }; de la
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relation (1) a donc la valeur suivante :

M=o (si k + a; est impair),
lil+1)
Ayt A ——

Ah=2.(—1) 2 (si k + a; est pair).

6. Appliquons les résultats précédents a la variété des droites de
’espace projectif [n]. Cette variété est orientable ou non orientable
suivant que r est impair ou pair. Les variétés [ p, ¢] forment les bases
minima pour I’homologie mod 2. Les relations d’incidence sont

{ap, 29])"—>o, [ap, 2p+1]"—>o0,
(2p, 2g +1]">alap, 2q),  [2p+1,29])' > —2[ap, 29,
[ap+1,2¢ +1])>—2[2p, 2¢g+1] —a[2p+1, 2¢]"

Tout cycle I',,_, est homologue & une combinaison linéaire des cycles
[2p, 2¢], o4 p+ g =>s. Tout cycle I, est homologue & une combinai-
on linéaire des cycles [2p, 29 + 1] +[2p+1, 29", ol p+g=s5,
et du cycle [2r, 2r+ 1], si s=2r. Les cycles

(2p, 29] et {2p, 29 +1]" +[2p+1, 2q]

forment les bases minima des groupes de torsion. Tout cycle d’ordre
fini qui n’est pas homologue a o est d’ordre 2. Tous les coefficients de
torsion sont égaux a 2. Le cycle [2r, 27+ 1 ] forme la base du groupe
de Betti pour la dimension 4r. Les nombres de Betti relatifs aux
dimensions 4r sont égaux & 1; les autres sont nuls.

7. Des relations d'incidence (1) on déduit de méme les bases
d’homologie de la variété V engendrée par les variétés [£] de [n].
Appelons F[a,, a,, ..., a;]" le cycle défini par

(@ @y ..., ai)' —>2F[a,, ay, ..., a;]".

Soit [, un cycle défini par une combinaison linéaire de cellules de K.
Enlevons de T, les cellules qui sont elles-mémes des cycles, et soit I,
le cycle qui reste. Il seracommode de dire quela cellule[a,,a,,.,.,a:]"
estde rang inférieur la cellule[b,,5,, . . ., b,]" lorsque a;< b;, 'indice
¢ étant le plus petit indice tel que a;5< b;. Considérons parmi les
cellules qui figurent dans I, la cellule de rang minimum; soit
[ao a1y ..., ai]* cette cellule. Soit [a,, a,, ...,a;—1, ..., a] ]a
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cellule de rang minimum qui figuredansF[a,,a,, ..., a;]". Pour que
cette cellule s’élimine dans la chaine-frontiére de I',, il faut que T, con-
tienneégalement une cellule de symbole[a,,...,a,4-1,... Jai—1,.oa ]
ot h< 7 et ou k—+ a, est impair. Sil'on retranche de I', un multiple
convenable du cycle Fla,, ..., a,+1, ..., a;, ..., a;]", on obtient
un cycle I, qui ne contient plus que des cellules de rang supérieur &
[a,, @i, ..., a;]". On peut recommencer le méme raisonnement sur
lecycleI, etl’on voit finalement que I, est une combinaison linéaire de
cellules de forme F[b,, 6., ..., 6,]". Une cellule qui définit a elle seule
un cycle ou bien est de la forme F[b,,5,, ..., /] oubien ne figure dans
aucun cycle de la forme F[b,, b,, ..., 6,]". Soit[c,, ¢, ..., ¢,]" une
cellule de cette derniére espéce. Alors le symbole qu’on obtient en
remplagant ¢; par ¢; + 1 n'a pas de sens lorsque £ —c; est impair, et le
symbole qu’on obtient en remplacant ¢; par ¢;—1 n’a pas de sens
lorsque & + ¢; est pair. Tout cycle I', est une combinaison linéaire des
cellules de cette espéceet des cyclesde laforme F[b,, b,, ..., b;]". Les
cycles de méme espéce que [c,, ¢, . .., ¢;]* sont linéairement indé-
pendants, puisqu'ils ne figurent dans aucun cycle de la.forme
F[b,,b,, ..., 0,]. Comme tout cycle de la forme F[b,, b,, ..., b:]*
est d’ordre 2, on a le

TutoriME. — Lescycles a p dimensions de méme espéce que|c,,c.,...,c.]*
forment une base minima du groupe de Bett: relatif a la dimension p.
Les cycles ¢ p dimensions de la forme F[b,, b,, ..., b,]" forment une
base du groupe de torsion relatif a la dimension p. Tous les coefficients
de torsion sont égaux a 2.

Les cycles a p dimensions de la forme F[b6,, b,, ..., b,]" ne sont
pas en général des combinaisons linéaires indépendantes des cellules
a p dimensions. Soit v, la matrice des coefficients correspondant a
I'ensemble de ces cycles. Les diviseurs élémentaires de v, qui sont
différents de o sont égaux a 1. Soit p, le rang de v),. Comme le plus
grand commun diviseur des mineurs d’ordre p, est égal a4 1, au moins
un de ces mineurs est impair. Supposons que ce soit le mineur formé
par les p, premiéres lignes et les o, premiéres colonnes de v, Les p,
premiers cycles de la forme F[b,, b,, ..., b,] forment alors une base
minima du groupe de torsion relatif 4 la dimension p.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937 11
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II. — Variétés engendrées par des éléments composés |y, g, ..., 4 |-

8. Le symbole {p,, p,, ..., p:}| représente une figure formée par
k—+ 1 variétés planes [p,], [p. ], . - ., [p:], telles que

Po<pr <o <pi; | plIp] T o)

Une telle figure sera I’élément générateur des variétés que nous allons
considérer. Comme exemple le plus simple nous avons la variété des
élémentslinéairesde[n], un élément linéaire étant une figure désignée
par {0, 1}. Nous nous proposons d’étudier la variété de tous les élé-
ments {p,, p,, ..., pi} de [r]. Le raisonnement fait dans Topologie
d’espaces homogénes, § 18-20, a propos des variétés complexes analogues
s’applique aussi bien dans le cas actuel et fournit immédiatement une
subdivision en cellules. Considérons d'abord les variétés engendrées
par des éléments { p, ¢}. )

Soit V la variété de tous les éléments {p, ¢} de | n]. Considérons le
symbole suivant :

Qgy Ay o ovs A
() [bo b ...../.,1;,,]’
ot
ofay,<a,;<...<a,in, 0sb, < h <...<b,<n,

et ou tout nombre q; est égal a4 un nombre b, tel que ¢’ 2¢. Le symbole
4) représente la variété A engendrée par les éléments {p, ¢} qui se
composent d'un élément p de la variété [u,, a,, ..., a,] et d'un élé-
ment [¢] de la variété [b,, b,, ..., b,], ces deux derniéres variétés
étant définies par rapport & la suite (S) du paragraphe 1. En rempla-
cant dans (4) le nombre «; par b,._,, 'indice ¢ étant tel que a;=b,, on
obtient le symbole d’une variété A,. Soit &; un nombre de la deuxiéme
ligne de (4) qui ne figure pas dans la premiére. Si b, —1>b,_,, on
obtient le symbole d'une variété Ajen remplacant b; par b; — 1. D’une
lacon générale, soit & le plus petit indice inférieur a j tel que les
nombres by, by, ..., b; soient des nombres consécutifs et figurent a
I'exception de b, dans la premiére ligne du symbole (4). En diminuant
d’une unité tous les nombres b, b,,,, ..., b;, on obtient le symbole
d'une variété désignée par A'.. En remplacant deux nombres a; et b,
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tels que @,=b;, par a;—1 et b, —1, on obtient le symbole d’une
variété A]. Nous convenons toujours de remplacer par zéro tout
symbole qui n’a pas de sens. Rappelons que la dimension de A est

N (@ — i)+ X =),

ou j ne prend que des valeurs telles que 6; ne figure pas dans la
premiére ligne du symbole (4). La dimension de A;, A; ou A; est
inférieure d'une unité a celle de A. La variété A devient une cellule A*
lorsqu’on en retranche toutes les variétés A;, A’ et A;. L’ensemble des
cellules A* forme un complexe K qui subdivise la variété V.

Avec les notations du paragraphe 4, on a le théoréme :

On peut déformer tout complexe C, ou toute chaine T', sur V en un
complexe ou une chaine sur K ,.

Le groupe de Poincaré de V s’en déduit trés simplement. D’aprés le
paragraphe 4, c’est en effet le groupe de Poincaré du complexeK,. Le
complexe K, se réduit a un seul élément. Le complexe K, est formé
par deux courbes fermées a et b de symboles

Oy I, ..., P et I'o,l,...,p——x_.p—e—l .
0,1, cvvevy g — 1, g+ 1 0, Ly ot e , q
Ces deux courbes a et b définissent des éléments générateurs du groupe
de Poincaré. Chaque cellule 4 deux dimensions de K, fournit une
relation entre ces éléments, et 1’on obtient ainsi toutes les relations.

Supposons ¢ > p—+1. Ecrivons les relations correspondant aux
différentes cellules de k., :

[0, 1, ..., p-—-1,p42 * . .
0y 1, e (/J b=
Oty P2 PP ] (sip>o0) bt =1
[0, 1y v . q

AO,I,...,P, * - R
0, 0, ,q - 1, q<+—2] (stn>g 0 r =0
[0, 1, ..., p * .
_o,r......,q—-~2.q,q+1] @ =
[0, 1, ..., p—1,p+1 * _

| 0, 1, i ,q—l,q+x} ab=ba
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Le groupe de Poincaré est donc le produit direct de deux groupes
d’ordre 2.

Supposons g=p—+1. On a alors les cellules et les relations
suivantes :

[0, 1, ..., p—2, p, pH-1 i .
R Pt (s p>o0) b=
0, 1, .y Py * . N 2 .
'O,I,...,I),I)—f—?)] (stn>p-2) @
O, L, p—I,pt+2 bab = a;
K T T PP 2

'0, Loceoy Pp—1,p+1 ] aba—b.
Oy, P, P, p 2

Pour trouver ces deux derniéres relations, il faut remarquer que les

. . . R
deux derniéres cellules sont homéomorphes respectivement a [0 2J
¥
s [t * . To .
ela [ . 2] , les courbes a et b correspondant respectivement a [0 2]
) 1)

et a [' ] - Onvoil alors facilement que le bord de la cellule [2 ].,
o, 1 o, 2

par exemple, est baba—'. Le groupe de Poincaré est encore le produit
direct de deux groupes d’ordre 2, sauf dans le cas de la variété des
éléments linéaires du plan projectif. Dans ce dernier cas, le groupe de
Poincaré, G, cst défini par les relations

bab = a, aba=1"b.

On en déduit

c=aba-'b—'=bab—'a'=an

L’élément ¢ engendre un sous-groupe, C, d’ordre 2, qui est le groupe
commutateur de G. Le groupe G/C est de nouveau le produit direct
de deux groupes d’ordre 2. Donc G est un groupe d'ordre 8. On
peut identifier ce groupe avec le groupe quaternionien ().

(') La détermination du groupe G a été faite par plusieurs auteurs. Voir
Jahresb. deutsch. Math. Ver., 42, g-12 Heft, 1933, p. 112-117.
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9. Les relations d’incidence du complexe K sont de la forme
A AL+ X WA+ D NAY
i H

Les nombres d’incidence %;, 7;, *; sont donnés par le théoréme
suivant :

Treortme. — Dans la relation d’incidence
A*> P NAT + X NAS + P KAY,
K] i

M=o ou li==% 2,

on a

suivant que p -+ U’ est impair ou pair,
Aj=o ou hi==2,
sutvant que b; — ¢(b;)+ q — p — 1 est impauir ou pair,
2 =o ou f—= 2,

suivant que b,— ' - ¢ — i est impair ou pair.
Le nombre i' désigne Uentier tel que a;= b, et ¢(b;) désigne le
nombre des entiers a,, a,, . . ., a, qui sont inféricurs a b;.

Je ne reproduis pas la démonstration de ce théoréme, car elle est
assez longue et elle ne s’appuie que sur des raisonnements analogues a
ceux du paragraphe 4.

10. Les bases d’homologie sur V peuvent se déduire des relations
d’incidence du complexe K. Tout cycle sur V est, en effet, homologue
a un sous-cycle de K, c’est-a-dire & une combinaison linéaire des cel-
lules de K, et tout sous-cycle de K qui est homologue a o est le cycle-
frontiére d’une sous-chainede K. Ceci s’applique également aux cycles
(mod 2) et 4 I'homologie (mod 2). Nous allons donc considérer seule-
ment des sous-cycles de K. En particulier toute cellule A* est un
cycle (mod 2); on a par suite le théoréme suivant :

Les variétés A représentées par les symboles (4) définissent des cycles
(mod 2) qui forment les bases minima des groupes d’homologie (mod 2).
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Relativement aux nombres d’intersections des cycles (mod2) de
dimensions complémentaires on montre, comme dans Topologie
d’espaces homogénes, paragraphe 19, que

Aoy Ayy +-., A n—a, ....n—a,,n—a ’
0y Yy » “p b ].[ bpv ) 1 0 —1 (mod 2)’
by, by, ... , by n—by,........... yn—>by,n—10b,

tandis que pour deux cycles de base dont les symboles ne se corres-
pondent pas de cette fagon le nombre d'intersection est nul.

11. Le théoréme du paragraphe 9 ne détermine pas complétement
les relations d’incidence et ne suffit donc pas pour déterminer les
bases d’homologie du complexe K. Il est facile d’étudier complétement
le cas ol V est la variété des éléments {0, ¢} de [n]. J'indique les
résultats sans donner explicitement les démonstrations. Soit A* la
cellule définie par )

a )
[b:, by. ..., b,,_l

et soit F(A*) le cycle défini par A* > 2F(A"). En s'appuyant sur le
théoréme du paragraphe 9, on démontre la propriété suivante :

Tout cycle qui est une combinaison linéaire des cellules figurant dans
F(A™) est un multiple de F(A*), a moins que ¥ (A*) ne soit la somme de
deux cellules définissant chacune un cycle.

Dans le cas od F(A*) est la somme de deux cellules définissant
chacune un cycle, on a

(5) F(AY == A’ =A%,

[

ol
a, = by, brpy=bs+1.

L'ensemble desrelations de la forme (5) se partage en groupes de rela-
tions de la forme

F(AY) == 'AL AL,
FCAY) = & tAy A,

.............................

F(TAY) = SmrAY AR,

(6)
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ou les symboles qui figurent dans une méme colonne représentent la
méme cellule. Il en résulte qu’avec un choix convenable de I'orienta-
tion des cellules tous les coefficients dans les relations de la forme (5)
sont égaux a +1.

Ce qui précéde permet de déterminer les nombres d'incidence du
complexe K,,, lorsqu’on connait les nombres d'incidence du com-
plexe K,. Nous écrirons d’abord les relations

F(AY=A; + A,

ol A*est une cellule de dimension s -+ 1 telle que A et A}, soient des
cycles. Soit ensuite C* une cellule de dimension s+ 1 qui n’est pas de
cette espéce. Si C* n'est pas un cycle, F(C*) est déterminé au signe
prés par la condition F(C*) — o. En choisissant un signe quelconque,
on fixe I'orientation de la cellule C*. Par récurrence on détermine ainsi
tous les nombres d’incidence du complexe K.

Par une méthode analogue & celle du paragraphe 7, on montre que
tout sous-cycle de K est une combinaison linéaire des cycles des trois
espéces suivantes :

1° Les cycles de la forme F(A™);

2° Les cycles qui sont définis par une seule cellule, mais qui ne sont pas
de la forme F(A™);

3° Les cycles de la forme A* == C*, ot

a
A‘: 0
[ao,ao+1,b,, ...,b,,J’
* ___ b! *
c—[au—x,ao,bﬂ,...,bq]’
a *
n N+ R *Y — - 0 .
I‘(A)__MI(C)_—[ao—I, a",bg,...,l),,]

Considérons tous les cycles F(A*), ou A* est une cellule quel-
conque de dimension s + 1. Soit v}, la matrice des coefficients dans les
formes linéaires F(A*) et soit p, le rang de v,. On a alors le théoréme
suivant :

Tukortme. — Une base minima du groupe de torsion relatif a la
dimension s est formée par o, cycles de la forme F(A"). Tous les coeffi-
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ctents de torsion sont égaux a 2. Une base minima du groupe de Bett:
relatif a la dimension s est formée par un certain nombre de cycles de
seconde espéce et par les cycles de troisiéme espéce de dimensions s.

12. Appliquons les résultats précédents a la variété des éléments

linéaires de [n]. Cette variété a pour symbole [:i . n] - La subdivi-
sion en cellules est obtenue 4 I’'aide des variétés

[h.a] < (0]
Py rq

qui forment aussi les bases minima des groupes d’homologie mod 2.
Les relations d’incidence qui définissent le complexe K sont

[21) ]—»o, [274—1 ].—>o, l2q ] — 0,
2p, 2q 2p-+1,2¢ +1 2g—1, 2¢
2q +1 ‘_)0 ap "_)2 "2 p ',
0, 2¢ +1 ! 2p, 29 +1 2p, 2q
2p '”)2 2p "’ 2p+1, *_)2 2p ""
2p, 2p 41 2p —1,2p 2p+1, 2¢ 2p, 2q
2p -+t ‘o , |27 'r«z 2+ 1 *
2p+1,2¢q +1 > 2P, 24 41 2p+1, 2¢q ’
HE S
2p, 2¢ — 1 2p -1,29 —1
2q '7)0 2¢ —1 ‘
ap—1,aq. Tlap ey —a ’

‘2q " [2g—1 "_’,"!(/ '-'
I\'.zp.'u/'l —>z[ ’EII,’!{/—~I] l ‘.l,[)—--l,‘!(/J

La variété [n
n—i,n

est pair ou impair. Les seuls cycles de base des groupes de Betti sont
n

) . . o n
lescycles [0’ l] et [n . n], si n est pair, etles cycles .[0, l] et [0‘ n],
si n est impair. Les bases minima des groupes de torsion sont formées
par les cycles suivants :

2p 2q +1 24
2p, 24 ’ a2p 1, 2 +1 ’ 2y — 1, 2q ’

BT SR CHTEN)
0,29 + 1 o, n

] est orientable ou non orientable suivant que n
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et

AR el e L VTR B i |
.2p, 2q +1 2p +1, 2q 2p, 29 — ¥ 2p—1, 2¢q
Dans le tableau suivant, quel'on prolongerait facilement, les symboles
de la (s +1)*™ ligne représentent les cellules de dimensions s; les
symboles qui ne sont pas marqués d'une astérisque définissent des
cycles; de méme deux symboles reliés par un trait définissent deux
cellules dont la différence est un cycle; on a ainsi tous les cycles de
base.

o
_0’ [4,
KR (o
3
L.o9 2_ _07 [.4
—0 W*_—l Wt "2 '}t
/| Lo, 3 | 1, 2| { 0, 2] ’
(7) '0 7 _I e o ) 3
o, 41 L1, 3] L1, 2] 0, 3]
o T [+ T 2 T 3 4 *
o, 5] 1, 4] Lz, 3 | 1, 3 o, 4 ’
_0 - "I —‘ﬁ -2 = 3 t— "4 * 5 .
{0, 6 1, 51 L2, 4 2, 3 I, 4 o, 5

13. Connaissant la topologie de la variété des éléments linéairesde
I’espace projectif [n], nous pouvons étudier la question suivante :
pour quelles valeurs de n peut-on définir un parallélisme absolu dans
I’espace [2]? Etant donné I'espace [3], on peut y introduire une
métrique pour en faire un espace elliptique & trois dimensions. Le
parallélisme de Clifford, de premiére espéce par exemple, jouit alors
de la propriété suivante : par un point donné M il passe une paralléle et
une seule & une droite donnée. On peut définir un parallélisme satis-
faisant a4 la méme condition dans I’espace elliptique 4 7 dimensions;
cet espace admet méme deux familles continues de parallélismes de ce
genre (*). D’une facon générale, nous appelons parallélisme absolu

(') Voir F. Vangy, Le parallélisme absolu dans les espaces elliptiques réels
d 3 et a 7 dimensions et le principe de trialité dans Uespace elliptique d 7
dimensions ( Thése, Paris, Gauthier-Villars, 1g29).

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. I, 1937. 12
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dans l'espace projectif [n] une correspondance entre les éléments
linéaires de [ 2] qui satisfait aux conditions suivantes : 1° 4 tout élé-
ment linéaire défini par un point M et une droite A correspond, quel
que soit M’, un élément linéaire paralléle défini par M’ et une
droite A’; 2° les points M et M’ étant donnés, la correspondance entre
A et A’ est biunivoque et réciproque; 3° deux éléments linéaires qui
sont paralléles & un troisiéme élément linéaire sont paralléles entre
eux; 4° si A et M’ varient d'une fagon continue, A’ varie d’une facon
continue. On peut définir de la méme fagon le parallélisme absolu dans
une variété dérivable quelconque, car a une telle variété correspond
une variété d’éléments linéaires bien définie (').

Pour qu’on puisse définir dans [n] un parallélisme absolu, il faut
évidemment que la variété des éléments linéaires de [ n]soit le produit
topologique de [n] par une variété[n — 1]'; mais nousignorons si cette
condition est suffisante. Le produit topologique de [r] par[r — 1] est
toujours non orientable. Si n est pair, on ne peut donc pas définir un

parallélisme absolu dans [n], car la variété [ ] est orientable.

n
n—-i1,n
. . . ... [n N . .
Si n est impair, la variété [n . n] a les mémes invariants d’homo-
]

logie et le méme groupe de Poincaré que le produit topologique de [»]
par [2—1]. En effet, considérons dans [r] une suite de variétés
planes

(] D[r—11D[rn—2]D...DJo]
Considérons de méme dans [n — 1]’ une suite de variétés planes
(n—1)YD[n -2)D[r—=31D...DJo]"

Désignons par [p.g]le produit topologique de [ p] par[¢]. La variété
[n.n —1] est subdivisée en cellules par I’ensemble des variétés[p.q];
a la variéLé [ p.q] correspond la cellule

(pq)l=I[p-91—[p—1.9] - |p.qg—1l

() Sur la notion de parallélisme absolu, voir E. Cartan, Notice historique
sur la notion de parallélisme absolu (Math. Ann., 102, 5, p. 698-706). La
définition de M. E. Cartan fait intervenir la notion de vecteurs infiniment pelits
équipollents et ne coincide donc pas avec la définition donnée ci-dessus.
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Les variétés [p.q] forment les bases d’homologie (mod 2). On a un
tableau analogue au tableau (7) :

[0.0],

jo.1]  [r.o],

[o.2]" [r.1] [2.0]%4

[0.3] [r.2]*—[2.1]" [3.0],

[0.4] [1.3) [=2.2]" (3.1] [4.0],

[0.5] [r.4]" —[2.3]" [3.2]"—[4.1]" [5.0].

Tout symbole qui n’est pas marqué d’une astérisque correspond a un
cycleorienté;il en est de méme dela différence de deux cellules dont les
symboles sont reliés par un trait. Les bases d’homologie sont formées
par I’ensemble de ces cycles. On vérifie alors facilement que les variétés

n . e ’
[n , n] et [n.n — 1] nese distinguent pas par leurs groupes d’homo-

logie, lorsque n est impair. De plus le groupe de Poincaré est pour les
deux variétés le produit direct de deux groupes d’ordre 2, si » > 2.

On est amené alors & rechercher si les deux variétés se distinguent
par les invariants d’intersection relatifs aux cycles (mod 2).

* 1z sl
Supposons n=2¢ +1 et considérons dans la varlete[n : n] les
-

cycles (mod 2) de dimension 24 + 1. Désignons par C,, C,, . . ., G,y
les cycles de base (mod 2) dont les symboles sont

[[ ] [2 ] [q ]
) ) ttty b
L2941 2, 2¢ q,q9+1

g —+1 , ey 2q 29 +1 )
q, 9 +1_ 1, 2¢ 0,29 +1

Désignons de méme paraet b les cycles de symboles [z 2] et [I 1] .

01
Considérons la matrice (T) dont les éléments sont les cycles d’inter-
section (mod 2) de la forme C;.C;. On a

C:.Cj=pha+ i b.

Etant donnés C; et C;, on peut par une transformation projective
de [n] amener C; en une position générale par rapport a C;. On voit



92 CHARLES EHRESMANN,

alors que C;.C;=o, si i +j <2¢+ 1. Supposons

N _IJ ' .
Cl_[i,zq—q—z—-i]’ C,= [2q+l—j,j] (i+j22q+1).

Pour qu'il y ait un élément linéaire commun a C; et a4 C,, il faut

avoir
2¢+2—I-+2¢+1—j22g +1; d’otr 1+j22q +2.

Supposons de méme

= [/ ' o
C= [2q+l"ia ’]’ C/_[2q+l—j,jJ (6729 +1).

C..C; est nul, sauf si I'on a
29 +1— i+ j22q9 +1, 29 +1—j+[22q9 +1,

c’est-a-dire si 'on a i =. Le cycle C,.C; ne sera pas nul dans les cas
suivants :

N K o _[e2g+1—i ’ N
G= [i, 29 +2 — t'] v Ci=C= [ i 2q+1-— iJ (q);
e K o _[2qg+2—1 e N
C= [i, 2q+2—i] v Gi=Capar= [ i—1,2¢ +2— i] (<9
i . .
Ci= [zq+l—i, i]’ C,=¢C (i2g +1).

A ces trois cas correspondent les cycles d'intersection suivants :

C.Cj=a si (4-j=a2q-+1
C.Ci=a+ b si [+ j=—2q-12 ((Zq+ 1),
C.Ci=1¢ st i2¢ - 1.

Dans tous les autres cas on a
C,.C,=o.

En ce qui concerne le deuxiéme cas, qui est le cas le moins simple,
nous remarquons que les éléments linéaires communs a C; et 4 C; sont
définis chacun par un point arbitraire d’une droite fixe et par une
droite qui passe par un point fixe. Le cycle d'intersection a donc un
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élément commun avec chacun des cycles

29 +1 e |27 .
2 —1,2q 41 2q,2q9+1]’

d’ou il résulte bien C,.C;=a + b.
Considérons de méme dans la variété [ 2 +1.2¢] les cycles mod 2
de dimension 29 +1 :

[1.2q], [2.2g—1]}, ..., [2¢+1.0];

nous les désignons respectivement par C,, C,, ..., C,,,,, et nous
désignons par a’ et b’ les cycles [o.1] et [1.0]. Nous considérons de
méme la matrice (T") dont les éléments sont les cycles d’intersection
de la forme C;.C;. On montre facilement que

C.Ci=da si [+ Jj=2q+1,
C.Ci=1d si {+~j]=2q + 2,
C;.Cy=o si i+jF2q+1, i+jF2q +2.

Pour que les variétés

[2q+1

24, Zq-i-l] et [29- (.29]

soient homéomorphes, il faut que I'on puisse transformer (T ) en (T')
en effectuant sur les éléments de base C,, C,, . .,, C,,,, ainsi que sur
leséléments de base a et b des substitutions linéaires dont les coefficients
sont o ou 1 et dont les déterminants sont égaux 4 1 mod 2.

Si ’espace [2g + 1] admet un parallélisme absolu, il y a des subs-
titutions de forme plus particuliére qui transforment la matrice (T)
en (T"). En effet, supposons que I'on connaisse un parallélisme absolu
dans [2g+1]. La variété des éléments linéaires dont chacun est défini
par un point fixe O et par une droite passant par O peut étre consi-
dérée comme une variété [2¢]. Les éléments linéaires définis chacun
par le point O et par une droite qui appartient 4 une variété
plane [r—+ 1] engendrent une variété qu’on peut considérer comme
une variété plane [r] de [2¢g]. Considérons alors dans [2¢] une
suite de variétés planes

[29]/’ [29_1]” [29_2],1 crty [0]"
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Considérons de méme dans [ 2g—+ 1] une suite analogue
[2¢+1], [29], ..., [o].

Etant donné un élément linéaire défini par un point M et par une
droite passant par M, supposons que M soit un point quelconque de | p]
et que I'élément linéaire soit paralléle & un élément linéaire quelconque
de la variété [r]. Les éléments linéaires qui satisfont a ces conditions
engendrent une variété que nous désignons par [ p.r]. Appelons @/, ¥/,
C, ..., C,,, lescycles (mod 2) qui correspondent respectivement a

[o.1], [1.0], [r.29]), [2.2¢—1], ..., [29+ 1.0 |

La matrice dont les éléments sont les cycles d’intersection (mod 2) de
la forme C,.C; est précisément la matrice (T') déja considérée. On a
les homologies suivantes : »

a~a,

b'~da+ b,

C’i ~ C,,

C, ~1,,C, +C,,

(8) C, ~13,,C, + 4;,C, + G,

C,21/+4 ~ )\1q+1.1 Ci+...+ lz«/—M.:l/ Cz'/ + C:l/+1
(mod2).

Pour démontrer ces homologies, il faut remarquer que le cycle de
symbole [o0.r] reste, d'aprés la définition du parallélisme absolu,
homotope a lui-méme, lorsqu'on déplace le point [o]. Or quand le
point [o] est confondu avec le point O, le cycle de symbole [o. 7] est

confondu avec un cycle de symbole [: Y ] Donc

b

[o.r]~[: I‘-+—l].

La deuxiéme homologie de (12) s'obtient alors en cherchant les

. . +
nombres d'intersection (mod2) de b avec [ :9 ' ] et avec

g—1, 29-+1

2 . . .
[ 7 ] Le coefficient };; est le nombre d’intersection mod 2
2¢q, 29 +1
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de C; avec le j*=° cycle de la suite :
I O v
J ) ]
o, 2¢q I, 2q — 1
AR S
PR}
q, q+1. o, 29 —+1

Il en résulte bien A;=1 et A;;= o, sij > . S'il existe un parallélisme
absolu dans [2¢ - 1], on doit pouvoir déterminer les coefficients A
et A; de fagon que les relations (&) définissent une substitution qui
transforme (T') en (T).

Supposons d’abord que 'on puisse avoir A =1. Considérons les
équations

C.Cu=a+b=a+b+hya (mod 2);
d’ou
Ayg1,29=0,
Cy.Chppy=0=2y(a~+ b) + hgr1,391 @ (mod2);
d'ou
Ay = Asgr1,2g1=0.
La résolution successive des équations
4 C.Cyuy=o0 (i=3,4, ..., 9)

donne A, =o pour i<gq, et Ay, j=0, pour j2¢g—+ 1. On a alors
I’équation

Ceys1.Chypy=0=0 (mod2);
qui est impossible. Il en résulte que I'on a forcément A =o. Etudions
d’abord le cas'n=15. On a les équations suivantes :

C,.Ci=b=a+b+1,a (mod2);

G,.Cs=0o=M(a+b+a)+a+b-+i;a (mod2);
d’oli A;; =1. On arrive ensuite 4 une équation impossible :
C,.Cy,=0=0b (mod2).

Donc on ne peut pas définir un parallélisme absolu dans 'espace pro-
jectif [5]. Comme il existe un parallélisme absolu pour n = 7, il reste
a étudier le cas n=29+1>7. On peut encore commencer la
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détermination des coefficients A;; par la résolution successive d’équa-
tions linéaires. Je ne reproduis pas les calculs qui sont assez longs
et j'indique seulement les résultats. On peut d’abord montrer que

Asgr,29=Reyyagm1 =1 . .= hyyiy g1 =1.
On en déduit :
Cop1-Copy=(g+1)b=0 (mod2).

Donc g doit étre impair. En supposant ¢g= 24’ — 1, on trouve

Ayg.20—1—2k = O, k=o,1, .... q' —2;
Aygiag—sk =1, h=o,1, ..., ¢ —1.
D’ou :
C,,.C,=qb=0 (mod2).
On a donc ¢'=2¢". On montre ensuite que les seuls coefficients %,,_, ;,
pour j2g—+ 1, qui sont égaux a 1 sont de la forme A, ., . .
ouk=o,1,...,¢"—1.Donc

.
Ciy-a

.C,

2 =q"b=0 (mod2),

c'est-a-dire ¢’ =2rou n = 16r—1. Pour n =15, on peut effective-
ment calculer les coefficients 2;;, de sorte que le raisonnement précé-
dent ne permet plus de conclure & I'impossibilité d’un parallélisme
absolu lorsque » =16r — i. Nous avons donc le résultat suivant :

Pour qu’on puisse définir dans [n] un parallélisme absolu, il faut
que nsoitégala3 oudayouabr—iu.

Il serait intéressant de savoir s'il existe effectivement un parallé-
lisme absolu pour »n=16r — 1 ; mais cette question parait difficile a -

résoudre ().

14. Les résultats des paragraphes précédents peuvent étre étendus
aux variétés engendrées par des éléments de la forme {p,, pi, - - -, pi}-

(1) M. E. Stiefel m’a appris qu'il a étudié également le probléme du parallé-
lisme daps les espaces projectifs. Sa méthode est toute différente et conduit a
un résultat un peu plus complet quil annonce dans Kin Problem aus der
linearen Algebra und seine topologische Behandlung (Verh. der Schweiz.
Naturf, Gesellschaft, Lirich, 1935).
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Par exemple, soit V la variété des éléments {p, ¢, r| contenus dans [n].
L’élément {p, ¢, r} étant composé de trois variétés planes [p], [¢]
et [r], supposons que ces variétés planes engendrent respectivement
les variétés [aq, ay, ..., ap], [bay b4y ..., bg] et [cg, Ciy ..., €] qui
sont définies a I'aide de la suite (S). L.’élément {p, ¢, ,} engendre
alors une variété que nous représentons par le symbole

a, a, .... a,
(9) bo'. bh PPN b:/
Cos €4y e ens cr

Nous supposerons de plus que chacun des nombres de la premiére
ligne de ce symbole figure aussi dans la deuxiéme ligne et que chacun
des nombres de la deuxiéme ligne figure aussi dans la troisiéme ligne.
La variété de symbole (9) est alors une variété irréductible; sa dimen-

sion est égale a
M@= i)+ N (b — )+ X (e— b,
i i k

ot j est un indice quelconque tel que &; ne figure pas dans la premiére
ligne et ou £ est un indice quelconque tel que ¢, ne figure pas dans la
deuxiéme ligne. L’ensemble de ces variétés subdivise V en cellules.
Cette subdivision définit un complexe analogue au complexe étudié
dans les paragraphes 8-12. On démontre facilement que les coefficients
d’incidence relatifs a4 ce complexe sont égaux a o, + 2 ou — 2. Donc
les variétés représentées par les symboles (9) sont des cycles (mod 2)
et forment encore les bases minima des groupes d’homologie (mod 2).
Bien qu’on ne rencontre aucune difficulté théorique nouvelle, la
démonstration d’un théoréme général analogue & celui du para-
graphe 9 serait un peu longue. Dans chaque cas particulier donné on
pourra déterminer effectivement les nombres d’incidence et par suite
les bases d’homologie. Le théoréme sur la déformation des chaines
(§8) est toujours valable et permet en particulier de trouver le
groupe de Poincaré de la variété V.

Sil'on considére la variété engendrée par les éléments {p,, p,, ..., ps},
i] faut introduire des symboles & k- 1 lignes analogues au sym-
bole (9); ce qui précéde se généralise alors immédiatement.

Journ. de Math., tome XVI. — Fase. I ‘1953'.).!4' v 13
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18. 1l est intéressant de chercher le groupe de Poincaré de la
variété V engendrée par les éléments {0, 1, 2, ..., n—1} de I'espace
projectif [n]. Comme cette variété est recouverte 2" fois par la variété
du groupe orthogonal, R, & n+ 1 variables, on peut déterminer ainsi
le groupe de Poincaré de la variété du groupe R.

Considérons le symbole a n lignes,

o,
o 1
('0) ! ’ Al
G e ey e
o, 1, = n—1
ou la ™ ligne contient les nombres o, 1, ..., — 1. Ce symbole définit

un élément de V que nous considérons comme élément-origine de V.
En remplacant dans la /™ ligne le nombre 7 — 1 par Z, on obtient
le symbole d’une courbe fermée A;. Les courbes A,, A,, ..., A, sont
les éléments générateurs du groupe de Poincaré, G, de la variété V.
Nous considérons toutes les cellules & deux dimensions de la subdi-
vision de V qui a été définie au paragraphe précédent. A chacune de
ces cellules correspond une relation entre les éléments généra-
teurs A,, A,, ..., A,, et 'ensemble de ces relations définit le
groupe G. Sij — i >1, les courbes A; et A; constituent la frontiére
de'la cellule formée par un domaine de la variété

(tr) N ,
0, 1, «vuy weewy oy J—2, J

. c e s c ey .y e s ey

ot les lignes non écrites explicitement sont les mémes que les lignes
correspondantes de (10). Chaque élément de cette variété correspond
d’une fagon biunivoque 4 ’ensemble d'un élément de[o, 1, . .., i—2, ]
et d'un élément de [o, 1, ...,j—2,j]. La variété (11) est donc
homéomorphe & un tore, de sorte qu'on a la relation

AA;=AjA,.

Il y a deux cellules dont les frontiéres sont constituées par les
courbes A; et A,,,. L'une d’elles est formée par un domaine dela
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variété
0, 1, ... [-—=2, i—1, (+1

I’autre est formée par un domaine de la variété

sy ey eeen ey
o, 1, ..., {—2, I
0, 1. ..., [—2, I, (+1

.y .y .« ey vee ey .y

seix : . 2 i
Ces deux variétés sont respectivement homéomorphes a [0 ) J et
b

Y

1 \ .
a [l, O‘] » de sorte qu’on a, d’apreés le paragraphe 8, les relations
AlAi+1 Ay = A,
Ai+1 Ai Al—H = A..

De ces relations on déduit
AiA‘l+iAl—‘ A1_+’| = Ai+1AiA:+’4 A:T’ =AI=A*= A;?_H = A':_)' .

En posant H =A};=A}= ... =A}, ona H’=1. Le groupe com-
mutateur de G est donc le sous-groupe A, d’ordre 2, engendré par H.
Le groupe G/h, qui n’est autre que le groupe d’homologie relatif a
la dimension 1, est le produit direct de n groupes d’ordre 2. Donc
I'ordre du groupe G/k est égal a 2" et 'ordre de G est égal 4 2*+'.

Le groupe R est le groupe des transformations linéaires homogénes
qui laissent invariante la forme x) 4z} + ... + x;, le déterminant
de chaque transformation étant égal & + 1. En considérant x,,
x,, ..., x, comme des coordonnées projectives dans [n], chaque
transformation de R définit une transformation projective de [r]. Si
les coordonnées sont convenablement choisies, les transformations
de R qui laissent invariant 1’élément-origine de V sont définies par

) .
Z; = €z, i=o,1,...,n,

oul'onag;==-1ete,e,...e,=1. Ces transformations forment un sous-
groupe d’ordres 2" qui est comme G /A le produit direct de n groupes
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d'ordre 2. A chaque élément de V correspondent 2" transformations
de R, 4 savoir celles qui transforment 1'élément-origine en 1'élément
considéré. La variété R recouvre donc 2" fois la variété V.

Le groupe de Poincaré de la variété R est isomorphe a un sous-
groupe de G, l'ordre de ce sous-groupe étant égal a I'ordre de G
divisé par 2". Donc le groupe de Poincaré de R est le groupe
d'ordre 2. A la courbe A} correspond dans R une courbe fermée non
réductible a zéro; celle-ci définit un sous-groupe clos a un parameétre,
a savoir le groupe dont les équations sont

Zjoy = Ty COSL — Xy sint,
X} = x4, 8int + x; cost,
Xy ==X (k40 —1,1).

A I'élément générateur H de G correspond ainsi un élément généra-
teur H du groupe de Poincaré de la variété R. Donc:

Le groupe de Poincaré de la variété R est le groupe d’ordre 2 défini
par U'élément générateur H et par la relation H* = 1.

Ce résultat est bien connu ('), mais la démonstration précédente
ne fait pas intervenir comme celle de M. H. Weyl la théorie de la
structure des groupes simples. A la subdivision de V en cellules
correspond une subdivision de R en un nombre fini de cellules. Ceci
démontre en particulier que le groupe R est un groupe clos. La sub-
division en cellules pourrait sans doute servir a la recherche de
propriétés topologiques du groupe R, mais ceci nécessiterait une
étude approfondie des relations entre un complexe et ses complexes
de recouvrement.

(1) Voir H. WgrL, Theorie der Darstellung kontinuierlicher halb-¢in Jacher
Gruppen durch linearé Transformationen (Math. Zeitschr., 24, 1925, p. 380);
voir aussi E. Cintan, La Géométrie des groupes simples (Ann. di Mat., 1926-
1927, p. 211-218).



