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VALEUR MAXIMUM DU MODULE D’UN DÉTERMINANT. 349  
Contribution à l‘étude de la valeur maximum

du module d’un déterminant;

P… T. PÉYOVITCH,
(Beograd).

On connaît le célèbre théorème de M. Hadamard (').
_

_Ce théorème a été démontré par M. Hadamard en 1893, mais il a
été inappliqué jusqu'en 1903, où il a été utilisé par Fredholm pour
démontrer la convergence des séries qui donnent la solution des
équations intégrales.

_

Après l’application faite par Fredholm, ce théorème fut repris et
démontré par de nombreux auteurs (”>.

En utilisant les résultats de Boggio, nous allons donner une formule
pour la valeur maximumdu module d’un déterminant.

Considéronsle-déterminantd’ordre n,

(l… (ll! . - . ((In
(l. (l.… . .. (l.

… A":
”… ”Il: ' - ' ”un 

(‘) Résolution d’une question relative aux déterminants(Bulletindes Sciences
mathématiques, 2° série, t. XVII, 1893, p. 240. Selecta-Jubilé scientifique de
M. Jacques Hddamard, 1935, p. 136).

(’) Concernant la littérature de ce théorème, on peut voir l’article de BOggio,
Nouvelle démonstration du théorème de M. Hadamard sur les déterminants
(Bulletin des Sciences mathématiques, 2° série, t. XXXV, 191 1, p. 1 13,
première Partie).
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Transformons ce déterminant, d’après Boggio (loc. cit.), en un
autre ayant la même valeur, c‘est-à-dire

bn b12 I’…
I'“! 02: "zu(2) A”: _ ,

bill 0/12 ° ' ' I'll/l

b|k= ((M.,

I)“: u=k'-— m:‘ I:…I)“: u_=k— ne… I)…— m_;=h._,k,

b\kî= "tk_ …u blk_ "haha/c— mt:;"::k
et, en général,

i—l
(3) bu.= uit—Zinül)” (l', /.'= !, '), . . ., lc),

I'=l

où les coefficients m;, sont des constantesquelconques.
Si l’on choisit les coefficients m,—,. de manière que l’on ait

I…: 0 (I." < 1'),

c’est-à-direque tous les éléments du déterminant (2) au—dessousde la
diagonale principale soient égaux à zéro, la valeur du déterminant(2)
sera le produit des éléments de la diagonale principale, c’est—à—dire
on aura
(A) A,; b… b=,. . .b,….

Les valeurs des éléments [),—,— sont, d’après (3),
/ bn : au:

\
bt:: a=:_ "l21b12= a22— metal-.”

(5) / ban: au:: _ ’":u b1:x _ "'n: bz:i,

bu : “u_ mu "n _ ’”szbgç _ mwbzm

bnn= ann— "‘n! bill— mnzbzn_v - - _ "‘un—| [),,_…,

où les coefficients m,—, sont alors bien déterminés.
Si les valeurs absolues des éléments a;k du déterminant (l) et des

coefficients m,-, ne dépassent pas les nombrespositifs respectifsA et M ,
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on aura, d’après (3) et (5),
lb“ l

EA,
|bzzl SA+ MA=A(I+ M),
| b;…l âA + MA + M(A + MA) =A(1 + M)=,

6() lbulëA+MAfi'—MA(I+ M)+MA(1+M)2=A(1+M)“,

lbnnl êA(I + NI)u—n_

Le produit (4); d’après les formules (5), donne

(7) |Anlglan|(|a22l+|m21b12|)(la33|+|m:nb12l+lmzzebezzl)°"
>< (latin

| + | mn1b1nl+- - -+ [mnn—1bn—ml)

ou, d’après les inégalités (6),
Illll—ll

(8) |AnlêA"(l+M) "’ ,

ce qui représente la formule pour la valeur maximum du module du
déterminant (I).

Il est évident, d’après les équations (5), que le déterminant (1)
peut atteindre son maximum en valeur absolue si tous les coeffi-
cients m,-, sont égaux à zéro. Dans ce cas on aura, d’après (4) et (5),

|Anl= l bu['2-z- - -bnnl= ; ”'11”22- - -annl
ou, d‘après (8), '

lAnlêA"-
Si tous les éléments a,—,_. du déterminant (1) ne dépassentpas l’unité,

la formule (8) devient
n(n—l)

|An|g<n.+M>T.
Remarquons que la valeurmaximum du module du déterminant (I),

donnée par M. Hadamard, est
(7’) [An]g\/slsa….s…

les s,— désignant la somme des carrés des éléments de i‘°'“° ligne ou
colonne du déterminant (1), ou enfin
(8') lAnlêA"v/'Ïï
où A a la même signification que plus haut. Si l’on pose |A |51, on



352 r. PÉYOV1TCH.

aura
|A,,

| ; ng.

Faisons maintenant la comparaison entre les formules (8) et (S’).
Il s’ensuit :

1° Si l’on a Mât, on aura
(| + Il!)ê(l + M)”,

m étant un nombre entier, positif et fini. Posons m = n —— 1, n dési—
gnant l’ordre du déterminant(i), la formule ci-dessus devient

"Î(' + \l )”’l
ou enfin

Il [“Il—li
(9) A"n'-'Q»\"(u+ M)

2° Si l’on a
Il_‘\] < …\'i ; … -|= yu — |,

en désignant par n l’ordre du déterminant (l), on aura
(| + Î\l)”'£ … + |

ou enfin
[un Ir Il

@) _….+ M) '—' gArwfi.

Les inégalités (9) et (9’) sont bien évidentes sous les conditions
énoncées. '

Remarquons que la condition (9’) est bien satisfaite si l’on pose | [NIS—= ,
—m /:—|

081' on a
la /II'—* __ l+lN—l.m“

Par conséquent, nous avons le théorème suivant :

Si l’on a M à i, la valeur maæimum du module du déterminant (I),
donnée par la formule (8') de M. Hadamard, est plus petite que celle
donnée par la formule (8).

_

Si 1 ’on a M < ""/m + | — 1 , la valeur maximum du module du déter—
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minant(1), donnéepar la formule (8), est plus petite que celle donnée
par la formule (8’) de M. Hadamard.

Prenons, par exemple, le déterminant
3 2 1

(10) A,: | 2 2

1 1 3

Dans ce cas on aura
1 1 [ _

m.n=ä, mm:? ”…:/i, |(liklg3, M_Ë_3<\/3-I.
La valeur maximum du module du déterminant (10), donnée par

les formules (7) et (8), est respectivement

(11) [A3|gso, A53“<1+%)3=64.

La valeur maximum du module du déterminant (\10)', d’après les
formules (7’) et (S’), est respectivement

("’) lA::IS3V/ll-lû. lA;lêB”…3\/Ë:8[VË.
Par conséquent,la valeur maximum du moduledu déterminant(10),

donnée par les formules (1 l), est plus petite que celle donnée par les
formules ([ l’).


