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Sur les solutions élémentaires des équations

aux dérivées partielles à caractéristiques multiples;

Pn N. TuEooansco.

1. INTRODUCTION.— Les travaux de M. Hadamard sur la théorie des
équations aux dérivées partielles ont mis en lumière le rôle que
doivent jouer le conoi‘de caractéristique et la solution élémentairedans
les problèmes aux limites, surtout dans ceux que l’on rencontre dans
lesapplications physiques des équations et des systèmes d’équations
linéaires.

Dans ses Leçons sur la propagation des ondes, il montre que l’inter—
vention du conoïde caractéristique est imposée par des raisons d’éco—
nomie naturelle, vu que la connaissance des données à l’intérieurde
cette variété suffit pour la déterminationde la solution au sommet. En
même temps, c’est à l’aide de la solution élémentaire,singulière sur le
conoïde issu d’un point arbitraire, qu’on obtient la solution satisfai-
sant aux « conditions définies » (‘).

Dans ses Leçons de Yale sur le problème de Cauchy, il applique ces
idées à la résolution du problème de Cauchy pour les équations
linéaires du second ordre du type hyperbolique normal, en montrant
que pour cette classe d‘équations, le type de solution élémentaire,
qui est utile et qui s’impose comme une généralisation naturelle des
propriétés du potentiel élémentaire et de la fonction de Riemann, est 

(’) Terme que M. Hadamard propose de substituer à celui plus restrictifde
« conditions aux limites ». Voir sa Conférencesurles équations aux dérivées par-
tielles (L’E‘nsez‘gnementmathématique, t. 35, 1936).
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celui qui possède une singularité algébrique. Le cas des équations
d’ordre supérieur n’y est traité qu’en passant, mais les deux livres
sont pleins de remarques et suggestions sur ce sujet.

Dans un mémoire publié dans la Revue mathématique de l’Union
Interbalkanique(‘), nous avons repris les idées de M. Hadamard, dans
l’espoir de pouvoircontribuer, selon son désir, exprimé dans la préface
de l’édition française de ses Leçons de Yale, à l’extension de ses
méthodes aux systèmesd’équations linéaires. Nous y avons cherché des
solutions élémentaires à singularité algébrique pour une classe de sys—

tèmes jouissant d’une particularité qu’on rencontre dans toutes les
applications physiques : la forme caractéristique n’estpas la plus géné—
rale, mais décomposableen deux facteurs simples ou multiples, dont l’un
est quadratique en les dérivées partielles du premier ordre.

Dans le cas où ce facteur quadratique est simple, la recherche de la
solution singulière sur la nappe caractéristique conoïdale qu’il four—
nit en chaque point se poursuit de la même manière pour les systèmes
comme pour les équations d’un ordre supérieur. Si, par contre, ce fac—

teur quadratique est multiple, des dissemblances assez graves appa-
raissent, conduisant à ce résultat que, si pour les systèmesaucune dif—V

ficulté nouvelle ne se présente, une équation d’ordre n n’admet pas en
généralde solution singulière sur les nappes caractéristiquesdonnéespar
le facteurquadratique de la forme earactén'stique.

Ce résultat est une conséquence immédiate d’une remarque de
M. Hadamard ("‘), remarque qui est à la base du présent travail dans
lequel nous nous proposons de montrer sur une équation linéaire du
quatrième ordre sous quelles conditions on peut entreprendre la
recherche d’une solution à singularité algébrique, dans le cas où la
forme caractéristique est le carré d’une forme quadratique généraleen
les dérivées partielles du premier ordre. Nous donnerons ensuite le
calcul du premier terme de la solution élémentaire algébrique, afin
d’esquisser la marche à suivre pour parvenir à cette solution. 

(‘) N. Tuiononzsco, Les solutions élémentaires d’une classe de systèmes
d’équations aux dérivées partielles (Revue mathématique de l’Union Inter-
balkanique, t. 1, p. 59—81, 1936).

(*) Leçons sur la propagation des ondes, N° 3117, p. 340.
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2. EXPRESSION DE LA FORME CARACTÉRISTIQUE. —— Commençons par
montrer que si une forme caractéristique A est décomposable en deux
formes P et Q, dont P quadratique à discriminant ;é 0, il faut, pour
que les caractéristiques données par cette forme quadratique soient
doubles, que le facteur P soit double dans le produit.

En effet, soit la forme A(n., m., .. ., n…), où l'on a posé Ti,-= ,G
d£;

G(æ., cc2 ..., œ…) étant une fonction analytique des variables x.,
ae,, . . ., J:,… G = 0 sera une caractéristique d’une certaine équation.
Supposons que A = P. Q, avec

P =2Pqfizfip
i.i

Q étant une forme algébrique de l’ordre n — 2 en 1°...

La caractéristique G étant double, on aura sur G = 0, P = o et

ôA ao ar ap_ _ — = () _ = _
()TL',‘

_ P ()fi,‘ + ()7Ïi \ ()7Ï,‘ 0

()P

d—m—

mier cas le système linéaire homogène 2p,-,z,—— 0 n’a d’autres solu—

Par conséquent, ou bien = 0, ou alors Q = 0. Mais dans le-pre— 
tions que 'fi.,-= 0, soit G = const., parce que, la forme P étant supposée
générale, le discriminant A de P qui est aussi le déterminant du sys-
tème ne peut s’annuler. Par conséquent, en admettant que la même
circonstance se présente non seulement pour G mais aussi pour toutes
les caractéristiques voisines, on aura Q =P. R et A = P”R. Nous
admettronsdonc dès le début que la forme caractéristique de l’équa-
tion que nous allons étudier est de la forme A = P”.

3. LA FORME DE L’ÉQUATION. — Considérons l’équation homogène
1)‘ u d” u d’ u (),,

5 ( “) =2““'“ ():1:.- ()w,-âæfiæ; +2 ”’/" w.w,«… +2 ““
d.L‘;dæ;

*2"" «E + e “
iikl Ü" il

(i,j, l\”; l=l, 2, .. . m),

les variables indépendantesétant ae,, avg, . . ., an…, les coefficients étant
des fonctionsanalytiques,holomorphes dans la région (R de l’espace où
l’on veut calculer la solution.

Journ. de Math., tome XVI. — Faso. IV, 1937. 43



332 N. rnÉononssco.
G(æ., æ._., .. ., a:…) étant une fonction régulière des as,- (finie, con-

tinue et dérivable un certain nombre de fois), posons a: = 11,—

t'

A =EaziufizW/fikfl’l, B =Zbl/‘kfl'zTf/‘Eh
:… lil:

C=EC,,mn,, |»=Zd,«,.
\ ii 1

La permutation de deux indices d’une même lettre sera sans effet
sur les coefficients respectifs (par exemple ail—“= a,-…»,), de sorte que
les termes seront comptés autant de fois qu’il est possible de faire des
combinaisons distinctes avec les indices respectifs. Les quantités A,
B, C, D seront donc des formes algébriques des variables m.

A est la forme caractéristique de l’équation, les intégrales G = o de
l’équation A = 0 aux dérivées partielles du premier ordre et du qua-
trième degré en n,î, étant les caractéristiques de l’équation (1).

Nous supposerons
(3) A: I” avec [’ =E p;;1r;7t;.

ii

(2)

Dans ces conditions, les caractéristiques seront évidemment doubles.
Cherchons pour l’équation (i) une solution de la forme
(4) u=lÎF((‘.),
où F(G) est une fonction admettant une singularité G :o, la fonc-
tion U(x., x._,, .. ., .v…) étant régulière même sur G.

Calculons les dérivées partielles de u en posant

du 1)* u ()“ (« d‘ (!
u—-= -——, n-k=_, awk/:: ————-———-

Ûæ;
” (Ln-(Le,- ” ().L‘, ().L‘; ().L‘k ” (kb,—d£,- ()Æk().L‘1

On aura
(t‘-= U,F + Un,—!*"

"ii: Ui/‘ F+ (ZUm,-+ U vu,—) F’+ Um1r,F”

“ii/:= U,fl-F + (E U1/7Ïk + EU;TÏ,‘J;+ U TI,—ik) ""
-l— (EUHÏ/Tü-F UZTL‘ÙTL})F”—l- UTI[7TÏTEkF”'

ttt/u: UuuF + (2U,y…,+ EU:/fiu+ 2UzTrikl+U:nlikl)Fl
+ (EUuTH;TE1+ ZU;1ï,-HU+ UE num/+ UE‘n‘wæm)F”
+ (ZUzfij7U-Tü—l- UZ7‘E:j1Ï/;TU)F" + UflifijflkfilFm
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les sommes étant étendues à toutes les combinaisonspossibles entre les

indices pris à deux, à trois, ou à quatre, suivant le cas, les permuta-7
tions des indices d’une même lettre n’étant pas distinctes. (Ex.
Uij/—=_ UU!) Ttij: “ji') ‘

Ces valeurs introduites dans l’éequation (1 ) donneront des termes
qui se répètent, par exemple des expressions de la forme

*
Za,,—uïfi;fi;_—Th—U;,
iikl

qui devront être considérées autant de fois qu’il y a de termes dans les
sommes 21 sans indices. On aura donc

2 aiik127Ï/‘fikîlUi:32 ai/k1î/fik îzUz-
ljkl iikl

Par conséquent, il faudra écrire

AUF”+
<42a,jleË/fiknlui+

6 UEa,,uTt,,î,(—î{+ U ZbiikîiË/Ëk\FW.
ijkl ijkl iii: ,

+ (62 aiikl'îl’kfilUu+ 12 2a,…n,m,U,-+3U 27T,‘jflu
ijkl :… i/kl

+ 4U2a,,klr,jkm+32b,,‘,{-1‘,‘TS,4-U,+ U Eb,,‘/_Tt,,‘TL‘;,+U
EC,—,Tfflt,>

F”
iikl iii: UK“ 1/

+ (42 ai/k17T/Uz/k+6 2 a1/k1fiA-1Ui,‘+ -i 2 ai/k/7ÎjkIUi
\ iikl tikl au

+ U2 az/A—1fiiik1+ 3 Z bi/kfikUij
i/kl lik
1 .+ 32b,,æfi,æU,—+ U 2 bijk7Ïi/'k+ 2 ZCi/Tf/Uz

z;k ijk ii
+ U

E
C,,‘7Î,j+ US.

(hr—,)
F/‘i—ÛT(U)F=O.

ii
En remarquant que

d=AA=lzaklfiTUE/. —-—=læzai'tfikfil0—7“,— " ’ du,-dn,- ” ’
lc!ik!

d‘A
0

, 2 a 7_

(”’A
4+:.…; “[du —— =2 a—-dn,dn,dm " ’ dn,dvr,—dmdm """
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la même observation s’étendant aux autres formes B, C et D, le
”résultat précédent se met sous la forme suivante :

. ôA U 0" A \” , “l\ _ T '_ :!!!(a) .\UP +< dm
L,-+

am,—Æ,
7=,,+

UB)!ii
| = ()"A

+°<î”z_à—=___()1ridïr,-U +12!— 077,01È/Ü1ÈkU“'”‘
UK0‘\' «)” .\

+u8Uÿzk_—dT;dn,—r)nk()r_, T” TH+ 6
UÙZ£

()7Ï;(ÏTÏ/()îîk "‘”
01% +1! 1)- B'— î‘ ) i ‘”+20Î,- 1

%+-Z()ni()l__i
…+CL>l«i/

] J \ . | ()‘A
.+ [film—) ‘ ETŸTT’ijkl

()‘A | () B+(iE——_()T.;()7t,()îu);( “I:/“LM(zi—_()T.,—()T., [
iik1

’_

')iB JC: ‘ ‘ _,
—+— zd,,,)‘/,),AT/Allfl-E )_7Tz

l,+ lÇ[c
[F/((J)—(fü]:llfik + 37 ( U ) F = O,

et doit avoir lieu sur la variété G = o. En prenant F(G) = G", où 11

_

est un exposant constant donné, afin d’avoir des solutions à singularité
algébrique de la forme
(6) n=llG”,
on voit que si les cas de p = r, 2, 3 sont exclus, le premier terme du
déve10ppement (5) est dans le voisinage de G de l’ordrep — 4, c’est-
à—dire d’un ordre supérieur aux suivants. La somme (5) ne peut
par conséquent être identiquement nulle, que si le coefficient de ce
premier terme est nul sur G.

Par conséquent, il faudra avoir A = 0, donc G = 0 doit être une
des caractéristiques de l’équation, soit une intégrale de P = 0.

Dans ce cas, cette caractéristique trouvée, on aura

P (0G
0G 0G_ __ _ = )/ =l)l2 :_(7) dl‘1’dnl‘:’ (LC…) [ G et A G

P’ étant une fonction régulière.
Dans le développement (5), le premier terme sera, par conséquent,
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de l’ordre }) — 2 en G et pourra être englobé parmi les termes de cet
ordre.

_

Le second terme devient maintenant le premier. Son ordre de gran—
deur est supérieur à celui des termes suivants. Il sera donc nécessaire
que le coefficient en soit nul sur G = 0, soit

ôA U (PA
(8) âEiUi+ ; d7î,-ÔTC,‘

: i!
TEU+ UB: 0.

Mais puisque A = P“,
(M dP_ ô=A _ 0=P ap ap
3î1=2 (J‘—W:" Ü7Tzôfii_2( {W+ô_mäïl>

dî‘A __ (PP av_ d‘A _ a=r ()2P

W—2—lÏÎÎ—ôËcÊ/c’ W_2 «WW’
les sommes s’étendant commeprécédemmentà toutes les combinaisons
distinctes des indices. Cela étant, la condition (8) devient par un
calcul élémentaire

()P ()P
8’ — — ”T," B:( )

dm ()7:,-' ’+ 0’
ii

les autres termescontenant P en facteuret s’annulant sur G = o.
Considérons les courbes caractéristiques de l’équation P = 0, qui

sont données par le système différentiel

[ dP _dæi ()P_dfij
50—m—ÎZÎ’

!ëî)Îi_Îs'(9) ——

La surface G = o pourra être envisagéecomme lieu d’une famille de
ces courbes où 3 est un paramètre fixant un point de la Courbe.

Sur chacune des courbes (9), qui sont en fait les bicaractéristiques
de l’équation (l), on pourra tenir compte du système (9) et écrire

d_PôP ._ Mm ô_P _d_xz_2 Ëäfimami—22 r…'äa+ax. ds
.

&. ds
ii 7

_2dP_ 8P dP
ds 377; Ô_7Ei.i

Le symbole 8 désignera dans ce qui suit des dérivations portant uni-
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quement sur les coefficients p,,— de la forme P, qui sont des fonctions
des x,- et, par conséquent, sur chaque bicaractéristique, des fonctions
de s (et de certains paramètres).

En remarquant que P est une forme quadratique en a,, on peut
ecr1re  dP ()G dac,— dt":2…_=2 __ … p: ,

ÔTI'1   d.l'i ds ds

et
(JP __ dl” ),dG _ , “__, dl”
m—Gîz:+' ds —-“<' + d )

(IP , . .Le terme ÎÎ€ contenant G en facteur 5 annule et la condition (8) se

réduit à
xdl’ Ol’

B>£dn,—_61,- =U’

ce qui revient à dire que dans l’espace extérieur à G le premier
membre doit contenir G en facteur. Comme c’est une forme cubique
des variables TZ,-, nous poserons nécessairement

) )

(…) B--(Ül’+Z—!” ôl
(ht, 6.1,-

03 étant une forme linéaire en n,, soit Œ=EB,n,-, et une fonction
régulière des æ,—.

Par conséquent, si l’on veut que l’équation (l) admette une solu—
tion à singularité algébrique sur G, le groupe des termes du troisième
ordre ne peut plus être donné arbitrairement.

Posons
N)‘ ()

A=‘Zi1HidÎ——i
().]; et @=zçiäzi

auxquels opérateurs on peut associer les formes

P =2]),—;TC,TE; et (Ü=EB,—TU.
li i

On aura

-
).L"

L]… 0l" ‘)_1_'“ ')—ZPvlum+ " 2!“—d…,-,. _7——.—……du +',£…"’”f_f_dwi «uw—u
Ikl l/kl ’
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et.

dp,-,— d
®A =Epl/fil:—_().Li().L‘j().£‘/; +2]:

fil:—_
dŒ'l: dxid'zilil:

opérateurs auxquels on associe les formes

_ [ a=r 5=P aus ap
P +EôPaî. a“î.+ dmôn,— b"‘æÎæ,ï .et “3P +Za“ï; aî,‘

21} !

En” remarquant que les groupes d’ordre 4 et 3 sont précisémentceux
qui résultent de la forme de A et B, nous sommes conduit à la propo-
sition suivante :

Pourque l’équation (I) à caractéristiquesdoubles admette une solution
à singularité algébrique, elle doit être de la forme
(Il) AHi+9AM+Qu=0

avec
d'u du.

Qu=2 (?,-l‘ d—-æ50.1}, +Ediäî'i +eu,

les coeficients c,-,—, d,- et e étant des fonctions holomorphes arbitraires
des m..

4—. La conoïnu CARACTÉRISTIQUE. —— Le conoïde caractéristique étant
le lieu des bicaractéristiques issues de M, nous prendrons, avec
M. Hadamard (‘), un système de m quantités p…, p.… . . ., po…,
remplissant la condition P(p… , p… . . ., p…) = o et, avec les valeurs
initiales p,-=p…— pour s=o, nous formerons l’intégrale du système

dæ- 1
()P dp 1 (JF ./ _‘ — _ _ ‘ ___—l ___—_. - = , . . . .(14)

ds _
2 dpi. ds 2 ;-æl

(1 " ?, ’m)

Les rapports mutuels des quantités p.,, dépendant de m—2 para—
mètres, le lieu de la courbe obtenue sera une surface. 

(‘l Voir J. HADAIARD. Le problème de Cauchy et les équations aux dérivées
partielles linéaires hyperboliques, p. 115 et suivantes.
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Mais, en laissant de côté la condition P(p…, p… . . .,p…) = o, les

intégrales du système (14) peuvent être interprétées comme les géo—

désiques de l’élément linéaire ll : —ÀEmijdxidæj, où a,,— sont les
11

mineurs des éléments p,-,— dans le discriminant A de P. Aussi longtemps
qu’il sera possible de joindre un point N(æ,, @, . . ., x…), à M par
une de ces géodésiques, les considérations précédentes restent valables
et nous supposerons que, le point M étant donné, la région (R où se
trouve le point N est telle que cette validité persiste.

Ceci fixé, posons

P,-=sp;, qi=sp… (i=l,2, ...,m)
et formons l’expression

r= I’ll)” l,:.‘ ‘ ' " P…; "’la ‘I"27 ' ° ') -£ml;

I‘ est le carré de la distance géodésique du point N au point M, cal-
' ‘ ' l l . I ' )r

culee a l’aide de l’element lmea1re II. On aura 57 = TZ,—= 2P,—= 2SPz!

et la fonction P sera une intégrale de l’équation auxdérivées partielles
ar or ar

_ _ . _ , ‘(12) (ä—L_ï’()—£:’””;Ï-l—vn”l’”l”'Ï°’£ln>_"l’

[‘ = 0 est l’équation du conoi'de caractéristique.
Nous utiliserons la première série d’équations des géodésiques sous

la forme
()l’ , (’.L‘,

(13) (ÎE — .‘S 7; '

5. LA SOLUTION ÉLÉMENTAIRE. — Supposons maintenant qu’il s’agisse
de trouver une solution élémentaire pour l’équation (! 1), que nous
écrirons d’ailleurs sous la forme (l), en tenant compte de la condi—
tion (10). La f0rme de la solution sera

‘.-

(Œ) U=U1"G

p étant un exposant constant donné, U étant une fonction régulière.
!En introduisant l’expression de cette solution dans l’equation et en
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tenant compte de ce qu’on peut remplacerpartout P par 41“, on aura

p<p—)<p—
z>l‘H[U (‘,)?‘Î j—‘îm—+UB]

_ ôP ()P

+p(p_.)rp—-L a… ;? Uli+8<p—2>ZË?P
0- P ()P dB+2 <dTE,—ÔTE; àî]: +. . ')fijkUi+2 Ô’Tl‘zUiik

al‘)
+16(p—2)(p—3)U+4(p—2)U201rdu,-mi

-)
+ il

+ %2 (d£—524 3—45… )…
…à; (4—3; 3—3

)…U

;_;_;…,+CU]
+ termes dordre supérieur en I‘ = o.

Un calcul facile à faire montrera que

UZd—m

()P
;"Î,—mj+ UB: (8I’ + (BP)U,

de sorte que le terme en I‘P—3 est en” réalité de l’ordre de I‘”‘”, dont il
enrichit le coefficient de la quantité

[32(p— 2)+4(12— 2mm-
En répétant un raisonnement déjà fait, on trouve que sur P on doit

avoir
ôP

(_)ÏU
ôP )’P ()P 03—(15)

2/d—Tti
%+Z[S(P —

2)d—TEi +<Û_T(t{)TE 'dîk +...)fijk+ (ÊJUI! / (

iik

+32(p——2)+4(p—°)Û3+16(p—2)(;)—3)+Zdfi-—d—În_m,—

+42 <d—Lmdfii—PÛma…, +“ '
'>“"" ““

d=P ()P+ ;+
?;2£ (dm-dn,— d1r—_k+"'>“"k+;——2_2dïrdB7rifi"+ C]

L :O
i;-

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. IV, 1937. 44
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L‘avantage de l’introduction des géodésiques dans ces calculs appa-

raîtra plus clairement encore, si l’on adopte de nouvelles coordon-
nées X.. X,, . . . ‘A,,… et s.

Les 1,— définissant la direction initiale de la géodésique, à chaque
valeur de : correspondra un de ses points.

Calculons le long de chaque géodésique les termes en U,,, U,— et U.
Terme en U,,

()l’ ()l’ d..c, d.L, __ ! (13 U
(I;

.1,

,æfilemzwÆî—MWM2 -

:

  
!

Termesen U,—

d
8(1)—2)2—£Ui=39(p—2)82U:7Ê =3»<p»—z)v%—,ç-

Remarquonsque
d’l’ ()l’fl ()l" ()1t,d.z,

25—_fiidfij_(lTl’1n =/;S
SEA-(;;; (;)—m)!)djg (IS‘

, (! mn 3 op
'Sa,(Œ)—— / ô(_d_—,.)

=|6 (!
çl)l')e’sô

()I’
S(IS ' ()S " ä'<ÔË,>

. ! .
): 16.9d—iL' 4-163’ îl—fi _ /,_çâ<fl.). (IS (IS’ (ht,-

De même

2 ()‘I’ ()I’
T: —|()s (.L',l'|+136

_(l’.(.', ,ç 6 (()l’ _

()1t,(h‘, (_)Tr, ”_ (IS (IS’ " ôs \IÏTT,
[k

On a, et en vertu de la relation de réciprocité entre les coefficients
des deux formes P et Il,

Û*P _/ , ,;—Ô——n,dn, rit-= 221…î,‘k= E' 2 p,»,(w,,+ . , .): 4/11 + s1: (3),

ik Il"

la fonction £(s) étant holomorphe en 5.
Cela permet d’écrire.

():l) ()P
—'s ([.l', d-P '__[| & 1°(ç)]d”l‘

2kar,dm""‘a—n,_ ' ds (Î_r,—an,. T'“— "l "‘+"‘ ' î’
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et finalement

d=P ap + “_ U_Z<ÔTE,ÔTE/äîÆ Ik ‘
i]k dix,dU & ap- dU

=32378 + 32s=2 U,— Ê _ 8sZ&(Æ) U,+43[4m+s£(3)]?
1

On se rend compte que l’équation ( 1 5) revient sur chaque géodésique
à une , équation différentielle - ordinaire, à condition de pouvoir
exprimer le terme

dB 3 ar _d2æ,
…” 2[dîfi 8"ä…é<«îï,)+'6 Ts=]U"

!'

en fonction de
dÎI-J-

On a

dB
d-1—ŒŒdP

d’P 6P ()P 8 JP
ôîi_ P—()T—Îl+ TE,‘+Z_d—.fildfij ô—Œj +2Œ,‘ ô_ÆI <äî1)

]
et

a ar _ & ap di, __ &

_Bsäë<tfii> __8826‘Î,<dr,) (Ts—__22_d1t, ôoæ,—<d_Pm)
I

Donc

dB 6 ()P
. do3+ Œ()_P

d* P 6P_ dP 8 à?—8. _ _ _ _ _ _ .
dTÏ__,- s‘0s (du,—>= Pd_ i+i2dn, dr,— ex,-_ dn,— ô.z‘,— (dm)

/

Mais, en même temps,

6_P _()_P
dl—

æ/_Z‘g—Ïk 'Iç _
ÛTC-—/:

'—°7Tjk=[lTrI _Eddfi—Ê“Ik:

et, par suite,
r)"P ô‘P () ()P_/ __ _

[dm—d—T, ôæ,—_2 (hr; <dn,>”’—ZJLdn,— (d£)Ëdm,TM.
/

‘ (IP a- P ap
=4aî, “ ,, aïe… ?…,.

TI,/,.



342 N. rnÉononasco.
Un calcul analogue donne

20P
6 ()P ()’|’

20—13— æ,<«m,->=

—ZÛÎ,<(_)1Ï

()1:,- _z()_Pr, ()T.,——(—)1:(.”
()P ()l’ ()‘l’

4çd%<d7ü>—i2()1:, ()1ti—U—TT, “il"

 
_ _(I- .L,

_ (_I_._J,-
()P ()”l’

—168 ds‘ +186(13
_î—dt—î

()1:()T:,— "‘"
Finalement, on peut écrire

dB 3 ()P )()03 ()P (l‘—’a",—_ _ _ __ = __ n__ _ !
()1t; (dm) ] ()1:; + ()1'11,ls6 ds= ’

et, compte tenu du fait que sur F = 0, P = o, l’expression (16) se
, . dUreduit à 4555 Î'
Termes en U. — Nous calculerons maintenant les premiers termes

des développements suivant les puissances de s des termes du coeffi—
cient de U.

2 (FP ()’l’
6 _—— —— 1:-'1tk1= ] m-—: ..

()TL‘;ÛT.,‘ ()1:k()1:/ "
au

()- P ()“ P
()1:,—()1—.1 ()1',()1:/

au
.,—,*fiu=ü' lôlîl+ . . .

()’ P ()= l’
()1T,—()7?1 dî‘C/(Î‘Iîk

(ik!
T.,-,1m: 16m +. . . .

Les autres termes commencent par des puissances plus élevées de s.
93(:) et $”2«(s) désignant des fonctions holomorphes de s, l’équation
différentielle qui détermine les valeurs de U sur le conoi'de sera

(17) 163-%%+16s[2(p—1)+ m+sff(s)]-Ê-Q
+[16(P— 2) (p— 3) + 32(p —— 2)

+ 16(p — 2)m + 8111 + [un2 +sfl(s)]U=o,
donc une équation du type de Fuchs.

En posant
a=2(p—1)+m et b=(p—z)*+(p—z)(m+x)+wi
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on aura comme équation caractéristique r(r — 1)+ ar+ !) = 0 dont
les racines sont

m mrl=—;——1)+l; l'2=—Î——l)+2.

Or, nous avons besoin d’une intégrale particulièrefinie et régulière à
l'origine, ce qui nous permettra de prendre r.=o ou r2=o. Par
conséquent, l ’exposantp sera de l’une des formes

m m(|8) p,=——g—+I ou p,:—;+2.
6. CONCLUSIONS. — En conclusion, nous avons obtenu la forme des

équations du quatrième ordre à caractéristiques doubles, qui
admettent une intégrale à singularité algébrique, et avons montré
ensuite comment il convient de conduire les calculs pour réaliser une
solution élémentaire de ces équations, notre méthode étant, bien
entendu, applicable aussi à d’autres cas plus généraux. Il est à peu
près évident que l’Opération définie par la formule (17) est invariante
par rapport à toute transformation ponctuelle effectuée sur les
variables indépendantes.

On peut néanmoins montrer qu’elle s’exprime à l’aide des para—
mètres de Beltrami A, (U, P).

En effet, on a, comme l’a montré M, Hadamard (' ),

 dUA,(U,l‘)=zs-Ë-
Par conséquent

d dU ,_IîU , [UA1[A1(U, r),rJ=28;lk <28:È>=qs‘(llsz +.lSî{—s—J
donc

se _; =A,[A.(U,l‘),l‘]—2A.(U, r).

D’ailleurs, nous aurions pu mettre dès le début l’équation (1 1) sous
forme invariante par rapport à toute transformation ponctuelle et
donner à nos calculs un nouvel aspect. Nous nous réservons cette
tâchepour un mémoire ultérieur.

. 
(') Le problème de Cauchy, p. 126.+


