JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

B. HOSTINSKY

Sur une classe d’équations fonctionnelles

Journal de mathématiques pures et appliquées 9¢ série, tome 16, n° 1-4 (1937), p. 267-
284.

<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1937_9 16_1-4_267_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1937_9_16_1-4_267_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA
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Sur une classe d’équations fonctionnelles ;

Pir B. HOSTINSKY.

Brno (Tchécoslovaquie.)

Introbuction. — Volterra a donné en 1914 'exemple d'une fonc-
tion V(z, y, A) telle que V(x, y, A+ 1) s’exprime au moyen
de V(x, y, A) etde V(z, y, u) par des multiplications, additions et
une intégration; il dit que V(z, y, A) admet un théoréme d’addition
intégral. Nous nous proposons ict d’étudier des équations fonction-
nelles qui donnent 1'expression des théorémes d’addition plus géné-
raux et de montrer comment elles peuvent étre résolues; nous allons
construire des fonctions qui admettent ce théoréme d’addition plus
général et qui dépendent d’une fonction arbitraire de trois variables.
Une équation fonctionnelle étudiée par Hadamard en 19o3 rentre
aussi dans ce type d’équations. '

Nous commencerons par rappeler quelques propriétés d’un systéme
d’équations fonctionnelles plus simples qui se rattache & un systéme
différentiel linéaire (n°1—4). Les formules relatives a ces équations
fonctionnelles simples conduisent aux résultats plus généraux que
nous cherchons, si 'on remplace certaines sommes par des intégrales.

1. SYSTEME DIFFERENTIEL LINEAIRE. — Soit 8 =1, sl i =#, et 8y = o,
siZiz£k (pouri, k=1, 2, 3, ...) etconsidérons le systéme différentiel
linéaire

d.l‘,'___ . . :
(1) =Dy, =12, ...n,
k=1
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ol a;(¢) sont fonctions continues données. Soient
d)ik(s’ t)? (Dzk(s} t)) MR | d)nl'(sy t),

n fonctions qui satisfont & (1) si 'on y pose z;= ®;(s, t) et telle que
'on ait

(2) D (s, 8) = 0y, ih=1,2,...n.

En prenant successivement £ =1, 2, ..., n, on obtient ainsi n* fonc-
tions
(( Dy (s,8) @u(s,0), ..., @0, .
(3) $ D, (s,8) Byy(s,t), ..., ®y(s,0),

( D, (s,t) @u(s,8), .... D®,(s,0),

qui forment un systéme fondamental d’intégrales de (1). Les éléments
de la k"™ colonne du tableau (3)donnent les valeurs des fonctions z,,
oy, ..., z, qui satisfont a (1) et qui se réduisent pour ¢t = a zéro sauf z,
qui devient égale & 1 pour t =s.

Intégrons les deux membres de (1) par rapport a ¢ entre les limites
set . En tenant compte des notations que nous venons d’introduire,
nous trouvons que le systéme (1) peut étre remplacé par

I n
4 ®;(5,t) =3y Ff [Zail~(“)¢A-/(3a ’1)](1’1~

k=1

L, J=1,2,...n.

Supposons que les fonctions ®;;(s, ), qui salisfont 4 ce systéme .
d’équations intégrales (4), soient dérivables par rapport a ¢; alors le
probléme de trouver le systéme fondamental de (1) qui satisfait aux
conditions initiales (2) sera équivalent & la résolution de (4).

2. RESOLUTION DU SYSTEME DIFFERENTIEL AU MOYEN DE SERIES. — La
méthode d’approximations successives permet de calculer le systéme
fondamental (3). La forme (4) des équations est commode pour faire
le calcul. Supposons que ¢ soit la premiére valeur approchée
de ®;(s,?). En remplacant les ®,; dans le second membre de (4)
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ar o,;, on trouve
]

L
8:/—!—/ a,—,-(u)du

comme seconde valeur approchée de ®;(s, ). Introduisons cette
expression & la place de ® dans le second membre de (4); nous obte-
nons ainsi une troisiéme valeur approchée, et ainsi de suite. La m"™°
valeur approchée de ®;(s, ¢) apparait comme une expression a
m termes, le 7™ terme étant une intégrale r-uple. L'expression exacte
de ®;(s, t) sera donnée par la série infinie suivante

t 2 v
(5) aik—i—/‘aik(u)dll‘l—Zﬂ

.
m=2 D

xf 2 2 . Eam(um)aag(um_,) () |dadu, ... du,,,
A=

a=t f=1

ou il faut sommer, dans le m"*" terme, par rapport & m —1 indices
a, B, ..., et ou le domaine d’intégration D,, est défini par les inéga-
lités (') suivantes :

sy <u,<... <up <<t

La série (5) converge absolument et uniformément par rapport a s
et ¢, ce qui se démontre en observant que |a;(u)| <M, M étant une
constante. Les équations (4) sont satisfaites si I'on y remplace les ®;
par les séries (5).

Introduisons encore le systéme différentiel

) l . n )
(1 bis) (—jz':za“(t)yk, i=1,2...,n,
K—1 :

obtenu en remplacant a;, dans (1) par a,,.
Soient
D1 (S,l), CPK“Z(S7‘).’ LR (P,(,,(S,l),

(') Ces inégalités (ainsi que toutes les inégalités analogues dans la suite) peu-
vent étre remplacées par les relations avec le signe d’égalité : s<u,Su,<. .., car
il s'agit partout d’'un domaine d'intégration, la fonction a intégrer étant
continue.

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. TlI, 1937. 35
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n fonctions telles que les équations (1 bis) soient vérifiées pour
ye=24(s, t), et que ’on ait
(2 bis) Pix (S, 8) = Oux, Lh=1,2...n.

Ces n? fonctions

(PM(S,‘ t", (,7..5(.8‘,[), ey ({),,,(S,l),
(3 bl’s) (P:i(s?”v (?1'2('9?[\)5 cery (r"-:ll(syt)y

G (8,0, @8, ), ..o, Gua(s, t),

forment alors un systéme fondamental d’intégrales de (1 bis). Les
éléments de la 4™ ligne du tableau (3 bis) donnent les valeurs des
fonctions y,, y,, ..., y. qui satisfont a (1 bis) ou au systéme suivant
d’équations intégrales, équivalent a (1 bis) avec les conditions (2 bis)

' n
(4 0is) (s, t)=0au +f [Z @i u)grls, u)] du.

j=1

L’expression de ¢;(s, ) s'obtient par la méme méthode que nous
avons employée pour calculer ®;.(s, t); on trouve que ¢;(s, t) est
égale a la somme de la série infinie

(B bis) 3;1—%—fla,-k(u)du +}:: ﬂ
s I

oy
m—=2 m

xfI:v 2‘ Za,,(u,)a,{p (e,) . a,‘(u,,,):I du,du, .. .du,,.
a-1 f—1 A=

Considérons le cas particulier oit les fonctions a; (1) sont constantes.
Les formules (5) et (5 bis) montrent qu’alors

Pik(8, 8) =Dy (s, 8)=3dy + aik(t --5)

E[EE T o]t

m=2 §_a=1 B=1 =1

Les deux systémes différentiels & coefficients constants

d.L'( _ < - d)z
ar _Z agxr el i —_Z Ak
k=1
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admettent donc chacun un systéme fondamental d’intégrales qui se
déduisent d'un méme tableau formé par les n? fonctions (s, t). Pour
avoir une solulion z,, x,, ..., &, du premier systéme différentiel, il
faut prendre les éléments du tableau qui figurent dans une méme
colonne; pour avoir une solution y,, y., ..., y. du second systeme
différentiel, il faut prendre les éléments d'une méme ligne. On a, de
plus, 9,(s, s) = Si.

3. IntécrALE D'UNE suBsTiTuTION. — Revenons au cas général ou les
a;(¢) sont fonctions continues de z. Suivant Volterra I'intégration du
systéme (1) ou (1 bis) peut étre regardée comme intégration d’une sub-
stitution.

Les valeurs initiales x;(s) que prend une solution de (1) pour =3
sont liées & celles qu’elle prend pour une autre valeur de ¢ par la sub-
stitution suivante que nous désignerons par S

n

(S) wi(t)_—_ztbik(s,t)xk(s), i=1,2,...n.

k=t

En effet, d’aprés les définitions des quantités @, (s, t), les seconds
membres des formules (S) satisfont aux équations (1) si on les y
introduit & la place des x;; si ¢ = s, la substitution S se réduit a lasub-
stitution identique, comme le montrent les conditions (2). Convenons
de désigner par {a;} la substitution homogéne & n variables dont a;
sont les coefficients. La substitution S sera alors représentée
par {®,(s, 1)}.

Divisons maintenant l'intervalle (s, ¢) en m parties h,, h,y, ..., hy,
(& partir de s; s < ), et soit #, un point quelconque de h,. Désignons
par S, la substitution {d; + h,a;(u,)}. Elle a pour effet d’aug-

n

menter x;(#,) de la quantité h‘,z a;(u,)x(u,), infiniment petite si
k=1

h, est infiniment petit; ce qui exprime les relations entre les x; éta-

blies par le systéme différentiel (1) (ou il faut écrire A, au lieu de dt).

Effectuons successivement les substitutions S,, S,, ..., S,. La sub-

stitution composée ainsi obtenue S,,S,,_,...S, tend, si m augmente

indéfiniment et si tous les A, tendent vers zéro, vers une substitution
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limite qui n’est autre chose que la substitution S. Les coefficients de
la substitution S, S,,._, . . . S, tendent vers les quantités ®;.(s,) données
par la série (5)('). Volterra appelle cette substitution limite intégrale
gauche de la substitution { a;;(u)} prise par rapport 4 u de s a t.

Supposons maintenant que I'on opére les substitutions S, en ordre
inverse : d’abord S,,, puis S,._,,... etenfin S,. La substitution ainsi
composée S, S, ...S,, tend vers une substitution limite §', si m aug-
mente indéfiniment et si tous les A, tendent vers zéro. S’ est suivant
Volterra intégrale droite de la substitution { a;(u)}. Il en résulte que
le tableau (3 bis) de coefficients de I'intégrale droite donne les inté-
grales du systéme différentiel (1 bis).

Les séries (5) et (5 bis) définissent donc les coefficients de I'inté-
grale gauche et de I'intégrale droite de la substitution { ;.

4. EQUATIONS FONCTIONNELLES ATTACHEES AUX SYSTEMES DIFFERENTIELS
LINEAIRES. — Soient s, u et ¢ trois valeurs de la variable indépendante,
s<u<t. Il résulte immédiatement de la définition de l'intégrale
gauche que la substitution { ®,(s, ¢)} peut étre regardée comme com-
posée de {d;.(s, u)} et de {®;(u, t)}. La régle connue qui donne les
éléments (coefficients) de la substitulion composée en fonction de ceux
des substitutions composantes montre que
(6) ‘D,-,(.(s,t):z D(u, t) Pji(s, u).

=1

De méme, la définition de I'intégrale droite montre que la substitu-
tion {ou(s, t)} est composée de |, (u, t)} et de {o,(s, u)}, donc
(6 bis) <pik(s,t):2 @ij (8, 1) jx(u, t),

j=1
iLhk=1,2...n.

Nous cherchons & résoudre les systémes d’équations fonctionnelles

(1) On peut calculer les @, (s, t) directement comme coefficients de la substi-
tution limite. Voir le calcul analogue pour les ¢ (s, £) dans mon travail sur une
équation fonctionnelle de la Théorie des Probabilités (Publications de la
Faculté des Sciences de Brno, 1932, n® 156).
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(6) et (6 bis), c'est-a-dire nous cherchons systémes de n® fonctions
@, (s, 1) (¢, k=1, 2,...n) qui satisfont a (6) ou systémes de r* fonc-
tions (s, ¢) qui satisfont & (6 bis) avec les conditions

Qu(S$, $) = Ou, D (s, 8) = 0.

Une premiére méthode de solution est donnée par les formules pré-
cédentes. Quelles que soient les fonctions continues données a;(«), les
séries (5) satisfont a (6) et les séries (5 bis) satisfont & (6 bis). On
peut démontrer que ces séries donnent la solution pour u, s, ¢ quel-
conques (et non seulement pour s < u < ¢), & condition de définir con-
venablement le terme général de I'une et de I'autre série pour u, s, ¢
quelconques. Nous donnerons plus tard (voirn° 6) la démonstration
d’un résultat tout a fait analogue de celui que nous venons d’énoncer
sans démonstration.

Fréchet (*)a remarqué que I'on obtient solutions de (6 bis) sous une
forme trés simple. La formule de Fréchet s’étend trés facilement a
I’équation (6), et l'on arrive ainsi au résultat suivant : si b,(u)
(i,k=1,2...n) sont n* fonctions continues dont le déterminant D est
diftérent de zéro dans I'intervalle sSu <t, et si B;.(u) est le mineur qui
dans D correspond a b;,(u) divisé par D, les équations (6) admettent -
la solution

Bu(s, 1) = Y, bis () By (1),
j=1

tandis que les équations (6 bis) sont satisfaites par

Qu(s, )= bi;(s) Be(0).

j=1
Fréchet a démontré que la derniére formule donne la solution con-
tinue la plus générale de (6 bis).
Remarque. — Si nous posons
Wils, t) = @u(s, t) — Oz, i (8, t) = Pur (s, £) — iz,

(') M. Frecaer, Solution continue la plus générale d’une équation fonc-
tionnelle de la théorie des probabilités « en chaine » (Bull. de la Soc. math.
de France, t. 60, 1932, p. 242; t. 61, 1933, p. 182).
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I’équation (6) sera remplacée par

Wik (s, ) = Wa(ut, ) + Wi(s, ) -+ 3 Wiy (e, ) Wia(s, 1),
j=1

et (6 bis) par

n

Gk (8, 8) = Ju (s, 10) + b (u, t) +Zt{/,/(s, W)Y, t).

j—1

Ces fonctions ¥ et { sont définies par les séries (5) ou (5 bis), on il
faut toujours supprimer le terme ¢;,; nous avons W;,(s,s)= {;.(s,s)=o.

5. EQUATIONS INTEGRODIFFERENTIELLES LINFAIRES. — Soil K (&, y, u)une
fonction continue donnée dans le domaine

asxid, aiyv<d sSuse,

et considérons [’équation intégrodifférentielle

() N(t’——#"'—lﬁ =Kz, y,u) +f hK (g3, )W (5, v, 8, u)ds,

avec la condition que la fonction inconnue ¥'(z, y, s, u) soit égale a
zéro pour u =s. Cettefonctions’exprime au moyen d'unesérie qui est
analogue de la série (5) sans le terme g il faut remplacer a; (u) par
K(z, y, u) et introduire des intégrations par rapport aux variables
x, ¥ au lieu des sommations par rapport a ¢ et £. On arrive ainsi a la
série, nulle pour t =y,

(8) Wz, y,s,0)

t * b b b
= K(-’”»)’r ll)dll -+ f f "'j ff "'fK(Iysyum)7
‘[ E a a a D '

x K (3, 55, ) .. KBy, y, wy)duydu,...du, ds, ds,...ds,,_,,

et 'on démontre aisément qu'elle satisfait a (7).
De méme I'équation

MN(x, y,s, u)

b
(7 bis) u =K(z, », u)—+—f $(z, 3,5, w)K(z, y, u)ds
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admet la solution suivante, nulle pour ¢t =3,

’
(8 bis) q»(x,)',s,t):f K(z,y, t)du

+ifabfa"...fabffom...

m=2

XfK(-I‘;sn w)K(z,, 55, @), ..
< K(sm—y, 3y tn)du,du, ... du,ds dsz, ... dspy,

série analogue de (5 bis).

Supposons qu’en particulier la fonction K(z, y, u) soit indépen-
dante de u. Dans ce cas la série (8) est identiquement égale a (8 bis);
par conséquent les équations intégrodifférentielles

oW (x, y,s, u)

o =K(xz, y)+bf K(x, 2)W¥(3, 5, s, u)ds

et

adlx, vy, s, u NG )
—L—‘“o"};—):"(”’”*-f $(2, 3, 5, W) K(z, y)ds
a

admettent la solution commune

Wz, y,s, u)=Y(z, », s, )

=K(z, ) (l—.v)+i£b£b-~-10K(x,;1)K(z1,zz)...

m=2
(t — s)m

X K(sm—y, y)ds,d3, . .. dzpy —

qui ne dépend que de z, y et de la différence ¢ —s.

6. EQUATIONS FONCTIONNELLES OU THEOREMES D’ADDITION; SOLUTION AU
MOYEN DEs SERIES. — La fonction W'(z, y, s, t) définie par la série (8)
satisfait a '’équation fonctionnelle

(9) Y (z,y, s O)=Y (2, y, s, u)+¥(z, y, u, t)

b
-+ [ W(z, z, u, t)¥(z, y, s, u)dz,
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et la fonction ¢(x, y, s, t) définie par la série (8 bis) satisfait a
I'équation

(9 bis) Yy v 5, O=Y(2, x, 5, 1)+ $(e, 3, 1, 1)

b
+f Gy 5,8, 00) Y (5, 0, u, t)ds,

quelles que soient les valeurs de s, u et de ¢.

Pour démontrer ce théoréme, il faut d’abord définir la valeur de
Y(x,y, s, t)[etde(z,y, s, t)] pour s>t. Nous avons donné la défi-
nition pour s< ¢ au moyen de la série (8) que nous écrirons sous la
forme abrégée suivante

r
Y¥(z, v, s, t):f K(x, », u)du

= ! o Upy— Uy
+2f f f f Flu, u,...u,)du,du,...du,
m=2 5 k) ~ 3
, w
¥(z, ¥, s, t):f K(z, y, u)du —t—z ff ---‘/‘qu,({uz ...duy,
s Dy

m=2

b b b
F(u,, uy... u,,,):f f .- f K(x, 5, 0, )K (54, 54 ). ..
a a a

> K(zmey, vy 0))ds,ds, ... dsp,y.

ou

avec

Si toujours s < ¢, nous conservons la méme formule pour exprimer

V(z,y,t,s); donc

W(x,y,t )= f K(x, v, u)du

¢
s s U g {7 — Uy
4+ f f [ f F(uy, uy. . .u,) dejdu,. . . du,
z__' ¢ Yooy t ! '
m=2 .
t -o
= A-f K(z, y, u)du —+—Z(— ™
N m=2

SIS

L
. .-f qulduz..-dunu

Um ¥ Um—y
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. 't > .
(1o0) W(x,y, t,s):——j K(x,y, u)du +Z(—- l)”‘ff ---deu.,du:...a'u,,,,
s Em

m=—=2
le domaine d'intégration E,, étant défini par les inégalités
S U<ty <o << Uy < L
Nous aurons besoin des deux lemmes suivants :
Lemme 1. — Soit s < u < t, Dy le domaine
ST, <] u, <. .<ux<<t
et D(m, N) le domaine
S, << Uy <...<Up<u, U<l < Uy <. < uUx<,

oim=o,1,2...,N. Nous avons

D(o, N)+D(1, Ny +...+D(N, N)=Dy,

ot la somme au premier membre représente le domaine obtenu par la

réunion de domaines D(o, N), D(1, N), .
LeMMe 2. — Soit s < t et soit E(m, N) le domaine
ST U, < U< < U< L ST Uyl Uy <o o< Upp < L.
Nous avons

E(o, N)— E(1, N)- E(2, N) — ... +(— ) E(N, N)=o,

oit le premier membre représente le domaine obtenu par la réunion

de E(o, N), E(2, N), E(4, N), ..., diminué du domaine obtenu par

la réunion de E(1, N), E(3, N), ....

Nous allons maintenant distinguer trois cas :

1° s <u < t. La série (8) satisfait alors a I'équation (9); en effet,
si nous remplacons les fonctions ¥ qui figurent au second membre
de (9) par les séries correspondantes, ce second membre devient égal
a8,4+S,+...+Sy+..., ou S représente ’ensemble de termes

Journ. de Math., tome XVI. — Fasc. III, 1937. 36
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qui sont de degré N par rapport a K(z, y, u). Or, on trouve que

Suzngo.fblb---j’:bfi/v---fl((“c, s, uYK(z,, 54, tx_))...

D{m,N)

< K(sx_yy ¥y 0)du,du, .. . duxds ds, .. . dsy_,.

La fonction sous les signes d’intégration ne dépend pas de m. Syest
donc une somme de N 41 intégrales qui ne différent que par leurs
domaines d'intégration. D’aprés le lemme 1 cette somme pourra étre
remplacée par une intégrale unique avec le domaine d’intégration D,.
Le second membre de (g) est donc identiquement égal a la série (8).

2° Soit s =¢. D’aprés la définition donnée plus haut nous trouvons
W¥(x,y, s, s)=o0, donc (g) se réduit a
b

(r1)  W(z,y,s, u0)+W(x, v, u, s)+ f ¥(x, 5, u, s)W(s, r,s, u)ds=o,

et il faut démontrer que la série (8) satisfait a (11). Supposons, par
exemple, que s < u et remplagons W(z, y, s, u) et W(x, y, u, s) par
les séries de la forme (10).

Le premier membre de (11) devient ainsi égal a

T+ Ti+...+Tx+...,

ou T, est I'ensemble de termes de degré N en K(z, y, u).
On trouve que

TN:ZN('_. l)m‘/a‘h/a‘h...ja‘b.[f...fl\'(.r, sy, un)K (3, 5., uxy). ..

E(N —m,N}

x K(sx_ys ¥, ;) duydu, . .. duxds,ds, .. . dsy_,,

ce qui est égal 4 zéro d’aprés le lemme 2.

3° Soit enfin s < t< u. Dans ce cas la formule (9) a lieu si nous y
échangeons ¢ avec u, ce qui donne

b
W(z,y,s,t) +f W(z,s, ¢t )W (s, y, 85 0)ds=W(z,y,s, u)— W(x,y,¢u).

Regardons cette équation comme une équation de Fredholm,
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Y'(z, y, s, t) étant la fonction inconnue (avec y, s,  comme para-
métres fixes); le noyau est égal & W(w, z, ¢, u)(avect, u comme para-
métres).

Le noyau résolvant (fonction de variables x, 3) sera égal &
¥ (x, 3, u, t), comme le montre I'équation (11). Nous aurons donc, en
appliquant la formule connue de Fredholm,

Wz, y,5 t)=W(z, 5, s, u)—¥(z, y, ¢, 1)
b
+f llf(,z;, S, U, t)[qj‘<5» NERT) u)_"p(si s t u)]d""'

ou, en tenant compte de (11) (ou il faut écrire 7 au lieu de s)

Wz, y,s, )y =W (x,y,s u)+¥(x, y, u, t)

b
+f W(z,s,u, t)yW(s,y,s u)ds,

ce qui montre que (g) est satisfaite. On démontrerait de la méme
maniére que cette équation a lieu pour u<s<t. Elle est donc
valable dans tous les cas (*).

Considérons encore le cas particulier ou la fonction K(x, y, u) ne
dépend pas de u; nous la désignerons alors par K (z, y). Dans ce cas
les séries (8) et (8 bis) deviennent identiques I'une a 'autre et nous
arrivons & ce résultat que, quelle que soit la fonction continue
K(z, y), la série

= b b
pm
([2) "I’r('z'! .}'1 "):2 m_|'f f A
m=1 5
xf K(z, 3,)K(zy, 2,) ... K(5m—y, y)dz, dzy ... dzp,

satisfait 4 I'équation fonctionnelle
(13) Yz, y, u+90)=%W(x, 5, u)+ ¥(z, y,v)
b .
+f ¥(x, z, u)¥(z, y, v)ds.

(*) Le méme principe de démonstration sert a démontrer que (8 bis) satisfait
a I'équation (g bis), et il peut étre aussi appliqué aux équations (6) et (6 bis)
(voir n° k).
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On peut vérifier directement ce résultat qui est di & Volterra (');
il suffit de substituer les séries de forme (12) 4 1a place des fonctions W
dans I’équation (13). La fonction de trois variables ¥'(x, y, ¢) est
égale a la fonction W(x, y, s, t) obtenue antérieurement; dans le cas
particulier en question cette fonction dépend seulement de x, de y
et de la différence (¢ — s) que nous nommons ¢.

En résumé, pour obtenir les fonctions W'(x, y, s, ) ou {(, y, s, 1)
qui admettent le théoréme d’addition (9) ou (g bis), il suffit de cons-
truire les séries (8) ou (8 bis) ou K (z, y, «) estune fonction continue
arbitraire de trois variables. Si W(«x, y, s, t) ou {(z, y, s, ¢) ne
dépend pas que de la différence t—s=v, les deux équations (g)
et (9 a) sont identiques; elles se réduisent a (13) et, pour trouver une
solution W(x, y, ¢) de (13), on n’a qu'a former la série (12)
ou K(z, y) est une fonction continue de deux variables.

7. UNE AUTRE METHODE POUR TROUVER LES FONCTIONS QUI ADMETTENT LE
THEOREME D’ADDITION DONNE. — Soit K (z, y, #) une fonclion continue de
trois variablesz, y, u, et représentons par N(x, y, 1) le noyau résolvant
de Fredholm relatif 4 K(z, y, «) considéré comme noyau primitif;
nous supposons que u conserve dans 1'équation de Fredholm une
valeur invariable. Nous avons, suivant Fredholm,

b
K(z, 5, ) + N(x, v, t)=— f K(x, 5, u)N(3, y, u)ds
:-f N(x, 5, u)K(3, 5, u)ds.
b
La fonction W (x, y, s, t) de quatre variables, définie par la formule

b
(14) ¥(x, AR T) t)=K(z, Y, )+ N (=, ¥ 8) +f K(z, 5, t) N(z, Y, s5)ds,

(1) V. VoLterma, Sulle equazioni alle derivate funzionali ( Rendiconti dell’
Acc. dei Lincei, 5° série, t. 23, 1° sem. 1914, p. 393). Voir aussi VOLTERRA,
Legons sur les fonctions des lignes, p. 127, Paris, 1913.
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satisfait a ’équation (9), tandis que la fonction
, _
(14 bis) (=, y, s, t) =K(z, 7, $)+ N(z, 3, t) +f K(z, z, s)N(s, y, t)ds

satisfait a (g bis). Pour le démontrer il suffit d'introduire ces expres-
sions & la place de W ou de ¢ dans (g) ou (g bis), et de tenir compte
des relations entre K et N que nous venons de rappeler.

Supposons en particulier que la fonction K(z, y, t) soit égale a

zéro pour x < y.
La fonction N(z, y, t) satisfait aux relations

K(x, y, t)+ N(z, y, t):—f. K(x, 5, t)N(s, 3, t)ds

:——f. N(, =, )K(z, ¥, t)ds,
¥

N(=z, y, l):Z K (x, y, t)
i=1

‘K‘”(‘Z" .}'a t):— K(‘z.))” t)? Kli+“(x7 .}” t):/“K’n(.l" 3’ t)K‘“(;’ y? t)dz'
)

8. Sorution pe L’EuatioN pbE Hapamarp. — Soient ¢ et g deux fonc-
tions de quatre variables et supposons que la relation suivante ait lieu
entre ¢ et g pour des valeurs quelconques de z, x, y, y, comprises
entre des limites données :

(15) &z, ¥y, 2, yy)
o o) f J.[l X, 3.
:e‘/;nm&..\..) /E+f;,a ( ,n)dn+f G (01, Yoy Ty To)

Yo
‘ch’_.r.,’ Yo a ” T, 0,
< e-/\: b(&ny dk j; by IE_+_/;“ alxn, dmdm,
a(x, y)et b(x, y) étant deux fonctions continues données.
La formule (15) sert 4 déterminer la fonction g, si ¢ est donnée.
Pour avoir inversement ¢, si g est donnée, observons qu’il résulte
de (15) [nous admettons que la fonction g(x, y, @, y,) soit déri-
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vable par rapport a y]
\ d"(.l‘, Y,y Loy Yo)
(15 blS) e ARt BV Bl LRV
dy
C b= [ byt
=‘P(}’,}’mw, x'o)e‘ﬁ & j; ( .

- a(.z', .}’)é’(-", Yy Loy .}’o)

Les formules (15) et (15 bis) établissent une correspondance biuni-
voque entre les fonctions g et ¢; si I'une est connue on sait calculer
'autre.

Posons maintenant

b& )k
L(gl.z, Yy Zoy Yoy ‘ti):g(‘ta Yy Loy _)'“)—g(.l,‘, Y &Lyy ) u) Cf el

Y .()1-’( ‘12 Ty Loy '0\ .
_"f &(x, yy 2, M) [ -i—(_)ln—‘l/—‘ —a(xy, m) g(xy, 0, Ly, )'o)]dn’

Yo

9(\“'!)., Yoy £y Ly, -Z'l):qJ(’ﬂ., Yor Ly -Z'u) —_ q;(y)“vyo, Z, .L") _ LIJ(-,)“ o Ly l'u)
T )
‘f 4‘(7)“ n, £, 1’.)\!!('!). Doy Ly, Loy dn;
Jo

nous aurons identiquement
(16) L(« l“'v Yy Lor Jor -"1»—/ Q(‘H'ﬂl Yoy Ly Lyy Ly)

f AN f l'lE‘oPl/E+f a(1‘q;¢l‘q

Pour le montrer, substituons le second membre de (15) a la place
de g dans 'expression L(g). Nous obtenons ainsi une forme nouvelle
de L(g) qui se réduit & une somme des intégrales simples et d’une
intégrale double de la forme

fy fyf(n., n) dn,dy.

Yo ¥ 7

Ny -

Remplagons cette intégrale par la suivante qui lui est équivalente

¥ un
f f Sy, n) dndny;
Yo Yo

nous trouvons que L(g) est égal au second membre de (16). |
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Pour avoir inversement Q(¢), si L(g) est connu, dérivons
. JL :
L(glx, y, =, y,, ®,) par rapport & y et formonsa; —aL; nous

trouvons ainsi

L(g|z, ¥
(16 blS) d ((, ‘.Z', .}v xﬂv }’oa ‘1’1)

dy —a(x,}’)L(é’L’%}’, Zoy Yoy zy)

S X,
b€, )k — (€, o) dt.
29(‘“}’,}’0, x,xo,x,)e° j; )

Les formules (16) et (16 bis) montrent que si ¢ satisfait a I'équa-
tion Q(Y)=o, la fonction correspondante g satisfait a L(g)=o0 et
inversement : si L(g)=o, on a aussi Q({)=o. L'équation L.(g)=o
a été considérée par Hadamard en 19o3 ('); il a montré que la fonc-
tion g de Riemann (relative a I’équation aux dérivées partielles du
type hyperbolique) satisfait & L(g)=o0. Nous venons de voir com-
ment L(g)=o0 se raméne &4 Q({)=o; cette derniére équation ne
différe pas de 1'équation (g bis), sauf & ce que les limites d'intégra-
tion y, et y sont maintenant variables, tandis qu’elles étaient fixes
dans (9 bis); cela correspond au cas particulier de (g bis) signalé a
la fin du n° 7. Pour avoir une solution de I'équation de Hadamard
L(g)=o, il suffit donc de substituer le second membre de (14 bis) a
la place de ¢ dans la formule (15) et de tenir compte de ce qu’il faut

calculer N au moyen des formules simplifiées données a la fin
dun° 7.

En résumé, I’équation de Hadamard

b yo)d
&(x, ¥, Zoy yo) — ('Ev.}'7x1a,)0)ef T

d L) ns x( ) i
—f &z, y, «v.,n)[ A2 2 Yo a(z,, n) g, 1, wo,yo)Jdn

(') J. HavaMaro, Sur un probléme mixte aux dérivées partielles (Bulletin
de la Soc. math. de France, . 31, 1903, p. 208).
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admet comme solution l’expression suivante :

Y
g(x\)’,woa}'o)zf I:K('ﬂn)’mx)-*'N(nn}’o,-To)

N
~+- K(ny, 5, £) N(5, 34, 2,) (l:]

Yo

a . y
f I'(E.v..)«IE—_/ ""(E.."uh/5+f' alx, ) d,
X éYo o T dTli
a v
+ ej:'o b(E.r.):/E-»j.:_q alr,n)dn,

ou K(x, y, s) est une fonction continue arbitraire de trois variables et

N(";y Y, s) :2 Kli'(“": N s)
i=1

avec

Km(‘z" ) 3):"K(‘T* ) ), K'i_Hl(‘l‘r )‘7):f I\"“(JL’,S,S) K(:,)',S)d:.
)

Hadamard a considéré quelques autres équations qui expriment
les théorémes d’addition; pour résoudre ces équations on pourrait
employer la méthode que nous venons d’appliquer dans le cas ou le
théoréme d’addition est exprimé par L.(g)=o.



