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Propriétés asymptotiques des sommes
de variables aléatoires indépendantes ow enchainées ;

Par M. Pavr LEVY.

INTRODUCTION.

On sait depuis longtemps le role que jouent, dans I’étude d’une

somme
Sia=xy+ Ly .. 4 &y,

de variables aléatoires indépendantes et a valeurs probables nulles,
les grandes valeurs possibles des différents termes. En dehors du cas
de convergence probable de Zx,, seule I'existence de ces grandes
valeurs peut empécher la variable aléatoire S, d’étre a la limite du
type de Gauss ('), quand n augmente indéfiniment. Une étude systé-
matique du rdle de ces grandes valeurs nous a conduit 4 des résuliats
nouveaux, dont le plus important est une condition nécessaire et suj-
fisante pour que I'on obtienne a la limite le type de Gauss; les condi-
tions indiquées jusqu’ici n’étaient que suffisantes; du moins on n’avait
pas démontré qu’elles étaient nécessaires (*).

(') Nous disons que des lois de probabilité, ou des variables aléatoires, sont
du méme type, si I'on peut passer de I'une a l'autre par un changement de
variable linéaire; dire que S, est a la limite du type de Gauss équivaut donc a

dire qu'on peut .déterminer N et a, en fonction de n de maniére que ﬁ" — a,

dépende d'une loi tendant vers celle de Gauss; N est le coefficient de réduction.

(%) La condition du théoréme VI de mon Mémoire du Studia Mathematica,
t. III, est nécessaire et suffisante. J'avais seulement montré qu'elle était suffi-
sante, et ajouté : « Il n'est peut-étre pas impossible de donner dans cet ordre
d'idées une condition nécessaire et suffisante ».
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Il faut avant tout écarter les termes non indiciduellement négli-
geables; nous désignerons ainsi tout terme x, qui, dans des cas de
probabilité non négligeable, est trop grand pour étre négligé dans
I’étude de S,. S’il existe une suite illimitée de termes non individuel-
lement négligeables, il est clair que les variables S,_, et S, ne peuvent
étre simultanément & la limite du type de Gauss, pour les valeurs
de n correspondant a ces termes, que si x, est a la limite du type de
Gauss. Commeil ne saurait a chaqueinstant exister qu'un nombre fini
de termes non individuellement négligeables pour I'étude de S,, (pour
une valeur donnée de r), cette remarque résout le probléme en ce qui
concerne le réle de ces termes. On peut étudier aussi le probléme de
la convergence intermittente vers la loi de Gauss; il dépend d'un
lemme que je n’ai pu démontrer et que j'indiquerai seulement & titre
hypothétique; mais les résultats essentiels sont indépendants de cette
hypothése.

Ces grands termes élant écartés, on n’est pas sir pour cela que le
plus grand terme de S, soit presque sirement négligeable; on est seu-
lement sir que pour chaque valeur de v au plas égale a r, la probabi-
lité que x, soit négligeable (devant S,, donc a fortiori devant S,, a
cause du principe d’augmentation de la dispersion) est trés faible.
Mais I'addition des petites probabilités peut faire qu’il y ait une pro-
babilité non négligeable, ou méme voisine de I'unité, que le plus grand
terme de S, ne soit pas négligeable; seulement dans ce cas son rang
sera inconnu, chaque valeur étant trés peu probable.

Si le plus grand terme est presque sirement négligeable ('), et cela
d’autant plus exactement que r est plus grand, nous disons que
I'hypothése des grands nombres est vérifiée, ou que la loi des grands
nombres s'applique. On sait que dans ces conditions S, est 4 la limite
du type de Gauss. Le résultat essentiel de ce travail, en ce qui
concerne le cas des variables indépendantes, est que cette hypothése

(") Nous disons qu'une propriété dépendant de n est presque stire si sa proba-
bilité tend vers l'unité pour ~ infini. Une propriété de la suite des x,, ne dépen-
dant d’aucune valeur particuliére de n, ne sera presque siire que si sa proba-
bilité est 1. Il s’agit donc dans le premier cas d’un énoncé du type bernoullien
classique, et dans le second d'un énoncé se ratlachant a la loi forte des grands
nombres. 11 ne sera question dans ce travail que d’énoncés du premier type.
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est nécessaire pour que S, soit a la limite du type de Gauss. En
d’autres termes, si chaque terme de S, est presque sirement négli-
geable, la condition nécessaire et suffisante pour la tendance vers la loi
de Gauss est que le plus grand terme soit presque sirement négligeable.
Ces résultats sont exposés Chapitre III; le Chapitre II est consacré
au cas simple o les différents termes x, dépendent de la méme loi de
probabilité; il est facile dans ce cas d'éliminer n, et de donner
I’hypothése des grands nombres une forme trés simple ; en posant

X
Y=F(X)=2{|z|>X], z:f 2| dF ()],

(Z{E} désignant la probabilité d’un événement E), cette condition
est que >(2Z—Y soit infiniment petit avec ;( Le Chapitre 1I setermine par
I’étude des circonstances possibles lorsque S, n’est pas d’un type ten-
dant vers celui de Gauss.

Le Chapitre I est un chapitre préliminaire, consacré a I’étude des
lots stables, qui donnent I’exemple le plus simple de cas ou la loi des
grands nombres n’est pas applicable. Je rappelle qu’une loi est stable
si, 2, et x, étant indépendants I'un de I'autre et dépendant de cette
loi, ¢, et ¢, étant des constantes positives quelconques, ¢,x,+ ¢, x,
est de la forme cz, c étant constant et x dépendant de la méme loi que
x, et z,. La relation entre c,, ¢, et ¢ est nécessairement de la forme

S+ cf=c* (o< as2),

a étant I'exposant caractéristique de la loi étudiée. Pour x =2, il n’y a
pas d’autre loi stable que la loi de Gauss. Pour a compris entre zéro
et 2, j’ai donné en 1924 la premiére théorie compléte, et montré qu’il
existe un type de loi symétrique L, et un type dissymétrique L, g
dépendant d'un second paramétre (3 (et se réduisant au premier pour
B=0). La démonstration était basée sur la définition asymptotique
de ces lois en partant d'une loi simple de leur domaine d’atiraction.
J’ai donné depuis une définition constructive trés simple de ces lois.
Les deux méthodes utilisaient la notion de fonction caractéristique.
L’objet du Chapitre I est de montrer que la définition constructive et
la définition asymptotique peuvent étre toutes les deux obtenues
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d’une maniére tout a fait élémentaire, sans utiliser la fonction caracté-
ristique.

Tout ce travail a d’ailleurs ce caractére élémentaire; on sait que le
théoréme limite classique du calcul des probabilités a été démontré
d'une maniére élémentaire par M. Lindeberg; c’est cette démonstra-
tion qu’il faut donc prendre comme point de départ si l'on veut
rendre toute la théorie indépendante de la notion de fonction caracté-
ristique (*).

Le Chapitre IV est consacré au cas des. variables enchainées. 11
prend pour point de départ des résultats que j'ai énoncés dans une
Note présentée le 1 octobre 1934 4 1’Académie des Sciences ct
démontrés dans un Mémoire récemment publié (*). 1l s’agit, en pre-
nant le langage commode de la théorie des jeux, du cas ot I'enjeu est
borné a chaque coup, et ou, quoique la régle du jeu puisse dépendre
des coups antérieurs, le jeu reste équitable. Je me suis proposé
d’étudier, au lieu du gain S, aprés n coups, le gain S(¢) au bout d’un
temps ¢, en supposant la durée de chaque coup égale a la valeur pro-
bable du carré du gain. Dans ces conditions le théoréme classique

reste applicable : E@ dépend d’une loi tendant, pour ¢ infini, vers

celle de Gauss.

Dans le Chapitre IV du présent travail, je précise I'extension, déja
briévement indiquée dans le précédent, de ce résultat au cas ou les ,
ne sont pas bornés. La définition de ¢ doit alors étre légérement modi-
fiée, car la valeur probable de x; peut étre infinie; la condition que le
jeu soit équitable doit étre remplacée par une condition de symétrie
approchée en ce qui concerne les grandes valeurs du gain. Pour sim-
plifier ’exposé, j'ai considéré surtout le cas de la symétrie parfaite,
me bornant a indiquer dans des remarques I’extension au cas de la

symétrie approchée. Dans ces conditions, j’ai pu étendre le résultat

(*) Du moins en ce qui concerne les petits termes. Pour les termes non indi-
viduellement négligeables, nous avons utilisé le fait que S, , et S, ne peuvent
ttre en méme temps du type de Gauss que si z, est de ce type. Quelque simple
jue soit sa démonstration, il est moins élémentaire, car il implique la définition
le 2 | x, <<z} al'aide d'une équation intégrale.

(2) Bulletin des Sciences Mathématiques, mars-avril 1935.
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fondamental du Chapitre I1I et montrer que, pour I'étude des sections
a t constant, c’est-a-dire pour I’étude de $(z) [mais non pour celle
de S, pour n donné], et s’il n’y a pas de terme non individuellement
négligeable, 'hypothése des grands nombres donne toujours la condi-
tion nécessaire et suffisante pour que S(¢) soit d'un type tendant vers
celui de Gauss.

L’étude de S,, si ¢ n’est pas constant ou presque constant pour
chaque valeur donnée de n, est plus difficile. Le Mémoire se termine
par quelques remarques relatives a ce cas, et par le principe d'une
méthode susceptible de s’appliquer & des cas ou, le jeu n'étant plus
équitable, le gain probable ne dépend que d’un petit nombre de termes
précédant celui étudié.

DEFINITIONS ET REMARQUES PRELIMINAIRES.

Nous désignerons par &} la valeur probable de x, et par o* {x}
celle de (x — &{x})*. Nous appellerons dispersion de la variable x, non
la quantité ¢ {2}, mais une fonction /= o() de la probabilité y égale
a la borne inférieure des nombres !’ pour lesquels

Max Tla<z<<a~+1}2y,

—wlal =

D’aprés I'inégalité de Tchebycheff, elle est au plus égale a \/._[2_1.__-
Inversement, y est la concentration (maxima) pour un intervalle de
longueur /.

Quand nous parlons de ’ordre de grandeur d’une variable aléatoire,
il s’agit de 'ordre de grandeur de sa dispersion. L’ordre de grandeur
de S,, ainsi défini, est souvent indépendant de v; s'il en dépend, il est
sous-entendu que nous prenons une valeur de y arbitrairement voisine
de 'unité, mais restant fixe quand n augmente indéfiniment. Un terme
sera donc négligeable devant'S, s'il est négligeable, sauf dans des cas
de probabilité arbitrairement petite, par rapport ala dispersion de S.;
il faut pour cela (d’aprés I'inégalité de Tchebychefl) qu'il soit négli-
geable devant o {S, }. Mais la réciproque n’est pas vraie; la considéra-
tion de o{ S, }, que cette quantité soit finie ou infinie, ne saurait suffire
quand des valeurs de S, trés grandes et trés peu probables inter-
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viennent dans son calcul pour une part non négligeable. C'est ce qui
nous a obligé 4 utiliser la fonction de dispersion ¢(v).

La dispersion ainsi définie a, comme I'expression o, la propriété de
ne pouvoir qu’augmenter par l'addition & la variable étudiée d’un
terme indépendant d’elle; donc, inversement, la concentration ne
peut que décroitre. Cette remarque est importante pour la démons-
tration du théoréme réciproque du théoréme limite classique du calcul
des probabilités. Le principe de cette démonstration est le suivant :
on peut décomposer S, en groupes de termes dont aucun n’est négli-
geable, de maniére que, si I’hypothése des grands nombres n'était pas
vérifiée mais que chaque terme soit tout de méme individuellement
négligeable, la dispersion, pour les valeurs de y assez voisines de
'unité, serait trop grande, pour un au moins des groupes de termes
partiels, pour que leur somme dépende de la loi de Gauss.

CHAPITRE 1.

DEMONSTRATION ELEMENTAIRE DE L’EXISTENCE DES LOIS STABLES.

1. EXISTENCE DES LOIS STABLES DANS LE CAS 0U o < 1. — Considérons la
portion & >, >o0 de I'axe des & comme divisée en intervalles élé-
mentaires dz, a chacun desquels on fait correspondre une variable
aléatoire u, égale & = dans les cas de probabilité irés petite
(1) doe| =222 (a>0),
et nulle dans les autres cas. Ces variables sont indépendantes les unes
des autres. D’aprés le principe des petites probabilités, on obtient
ainsi, pour l’ensemble des valeurs non nulles de ces variables,
lorsque la plus grande des probabilités correspondant aux intervalles
élémentaires dxr tend vers zéro, une loi limite bien déterminée.
Pour tout intervalle (x,, x,)(#,Sx, < @;<®), le nombre n’' des
valeurs non nulles de u situées dans cet intervalle a pour valeur
probable l'intégrale dans cet intervalle de la probabilité élémen-
taire (1), et dépend de la loi de Poisson. C’est une variable aléatoire
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dépendant d'une loi ainsi bien connue, et, ' étant supposé choisi
d’aprés cette loi au cours d'une expérience préliminaire, on peut
ensuite choisir chacune des n’ valeurs «, de I'intervalle (x,, x,) par
un tirage au sort indépendant des autres et donnant & chaque inter-
valle élémentaire une probabilité proportionnelle a I'expression (1).
On reconstitue ainsi, pour I'ensemble des u, la loi définie d’abord
autrement.

Appelons S la somme des variables «,. I.e nombre des termes non
nuls étant fini (quoiqu'on ne puisse lui assigner a l'avance aucune
borne supérieure), il ne se pose aucune question de convergence. Seu-
lement, les valeurs trés grandes des u étant possibles, celles de S le
seront aussi, et notamment la valeur probable

(2) 6{§}: mx](lx*"]:afmw—adx

N xy

sera infinie si o <1.
Faisons maintenant tendre x, vers zéro; cela revient, s: « < 1, cas

dont nous allons d’abord nous occuper, i ajouter 4 S un terme, sire-
ment positif, et dont la valeur probable

Lo o
« x*dr= x>
A [

est, si &, est assez petit, inférieur & un nombre arbitrairement petit ¢?;
il est donc lui-méme inférieur & ¢, sauf dans des cas de probabilité

inférieure A ¢. 1l en résulte que, quand z, tend vers zéro, S tend vers
une limite S (sauf dans des cas dont la probabilité est nulle) et la loi

dont dépend S est la limite de celle dont dépend S.

Nous pouvons maintenant montrer bien simplement que cette lot
limite est une lot stable d’exposant caractéristique .

Soient en effet S’ et S” deux variables aléatoires, indépendantes’une
de I'autre, dépendant de cette loi, et deux coefficients positifs ¢’ et ¢’.

Posons :
c'*=C, cr=C", C+C"'=C=c*,

et proposons-nous d’étudier la somme ¢’S'+¢"S". Le premier terme
est une variable aléatoire du méme type que S’, a cela prés que,
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a étant remplacé par ;, la probabilité (1) se trouve multipliée par C';
la méme remarque s’applique a ¢”S”. La somme étudiée apparait donc
comme la somme de deux séries de variables u, et u, telles que, pour
chaque intervalle dz, les probabilités qu'un u, ou un u; soit dans cet

intervalle sont respectivement

C'|dz—| et C"|dz—%|.

D’aprésle principe des petites probabilités, on peut négliger la probabi-
lité de ’existence d’unintervalle dz contenant & la fois un «;, et unuj, et
la somme étudiée peut étre considérée comme la somme d’une seule
série de variables u,, la probabilité que chaque intervalle dz en con-
tienne une étant C|dz—|. Cela revient i dire que cette somme est du

type ¢S, S dépendant de la méme loi que S’ et §”.
C.Q.F.D.

Nous avons ainsi établi, pour tout a compris entre zéro et 1, I'exis-
tence d'une loi stable d’exposant caractéristique «. La variable S qui
dépend de cette loi étant essentiellement positive, elle s’identifie avec
la loi L, _, de mes travaux antérieurs.

Si maintenant, en conservant les notations précédentes, nous consi-
dérons la somme

(3). S=¢'S — 'S (¢/>o0, ¢">0),

ce qui revient a dire que cette fois nous ajoutons des valeurs u, des

deux signes, la probabilité qu'un des x, soit dans un intervalle dz

Ca|dz| . . C'ald
T:TLT?I sl z est positif et I%Il“;-l

encore une loi stable d’exposant caractéristique «, mais comportant
des valeurs des deux signes. Il résulte immédiatement de (3) que la loi

étant si z est négatif, nous obtenons

dont dépend S s’identifie avec la loi L, 3 de mes travaux antérieurs

pour
CI__ CI/ . clg_ cll1

ﬁzC'.—l—C”_ ]

Les cas limites, 3 =1, s’obtiennent pour ¢"= o et pour ¢'=o.
Revenons au cas B==—1 considéré d’abord. La variable S est
essentiellement positive, et il est bien évident que toutes les valeurs
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positives sont effectivement possibles. Ainsi, x, étant assez petit, la
somme des u, inférieurs a4 x, peut, comme nous l'avons vu, étre
négligée, et il y a une probabilité positive pour qu’il n’y ait qu'un u,
supérieur a x,, ses valeurs possibles se répartissant d’'une maniére
continue de z, & l'infini, proportionnellement & I’expression (1), c'est-
a-dire qu’a chaque intervalle dz correspond la probabilité 2% |dz—=|.

La probabilité des grandes valeurs de S est d’ailleurs facile & pré-
ciser. Si X est assez grand, on peut négliger la probabilité que deux
des u, soient supérieurs 4 X; la somme des u, inférieurs a3 X a pour

valeur probable l—f; X'~*, et est inférieure 4 X', sauf dans des cas de
probabilité au plus égale a ;i—a )% La probabilité des grandes

valeurs de S est donc asymptotiquement la méme que celle des grandes
valeurs des u,, c'est-a-dire que

2{S> X'}~ X' (X' —> ).
Ce résultat s'étend sans difficulté alasomme (2) pourlaquelleona:
T{S>c' X~ a2{S<— "X}~ X2,

On peut montrer aussi que, pour toute loi stable, la densité de proba-
bilité ne comporte qu'un seul maximum. Pour celle dont dépend
'S oS . . , . .
¢S’ S Pabscisse de ce maximum est évidemment une fonction
continue, décroissante et impaire de (3. 1l serait intéressant de préciser
ses valeurs extrémes, ainsi que les valeurs correspondantes du
maximum, et de déterminer l'ordre de grandeur de la probabilité des
petites valeurs de |S| pour les cas extrémes (3===1). Je n’ai pas
résolu ces questions.

2. Cas ou « > 1. — La définition de S donnée dans le cas précédent
subsiste, mais il n’est plus possible de faire tendre z, vers zéro; la
somme étudiée augmenterait indéfiniment. 3

Substituons alors 4 «, la quantité u,— &{u,}, et par suite 45 la
valeur S—&{ S}, la valeur probable &{S |, donnée par la formule(2),
étant finie dans le cas qui nous occupe. Il s’agit de savoir si cette
expression a une limite, c'est-a-dire si la série Z[u,—&{u,}] est

Journ. de Math., tome X1V. — Fasc. 1V, 1935. 46
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convergente. Comme il n’y a de difficulté que pour les petites valeurs,
nous pouvons ne considérer que les u, inférieurs & une valeur fixe U.
Dans ces conditions, on sait que, la probabilité de la convergence
étant toujours 1 ou zéro, la condition pour qu’elle ait la valeur 1 est la
convergence de la série

26 {[uy—6{uy|T|=22[|dz| — |dz—2 ],

c'est-a-dire, les inlervalles élémentaires dx tendant vers zéro, celle de

I'intégrale
u U dr
fx2|dw-“|=a[ — -
0 M =

0

Il faut donc que o < 2. Non seulement, ce qui était & prévoir, le cas
ol a« > 2 doit étre exclu, mais le cas ou a =2, celui de la loi de
Gauss, échappe absolument au mode de définition des autres lois
stables que nous exposons ici. Au contraire, « étant compris entre 1

et 2, lalimite S de S — 6{S |, z, tendant vers zéro, est bien définie et
dépend d'une loi stable, d'exposant caractéristiqué o, qui sera la
loi L, _,. Les autres lois L, g s’obtiennent, comme dans le cas précé-
dent, par application de la formule (3).

Les formules relatives aux probabilités des grandes valeurs de la
variable, établies dans le cas précédent, subsistent; mais S est infini,
et naturellement les valeurs possibles de S varient de — ¢ a + =,
méme dans les cas limites 3 = =1 c’est peut-étre la différence la plus
remarquable avec le cas ot & < 1. '

3. Remarques. — 1° Nous avons laissé de c6té le cas a =1. La loi
symétrique L/ s’obtient aisément par le procédé exposé au para-
graphe 1, mais en associant les valeurs de x deux a deux égales et
opposées; dans ces conditions la somme des valeurs &{u, } ainsi asso-
ciées est nulle. La somme Z[u, — &{u, }] étant convergente, d’aprés
le paragraphe 2, Zu, I'est aussi; sa limite S (, tendant vers zéro)
dépend de la loi L,.

Quant aux lois dissymétriques d’exposant caractéristique 1, elles
se déduisent de L, par addition d’une constante a S.

2° Pour chaque intervalle trés petit dz, il est indifférent de dire
qu'on a peut-étre plusieurs valeurs de u, situées dans cet intervalle,
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leur nombre dépendant de la loi de Poisson et ayant la valeur pro-
bable (1), ou qu'’il y en a au plus une, la probabilité de son existence
ayant la valeur (1). Le premier point de vue est exact, méme pour un
intervalle fini; le second comporte une erreur de dz? et ne devient
exact que par le passage 4 la limite.

~ Sil'on introduit la fonction caractéristique, le premier point de vue
s’exprime immédiatement, dans le cas « <1, B =—1, par la formule

logs { enSi :fm(elu:_ l) I dx—: |,

et par des formules analogues dans les autres cas. C'est de ces for-
mules que j’ai déduit la seconde démonstration de I'existence des lois
stables, citée dans I'Introduction. Elles montrent bien la définition
constructive de ces lois qui font partie d’'un groupe dont la loi de
Poisson, sia < 1, est le seul élément fondamental; si « 21 il faut intro-
duire des constantes additives.

Ce qui précéde constitue une démonstration, indépendante de la
notion de fonction caractéristique, du fait que ce procédé de définition
donne bien des lois stables.

3° Les raisonnements qui précédent s’étendent sans difficulté &
I’étude des lois semi-stables, obtenues en remplacant la probabi-
lité (1) par

¢ (logz) | dz—2],

¢(3) étant une fonction périodique, de période logg. On ne retrouve
la méme probabilité, a un facteur constant prés, par le changement
de x en cx, que si c est une puissance de g, d’exposant entier. Alorsla
somme de p variables indépendantes les unes des autres et dépendant
d’une telle loi dépendra sensiblement d’une loi du méme type si p est
voisin d’une puissance de ¢*, et cela d’autant plus exactement que
logp — ahlogq (h désignant 'exposant de cette puissance) est plus
petit. Quel que soit g, il existe donc des entiers p réalisant cette condi-
tion avec autant de précision que l'on veut.

On peut généraliser un peu, et remplacer la probabilité précédente
pour chaque intervalle dx par

=2 d® (logx),
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la fonction @ étant non décroissante et telle que la différence
®(log gx) — ®(logx) soit constante. On peut ainsi obtenir des lois
discontinues pour les z; mais la loi dont dépend la somme S, c'est-
a-dire la loi semi-stable étudiée, est toujours continue.

4. FORMATION ASYMPTOTIQUE DES LOIS sTABLES. — Supposons d’abord «
compris entre o et 1 et désignons par £, _, la loi dont dépend une
variable x, toujours supéreure 4 1, chaque intervalle dz, entre 1 et o,
ayant la probabilité (1). Soient x,, x,, ..., x, des variables indé-
pendantes les unes des autres et dépendant de cette loi. Posons

1
(4) Sei=zy+ 2o+, . .+ = n%s,.

Nous allons montrer que la loi dont dépend s, tend, pour rinfini, vers
laloiL, _,.C’est al'aide de cette définition asymptotique de L, _, que
j'ai donné autrefois la premiére démonstration de 1’existence de cette
loi stable. On va voir que cette démonstration peut, elle aussi, étre
rendue indépendante de la notion de fonction caractéristique.

La variable aléatoire s, est une somme de n termes indépendants,
1

qui varient de #,=n & l'infini suivant la méme loi que pour les
n’ termes non nuls u, considérés au paragraphed et dont S est lasomme.
La seule différence entre S et s, est donc que ', au lieu d’étre égal
a n, dépend de la loi de Poisson et a pour valeur probable n. Or on a

o {n'}=6{(n'—n)}=n,

de sorte que |n'— n| est de 'ordre de grandeur de yn, et par suite
'erreur relative commise en confondant n et n' est infiniment petite
pour ~ infini (donc pour «, infiniment petit) sauf dans des cas de pro-
babilité infiniment petite (*).

Or, nous savons que, si nous multiplions par C = ¢* le nombre de
termes dont S est lasomme, la variable S obtenue 4 la limite se trouve

3
(1) Ainsi, par exemple, ¢ z |n'—niz2n’ ‘S —=. Tl est d’ailleurs facile d’obteair
= n

des résultats bien plus précis, car si I’on pose n'—- n=E£\/n, % dépend d'une loi
tendant vers celle de Gauss.
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multipliée par c. Comme on ne peut qu’augmenter S, en augmentant
le nombre de termes, le remplacement de n par n/, c’est-a-dire, quelque
petit que soite, sa multiplication par un facteur compris & partird’un
certain moment entre e~ et e*, ne peut que multiplier S par un fac-
teur compris entre e~*et ¢:. Il en résulte bien que la loi dont dépend s,
se confond 4 la limite avec celle dont dépend g, et tend vers L, _,.
C.Q.F.D.

Bien entendu, tandis qu’au paragraphe 1 S tendait vers S, ici la
suite des 5, n’a pas de limite; il s’agit seulement de la loi dont
dépend s,, qui tend vers une limite.

L’extension du procédé précédent au cas des lois stables quelconques
(la loi de Gauss étant seule exclue) se fait sans difficulté. Si [B] <11l
faut, dans la définition de £, 4, considérer des valeurs de & des deux
signes. Si «>1 il faut, dans la définition de s,, remplacer x, par
x,—&{x,}. On traite aussi sans difficulté le cas des lois semi-stables.

CHAPITRE 1.

ETUDE DES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES DEPENDANT
DE LA MEME LOI DE PROBABILITE.

3. CoNDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR L’APPLICATION DU THEOREME
LIMITE SOUS LA FORME CLASSIQUE. — Conservons les notations de la for-
mule (4), « étant maintenant égal a 2 et la loi £ dont dépendent les
variables = étant quelconque; nous supposons seulement,si&{|z |} est
fini, qu'on ait annulé &{ | par un déplacement de I'origine.

Treorime I. — La condition nécessaire et suffisante pour que s, dépende
d’une loi tendant, pour ninfini, vers celle de Gauss (*) est que & {| x|} =1.

Le fait que cette condition soit suffisante est classique; de méme
&{x?} ne doit pas avoir une valeur finie autre que 1. Il reste 4 montrer

(*) I est entendu que nous parlons de la loi de Gauss réduite. Si £ dépend de
cetle loi, on a §{fj=o0, 6|5} =1.
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que, si la loi dont dépend s, tend vers celle de Gauss, &{z*} ne peut
pas étre infini.

Posons z,= x,+ &, &, étant égal a x, si |x,|ne dépasse pas une
certaine valeur X et & zéro dans le cas contraire. La probabilité  de
cette seconde circonstance tend vers zéro pour Xinfini; nous pouvons
donc la supposer arbitrairement petite. Posons

n ' n
S,=Xa  Si=Xa,  mi=a '} ()
1 1

Le nombre des termes non nuls de la somme S, est (1—¢)nr, avec

. I R .
une erreur dont la valeur quadratique moyenne est ye(1 — ¢)n, et qui
par suite peut étre négligée a coté de n, sauf dans les cas de probabi-
lité arbitrairement petite que I'on peut aussi négliger. Il en résulte,

en posant
S,=s,my(a—e¢)n, S,=s,m\/(1—¢)n,

que s, dépend d’une loi tendant pour # infini vers celle de Gauss.

D’ailleurs, 41a limite, s, est presque indépendant de s, ; chacun des
nonnul est en effet choisi suivant une loi déterminée entre — Xet + X;
chacun des z, non nul est de méme choisi suivant une lo1 déterminée
a I'extérieur de l'intervalle (— X, + X). Quant au nombre de termes
de chacune des deux sommes, nous avons vu que, s'il dépend du
hasard, ses variations possibles n’ont qu’une influence négligeable
sur §, qui est bien ainsi a la limite une variable aléatoire indépendante
de s, (?). Le principe de I'augmentation de la dispersion s’applique
alors a I'étude de 1a somme

Sa=m\1— e(s),+ 5.

(*) Tous les z, dépendant de la méme loi, nous désignons par 2’ une variable
quelconque dépendant de cette loi.

(?) En termes précis, l'erreur relative commise en assimilant s, 2 une telle
variable tend vers zéro pour »n infini. On peut aussi justifier la conclusion du
texte en appliquant le principe de I'augmentation de la dispersion, étendu aux
variables enchainées, sous la forme que j'ai indiquée dans un travail récent
( Bull, Sciences math., 1935). :
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En liant donc les nombres « et 4 par la formule

I “+h _x
a:\/ﬁf e *de=q(h),
—h

la concentration relative a la variable aléatoire s/, et 4 I'intervalle 24
tendant vers «, on a a fortior{ pour la variable s,, pour n assez grand

92{[3,,]§hmv’1—s}<a+s’:qa(h) + ¢,

¢’ étant, comme ¢, un nombre arbitrairement petit. Or par hypothése

le premier membre tend vers ¢ (hm 1 — ¢ ); ¢(h) étant une fonction
croissante, et ¢ et ¢’ étant aussi pelits qu'on veut, on a m<1, et par
suite

o*{x} = lim m?<1
X> w0 =

de sorte que &{x?} est nécessairement fini.

C.Q.F.D.

6. L’APPARITION PROGRESSIVE DES GRANDES VALEURS DES &, DANS L’ETUDE
bk S,. — Considérons d’abord un exemple simple : supposons que la
loi £ soit une loi symétrique, |x| ayant comme valeurs possibles 1
et X, la probabilité de cette derniére valeur étant . Nous suppose-

rons X trés grand, et ¢ trés petit; pour fixer les idées lions-les par la
relation
Slxtl=1—e+eX?=|.

Lorsqu'on étudie les premiéres sommes S,, tant que le produit
ne =7 qui borne supérieurement la probabilité de la réalisation de la
valeur X pour I'un au moins des termes |z, | est petit, tout se passe

comme dans le jeu de pile ou face classique : le processus qui fait
Sa

que N dépend d'une loi tendant vers celle de Gauss commence par
fonctionner, et si ¢ est assez petit, il existe des valeurs de » pour
lesquelles on obtient ainsi des lois trés voisines de celle de Gauss. Mais,
n croissant, I'influence de la valeur possible X cesse d’étre négligeable.
Au moment ou par exemple v}, sans étre négligeable, est encore assez
petit pour que l'on puisse négliger son carré, la loi dont dépend s,
différera peu de la loi continue pour laquelle la densité de probabi-
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lité est
1—7
2

<p'(s)+£-q>’(s+h)+2<p’(s—h), (hf: %)

“Cette densité a un maximum absolu pour =0, et deux autres
maxima d’abscisses voisines respectivement de — /A et 44 et
d’ordonnées non négligeables. Quand ~ croit, le nombre de réalisa-
tions des valeurs = X auquel il faut s’attendre augmente avec n. Le
processus de convergence vers la loi de Gauss recommence alors,
aprés une période intermédiaire pendant laquelle on aura eu des lois
nettement différentes, et a une échelle double, puisque ce n’est

S, .S, . .
as —5=» mais—=, qui dépend d’une loi tendant finalement vers celle
pas o ay/n’ d P

de Gauss.

Au lieu d’une seule grande valeur possible pour |z|, on peut en
considérer plusieurs ou méme une infinité de valeurs indéfiniment
croissantes qui interviendront successivement dans I’étude de S,. On

sait que, si &{x?}=m? est fini, 5’—1 dépend d’une loi tendant vers
n

celle de Gauss. Le processus qui conduit a ce résultat sera seulement
retardé si les grandes valeurs de x interviennent dans le calcul de m?
pour une part non négligeable; alors elles n'interviennent dans S,
que tardivement, et pendant longtemps, leur intervention étant trés
peu probable, ordre de grandeur auquel il faut s’attendre pour S,
n'est qu’une fraction de celui indiqué par la formule limite.

Si au contraire &{x*} est infini, le processus de convergence vers
la loi de Gauss est constamment modifié par suite de I'apparition des

grandes valeurs. D’aprés le paragraphe 8, S, croit plus vite que Vn;
en termes précis, quelque grand que soit £, £{| S, <kyn! tend vers

zéro. Il est d’ailleurs possible que %, N étant alors un facteur crois-

. . S, .
sant plus vite que \/n, ou une expression de la forme N ) — @n, dépen-

dant d’une loi tendant vers celle de Gauss; nous exprimons ce fait en
disant que la somme S,, aprés une réduction convenable, dépend d'une
telleloi, ou encore que S, est d’un type tendant vers celui de Gauss. Il en
sera ainsi, d’aprés le théoréme fondamental du calcul des probabilités,
si chaque fois qu’une grande valeur de # apparait dans S,, sa proba-
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bilité cessant d’étre négligeable, elle est petite par rapport ala somme
des autres; si, en d’autres termes, le plus grand terme de S, est négli-
geable & coté de cette somme. Nous dirons dans ce cas que la loi des
grands nombres s’applique (sous sa forme généralisée, le cas classique
étant celui ou N est proportionnel a yr).

Naturellement il peut arriver, suivant la rapidité et la régularité de
P’apparition des grandes valeursde 2/( '), que cette circonstance se pro-
duise pour toutes les valeurs trés grandes de n, ou bien pour certaines
valeurs indéfiniment croissantes, ou ne se produise jamais. Dans le
second cas, on aura évidemment une convergence intermittente vers le
type de la loi de Gauss. Dans le troisiéme cas, on peut trouver une loi
limite, qui sera nécessairement une loi stable, ou ne trouver aucune
loilimite (comme dans le cas des lois semi-stables). Le processus de for-
mation des lois stables ou semi-stables, exposé au Chapitre I, donne une
idée nette de I'effet produit par ’'apparition des grandes valeurs, dans
le cas simple ou leur probabilité F(X) décroit comme o< al 2).

7. CoONDITION NECESSAIRE POUR LA CONVERGENCE VERS LA LOI DE GAUSS, —
Commengons par une remarque sur le coef/ficient de réduction N, tel

que (%) — a,, dépende d’une loi tendant vers celle de Gauss. Posons

N =2(n)yn, et introduisons un facteur positif constant # dont nous
supposerons d’abord que c'est un nombre entier; S;, est la somme
de k termesindépendantsde la forme S, ; on peut alors prendre comme

[y

coefficient de réduction correspondant & cette somme la valeur
NVk =\(n)Vkn; on peut évidemment aussi prendre A(kn)Vkr, de
sorte que, pour n infini, A(n) et A(kr) sont des infiniment grands
équivalents. Ce résultat s’étend évidemment au cas ou 4 estrationnel,
puis a celui ou k est un nombre positif quelconque. Par suite A(n) est
log A(n)
log n
vers zéro. D’une maniére plus précise, en remplacant au besoin A(n)

une fonction a croissance lente, de la forme n®, ¢ = tendant

(') Cette rapidité et cette régularité dépendront naturellement de la rapidité
et de la régularité de la croissance de X en fonction Y=2{|z|>X|{; c'est en
effet de Y que dépend, pour chaque valeur de n, la probabilité de I’existence
d’un terme de S, de module > X.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. IV, 1935. 47
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par une fonction équivalente, on peut supposer A(n) défini méme
dlogh(n)
dlogn
quence évidente de ce qu'une variation non trés petite delog A(n) n’est
possible que si la variation de logn est trés grande.
Posons maintenant

pour z non entier et tel que tende vers zéro; c’est une consé-

(5) 2{|z]>X)=F)=Y.
Nous allons montrer que :

Lemme 1. — Une condition nécessaire pour la convergence vers la lot
de Gauss est que X*Y tende vers zéro pour tout o < 2.

La démonstration de ce lemme repose sur le lemme suivant :

Lemme II. — Si n et X augmentent indéfiniment, et si nY = v, reste
fini, S, et S, peuvent étre considérés a la limite comme des variables
aléatoires indépendantes ().

”
.

Soit p le nombre de termes non nuls de S;; sa valeur probable
est v; les grandes valeurs de p sont donc trés peu probables (*). Or S,
ne peut dépendre de S que par I'intermédiaire de p; c’est en effet
une somme de n — p termes dépendant de la loi de probabilité déduite

de la loi £ en multipliant par ZT—'I_Y)

comprises entre — X et + X, etannulant celles des valeurs extérieures
a cet intervalle. Si donc n est assez grand, I'erreur relative commise
en considérant S, comme une somme de n termes de cette nature
(au lieu de n — p), est trés petite, sauf dans des cas trés peu probables.
A cette erreur prés, S;, peut donc étre assimilé & une variable aléa-
toire indépendante de S;,, ce qui démontre le lemme II.

les probabilités des valeurs de «

(*) En termes précis : en négligeant des cas de probabilité infiniment petite,
S peut, avec une erreur relative aussi petite que I'on veut, étre assimilé a une
variable aléatoire indépendante de S,. Ce résultat a déja été établi paragraphe 5
dans le cas ou X est constant.

(?) La probabilité Z { p2 h} est évidemmentau plus z La loi de Poisson donne

. . " A o , e~
une évaluation précise; elle est, pour & trés grand, équivalente &

h!
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Soit alors a << < 2; si X*Y ne tend pas vers zéro, on peut trou-
ver des valeurs de X aussi grandes qu’on veut et telles que Y > X8,

3 (I I
X étant choisi, prenons n ~ y (donc nY =y ~1). La somme S peut
alors étre nulle, ou supérieure &4 X en valeur absolue, aucune de ces
circonstances n’ayant une probabilité trés petile (la plus petite de ces

probabilités tend, pour » infini, vers é) La dispersion de la variable

aléatoire S, <p0ur une probabilité supérieure 4 1 —%) est donc supé-

rieure & X, donc & nB. D’aprés le lemmedl, et le principe de 1’accrois-
sement de la dispersion, il en est de méme de celle de S, Or, dans le

cas de convergence vers la loi de Gauss, nous avons vu que la disper-
sion de S, est proportionnelle 2

t

N=k(n)yn= n,€

K

e tendant vers zéro. Cette hypothése n’est donc pas compatible avec
la précédente, ce qui démontre le lemme I.
La propriété établie pour N et le lemme I s'étendent, sans autre

. I
changement que celui des exposants 2 et ~»au cas de convergence vers

des lois stables d’exposants caractéristiques inférieurs & 2. Les consi-
dérations des prochains paragraphes, reposant essentiellement sur la
loi des grands nombres, ne seront naturellement pas sucesptibles d’étre
étendues aux lois stables autres que la loi de Gauss.

8. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE POUR L’APPLICATION DE LA LOI
DES GRANDS NOMBRES. — L. cas ou &{z”} est fini étant résolu, nous
supposerons cette expression infinie. Alors &/, &, S, étant toujours
définis comme au paragraphe 8, &{x*}|=7Z augmente indéfini-
ment avec X, et (&{x'})? fini ou infini, est sarement négligeable &
coté de 'expression précédente ('), de sorte que o* {2’} et Z sont des
infiniment grands équivalents. En posant
(%) x| >Xj=F(X)=Y,

(6) o2 =08, |=ne* {2’} ~ nZ,

(') Désignons en effet par e la probabilité de I'inégalité X' <<|z|, et par
& {2’} et & {x'?} les parlies des sommes &{ 2’| et & { z'?} correspondant aux
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Z peut étre considéré ccmme une fonction de Y, bien définie et con-
tinue méme si pour certaines valeurs de X ces quantilés Y et Z ont en
méme temps une variation brusque. En faisant dans ces cas uneinter-

polation linéaire, on a toujours
N/
(7) Xt = v

La probabilité que S, comprenne an moins un terme de module
supérieur & X et soit par suite différent de S, est plus égale a nY =1,
et n’en différe que par des infiniment petits d’ordres supérieurs, de
sorte qu’elle est négligeable en méme temps que v. Pour qu’on puisse,
en assimilant S, et S}, écrire que

, x
(8) = —Vr

Sn—é;fs'n: Sn _8{ /}
TIS.f  Vaoi#] ]

dépend d'une loi peu différente de celle de Gauss, il suffit donc que
d’une part 7 soit petit et que, d’autre part,

X2 X2
(9) ST~ o=

T [SL]

I

soit petit, condition qui permet de considérer S, comme une somme
de termes trés petits. Compte tenu de nY =1, ces conditions
impliquent que

X?Y dlogZ

e — ————B __ oY !l —=— ¢
(10) m=—7 = qTTog Y| (logY|{=—1logY),

soit petit.
Nous allons démontrer que :
TuioreMe II. — La condition nécessaire et suffisante pour Uapplica-

tion de la loi des grands nombres est que l'expression (10) tende vers
zéro pour X infini.

valeurs de | 2’ | supérieures a X'. L'inégalité de Schwarz donne
(E'{z' )2 (X' <|2'|} &' {2" | <e&{z"}
et le résultat énoncé se déduit de ce que, pour X’ assez grand, mais fixe, et X

indéfiniment croissant, ¢ est aussi petit qu'on veut, tandis que &' { 2’ | représente
&{z'} avec une erreur finie.
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Takoreme III. — La condition nécessaire et suffisante pour que la loi
des grands nombres s’applique a Uétude de S, pour une suite de valeurs
de n indéfiniment croissantes est que Uexpression (10) n’admette aucune
borne inférieure positive. '

Ces deux théorémes correspondent aux deux cas de convergence
simple, ou de convergence intermittente, vers la loi de Gauss. Nous

reviendrons sur cette question au paragraphe 10. Démontrons main-
tenant les résultats énoncés.

1° S’il existe des valeurs de X indéfiniment croissantes pour
lesquelles I'expression (10) tende vers zéro, on peut la considérer
comme leproduit de deux facteursy ety tous deux arbitrairement petits

7 . . . . . . .
et tels que 3 = 7 soit entier. On obtient ainsi une suite d’entiers n

tels que la loi des grands nombres s’applique & S, pour ces valeurs
de n.

2° Sl existe des valeurs de X indéfiniment croissantes pour
lesquelles I’expression (10) reste supérieure & un nombre fixe qu’on

peut représenter par 2&c’, en prenant pour z un entier compris entre

£ 2€ . . . y . .
yet 3y on obtient une succession de valeurs de n, indéfiniment crois-

santes, et associées aux valeurs considérées de X de maniére que les

2

. X . . . .
expressions nY et — solent respectivement supérieures a ¢ et ¢'. On

peut d’ailleurs supposer ¢, et par suitey; = nY, petits. Alors, dans des
cas de probabilité supérieure au nombre fixe ¢, ou voisine de ce nombre,
S, différe de S, par un terme ou un petit nombre de termes, supérieurs
en valeur absolue & X, c'est-a-dire & une fraction non trés petite
de ¢{S,}. On ne peut donc pas, a coté de S, négliger ces quelques
grands termes, et il ne saurait étre question d’appliquer la loi des
grands nombres.

3° Le théoréme III est maintenant démontré; pour démontrer le
théoréme I1, il reste 4 démontrer que, I'expression (10) tendant vers
zéro, on peut appliquer la loi des grands nombres & S,, non seulement
comme dans le cas 1° ci-dessus, A certaines valeurs indéfiniment crois-
santes, mais & toutes les valeurs assez grandes de ’entier n. A cet effet,
prenons pour v un nombre fixe arbitrairement petit, et associons &
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chaque entier n le nombre X tel que nY =1, ce qui est sirement
possible si la loi £ est continue. Alors v’ tend vers zéro avec % Les

deux nombres v) et v}’ peuvent donc étre rendus tous les deux arbitrai-
rement petits, pour tout n assez grand, et la loi des grands nombres

s’applique.

Le cas d’une discontinuité de la loi £ ne souléve d’ailleurs aucune
difficulté essentielle. Si par exemple la valeur X, de |z | a une proba-
bilité a, on peut, en posant « = o’ 4 a”, et en prenant X = X,, consi-
dérer X, comme appartenant al'intervalle (— X, 4+ X) dans des cas de
probabilité o/, et 4 l'intervalle extérieur dans des cas de probabilité «”.
En choisissant convenablement o’ entre o et o, on peut donner 4 Y
n'importe quelle valeur entre F(X,—¢) et F(X,+¢), On peut aussi
rendre la loi £ continue par une modification trés petite, et sans effet
sur le calcul de &{«'} quand X n’est pas trés voisin de X,. L'erreur

qui en résulte sur S, est au plus de I'ordre du produit de vz par un
nombre trés petit, et peut étre négligée. La démonstration des théo-
rémes II et III est ainsi compléte.

9. Avrrrication pes THEOREMES 11 ET III. — Nous allons montrer que :

TrtortMe IV. — 1° La condition que & { |x|*} soit fini pour tout expo-
sant o compris entre o et 2 est nécessaire pour qu'il y ait convergence
vers la lot de Gauss, et par suite pour que I’expression (10) tende vers
zéro; 2° elle n’est pas suffisante; 3° la méme condition est suffisante
pour que lexpression (10) admette zéro comme limite inférieure (pour X
infini) et que par suite il y ait au moins convergence internullenie vers
la loi de Gauss; 4° elle n’est pas nécessaire.

Le 1°est un corollaire évident du lemme 1. Le 2° et le 4° résulteront
dans la suite de ce paragraphe de deux exemples de convergence inter-
mittente vers la loi de Gauss, dont I'un vérifie la condition indiquée,
mais non l'autre.

Pour démontrer le 3°, supposons qu'il existe une constante positive
a telle que

XY  dlogZ
T [dTee¥
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et par suite, pour tout X > X,
Z>cY-« (c=12Z,Y}),

. 2
et aussi, pour o = Tva) < 2,
x

X“[a’Y|><aTZ);[dY|> dLAS b= (ae)3].

11 en résulte que, dans I'hypothése indiquée, &{|=|*} est infini pour
une valeur de « inférieure a 2. C.Q.F.D.

On voit que, pour les lois d’allure assez réguliére pour que les
expressions . et Llog Y|
P Z Tog X
4 : r M ) 3
déterminées, la loi des grands nombres s’applique sous la forme clas-
sique, sous la forme généralisée, ou ne s’applique pas, suivant que
cette derniére limite est supérieure, égale, ou inférieure a 2. On voit
dailleurs aisément que des irrégularités de la fonction F(X) que 1’on
pourrait faire disparaitre en faisant une erreur finie sur log X seraient
sans importance, et que pour former des exemples de convergence
intermittente il faut des irrégularités trés étendues sur 'axe des X.
Supposons, pour fixer les idées, que la loi £ soit symétrique, et
qu'en dehors d’un intervalle fini, || n’ait comme valeurs possibles

que les valeurs

tendent respectivement vers des limites

(ll) .Z',,:qp’ (‘I>1;P:P0>Po+l: )7

chacune de ces valeurs ayant la probabilité

(12) a,= harz,? (A>0, a>1).

Alors, pour p trés grand et X compris entre z,_, et ,, on a
rar Z x3

(13) Yvopy Lo 3y

2

de sorte que, quand X croit de @, , 4 z,, a =7 croit depuis ¢'~*

Jusqu’a 1; on est bien dans le cas de convergence intermittente vers la

loi de Gauss (*). Posons
np= a—px},: arqg,

(') En attendant la démonstration du théoréme du paragraphe 10, il faut
entendre par la : le cas ot la loi des grands nombres s’applique d’une maniére
inlermittente.
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Si n est grand par rapport & n, , mais petit par rapport a n,, la
valeur x, a encore une probabilité négligeable, et % (N=ynZ)

dépend d’une loi peu différente de celle de Gauss (x,_, étant négli-
geable & c6té de N). Quand n atteint 'ordre de grandeur de n,, le
processus de convergence est modifié par I'apparition de la grande
valeur z,, qui est de 'ordre de grandeur atteint 4 ce moment par S,.
On est dans les conditions indiquées paragraphe 6, et I’on ne retrou-
vera des lois du type de celle de Gauss que quand n deviendra grand
par rapport a n,; les mémes circonstances se reproduisent indéfi-
niment.

Si maintenant, conservant I'expression (12) de z,, nous prenons

(12 bis) Ap = ——>

les formules (13 ) sont remplacées par les suivantes :

Z I

(13 bis) Y~a,, Z~ har—'z,_,, Y~ 7 T

et a % varie de "’i’;—"' a f&’ c’est-a-dire d’une valeur trés petite a
une valeur trés gran(,ie. Nous avons leméme processus de convergence
intermittente; il y a toutefois une différence avec le cas précédent :
quand la valeur x, cesse d’avoir une probabilité négligeable, elle est
encore grande par rapport 4 la somme des termes plus petits; quand
le nombre des termes égaux 4 =z, deviendra grand, leur somme
sera prépondérante, la somme des termes plus petits étant négli-
geable. Cela est lié au fait que Z soit équivalent & son plus grand
terme.

On peut naturellement varier ces exemples de bien des maniéres.
Dans ceux que nous venons d'indiquer, & { |z |*} est fini, pour le pre-
mier exemple, si « < 2, et pour le second, seulement si a < 1. Cette
remarque compléte la démonstration du théoréme IV.

10. Lk TeEOREME RECIPROQUE.

TutoriME V. — 1° La tendance vers le type de Gauss n’est possible que
st la lot des grands nombres est applicable (le théoréme II donne donc
la condition nécessaire et suffisante pour que S, soit asymptotique-
ment du type de Gauss).
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2° La tendance tntermittente vers le type de Gauss n’est possible qu’en
cas d'application intermittente de la loi des grands nombres (dans les
conditions du théoréme III).

1° Supposons donc la loi des grands nombres non applicable. 11
existe donc des valeurs de X indéfiniment croissantes et telles que,
quel que soit le nombre 7 qu’on leur associe, on ait

(14) 2 X2=nX?Y > a%q;? (aconst.; g;2 ~vnZ).

Pour chacune de ces valeurs, définissons n de maniére 4 donner a
nY = une valeur fixe (4 Y prés) et trés petite. D’aprés la loi des
petits nombres, S; a o ou 1 terme non nul dans des cas dont les pro-

babilités tendent vers e et njc™™, nombres tous les deux supérieurs,

. 3 p . p
par exemple, & 22, Comme S/ =o dans le premier cas et [S)|>X

dans le second, la probabilité que S|, soit dans un intervalle donné de
longueur X (concentration pour la longueur X) est inférieure

1— Tn D’ailleurs, d’aprés le lemme II, S/ peut avec une erreur négli-

geable par rapport a g/, donc a X (v étant petit, mais fixe), étre considéré
comme une variable aléatoire indépendante de S’. A cela prés qu'il

faut remplacer X par un nombre plus petit, par exemple %, on peut

donc appliquer le principe d’augmentation de la dispersion pour
passer de S! 4 S,. Donc, quel que soit I'intervalle d’étendue

2X
3

J
=2ld),

que I'on considére, la probabilité que S, soit extérieur a cet intervalle
est au moins

3n 3ata? a?

4 4X*
Or, si S, était d'un type trés peu différent de celui de Gauss, il en
serait a4 peu prés de méme de S/, qui ne différe de S, que dans des cas

[

de probabilité v. Le coefficient de réduction, a une erreur relative
P " )
prés tendant vers zéro avec v, est donc <o/, (des valeurs trés peu pro-

="n

hables peuvent, si elles sont grandes, augmenter la valeur prévue pour
¢{S) }, mais non la diminuer). La variable aléatoire a—," est donc de la

n

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1V, 1935. 48
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forme k&, £ dépendant d'une loi peu différente de celle de Gauss et &
étant inférieur 4 une fonction de v qui tend vers un pour vy =o.
Or nous pouvons prendre v aussi petit que nous voulons, donc

1> W :l/_ aussi grand que nous voulons. Le résultat obtenu est donc
n

en contradiction avec le précédent, d’aprés lequel la probabilité des

S , . . . .
valeurs de —* extérieurs a n'importe quel intervalle d’étendue 2/ tend
n

] 1 . . .
vers zéro avec ; beaucoup moins rapidement que ne le comporte laloi

de Gauss. Le 1° du théoréme V est donc démontré.

2° Supposons que la loi des grands nombres ne soit méme pas
applicable par intermittence. Il existe donc un nombre a tel que
I’équation (14) soit vérifiée pour tout X assez grand. Si alors la loi
£ est continue, le nombre n défini par nY = prend toutes les
valeurs entiéres consécutives, et le raisonnement précédent s’appli-
quant a toutes les valeurs de n, il ne peut méme pas y avoir de con-
vergence intermittente vers le type de Gauss. Les discontinuités dela
loi £ sont d’ailleurs sans importance; le raisonnement par lequel
nous avons terminé la démonstration du théoréme II (§ 8, 3°)
s’applique sans modification. Le théoréme V est donc complétement
démontré.

11. LE CLASSEMENT DES TERMES DE S, PAR ORDRE DE GRANDEURS DECROIS-
santes. — Désignons par &,, &,, ..., &, les nombres z,, z,, ..., =,
rangés par ordre de modules décroissants. Le réle que joue dans ce
qui précéde le plus grand des | x| fait penser qu'il y a intérét a étudier
les variables aléatoires &,, et considérer S, comme leur somme.

Posons y,= F{|&,|}. Les nombres y,, y,, . .., y,sont des variables
aléatoires, choisies d’abord au hasard entre o et 1, puis rangées par
ordre de grandeurs croissantes. On a évidemment

2y <yp<y-+dy)=pClhyr(1—y)—rdy,

d’oui 'on déduit aisément, & I'aide des intégrales eulériennes,

i P . _ prn—p+1)
s,‘y”’_nﬁ-l’ <7U/”i_(n—i—l)z(n—&—z)

Si, pour n infini, p~van, les expressions précédentes sont équiva-
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a(t — a)

lentes respectivement a o et » comme cela se déduit aussi immé-

diatement du théoréme de Bernoulli. Ce qui nous intéresse surtout
est le cas ou p reste fixe quand » augmente indéfiniment; on a alors

5’]’#!"’%’ o ypt ~ ,%’
y
Q;ﬂy,,<‘n§N(P—_ll)—'f n/»—le—"’ldn’
]

de sorte que ny, est & la limite une variable aléatoire de valeur pro-
bable p, d’écart quadratique moyen y/p, Iécart réduit 2222 dépen-
dant & la limite dela loi de Gauss (pour p trés grand) (*). Il yg d’ailleurs
entre les y, une corrélation positive : si y, est connu, y,,, doit étre
considéré comme la ¢*™ de n — p variables, choisies entre y, et 1, et
rangées par ordre de grandeur croissante. Le fait que chaque y, différe
peu de sa valeur probable nous permet de négliger cette corrélation.

Supposons, pour fixer les idées, la loi étudiée symétrique; chaque&,
est ainsi une variable de module g, connu en fonction de y,, et de
signe choisi au hasard. La somme S, peut alors s’écrire

*pEkp, .. .p,x..

“
le nombre des termes augmentant avec r, de sorte qu’on peut la con-
sidérer comme une série. Si 22 est d’un ordre de grandeur indépendant
de n, S, apparait comme de Pl"ox'dl'e de grandeur de g, ou d’'un ordre
supérieur suivant que cette série a sa probabilité de convergence
égale 4 1 ou o, c’est-a-dire suivant la convergence ou la divergence de
la série Xp). Clest dans le cas de la divergence de cette série que la loi
des grands nombres s’applique.

Ainsi, pour F(z)~vx=, 0n a (en prenant% comme valeur appro-

chée de y,,)

. n
pErv —, “~p 2

P P

(*) Nous avons fait augmenter d’abord n, ensuite p. S'ils varient en méme
temps, la condition pour qu'on obtienne la loi de Gauss est que p et n — p soient
tous les deux trés grands.
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de sorte que la loi des grands nombres s’applique si Zp * diverge,
c’est-a-dire si «22, et dans ce cas seulement. On retrouve ainsi des
résultats connus par un procédé intuitif qu’il nous a paru utile d'indi-
quer, 'application de la loi des grands nombres étant liée a la diver-
gence de la série X¢’.

12. REMARQUES SUR LA LOI DES GRANDS NOMBRES. — Je voudrais insister
ici sur la différence profonde entre la convergence vers laloi de Gauss,
résultant de la loi des grands nombres, et la convergence vers les
autres lois stables, résultant d’hypothéses précises sur la probabilité
des grandes valeurs de la variable. On n’obtient & la limite une de ces
lois stables que parce que la loi initiale lui ressemble suffisamment; il
faut qu’elle soit telle que l'intervention progressive des grandes
valeurs s'effectue, sans irrégularité trop grande, avec une rapidité
déterminée. Dans le cas de la loi de Gauss, il suffit que cette rapidité
soit bornée supérieurement, et en deca de cette limite, n’importe
quelle modification des lois de probabilité composantes (méme si ces
lois varient d’un terme & I’autre ; dans ce cas il faut seulement s’assurer
que la série Xz, ne devient pas convergente) est sans importance.

On peut observer qu’'une modification portant sur un intervalle fini
n’a jamais d’importance; elle peut seulement, dans le cas classique
ou &{x?} est fini, modifier le coefficient de réduction. Mais, en dehors
du cas classique, la somme des valeurs de x comprises entre deux
limites finies a une dispersion négligeable devant S,, et cela n’a rien
d’étonnant que leur détermination exacte soit sans importance. Dans
le cas classique au contraire, cette somme est du méme ordre de
grandeur que S,; il est trés remarquable que malgré cela une modi-
fication quelconque des lois composantes (mémesi elles varient avec n)
soit sans influence sur le type limite.

Une différence analogue existe entre la convergence vers le type de
la loi de Gauss, dans le cas ou & {z*} est infini, et la convergence vers
celui d’une autre loi stable. Supposonsici essentiellement que tous les x,
(sauf peut-étre dans un intervalle fini) dépendent de la méme loi,
symétrique pour fixer les idées, et telle que F(X)=X-*(o < a<2).
Divisons I'intervalle (1, o ) en une infinité d’intervalles séparés par les
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nombres X, = ¢ (g > 1), et dans chacun de ces intervalles effectuons
une modification absolument quelconque de la répartition de la pro-
babilité. Si a = 2, cette modification est sans effet sur le type limite,
qui est celui de Gauss; seul le coefficient de réduction peut étre
changé, si les modifications considérées modifient la contribution de
chaque intervalle partiel aux moments des deux premiers ordres;
encore la modification de ce coefficient est-elle limitée ; le rapport de
ses valeurs extrémes est ¢. Si au contraire a < 2, les modifications
relatives aux différents intervalles sont des causes perturbatrices dont
les effets agissent successivement, quand n croit, et pour chacune
d’elles il y aura un moment ot son effet n’est pasnégligeable; chacune
agira individuellement. Si les modifications se reproduisent périodi-
quement, on aura alors la tendance vers un ensemble de lois semi-
stables associées (nous entendons par la une loi semi-stable, et ses puis-
sances, dont les fonctions caractéristiques sont les puissances de celle
de la loi initiale). S’il n’y a pas de périodicité dans la cause,il n'y aura

pas de probabilité dans I'effet; donc, en général, la loi dont dépend %‘

(avec N*=n) varie avec n d’'une maniére tout a fait irréguliére, le
seul caractére constant étant 'ordre de grandeur des probabilités des
grandes valeurs, qui sera toujours X—*, & un facteur prés borné infé-
rieurement et supérieurement.

Ce caractére provient de ce que, chaque intervalle (X,, X,.,)
ayant une étendue finie sur I’échelle logarithmique, les modifications
considérées ne changent pas 'ordre de grandeur de S,.Des modifi-
cations portant sur des intervalles plus étendus auront des effets plus
profonds que nous examinerons au paragraphe 13.

A3. Cas ou 1. LOI DES GRANDS NOMBRES NE S’APPLIQUE PAS. — Nous nous
proposons de présenter ici quelques remarques montrant la variété
des circonstances possibles dans ce cas. Cela est & prévoir, puisque les
valeurs de X correspondant & des valeurs de plus en plus petites de Y
sont autant de causes dont les effets se manifestent successivement
quand r croit. Pour préciser cette remarque, il faut avoir présent &
I’esprit le fait suivant : quand pendant un certain temps Y varie pro-

. o . 1
portionnellement 4 une puissance de y d’exposant « <2 (avec une
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proportion déterminée entre les valeurs positives et les valeurs néga-
tives de la variable), la convergence vers une loi stable d’exposant
caractéristique o tend 4 se réaliser; I'effet de cette tendance sera appré-
ciable si la variation de logX n’est pas petite depuis que la cause indi-
quée a commencé a se manifester; on arrivera & un type de loi trés
voisin du type limite si la cause subsiste assez longtemps pour que la
variation de logX soit grande ('). Les mémes circonstances se pré-
sentent pour « 22, avec ces différences que le signe de x importe peu,
et que la tendance 4 la limite résultera du fonctionnement de la loi des
grands nombres, quand » augmente, plus que de I'apparition de nou-
velles valeurs trés grandes de .

Posons maintenant Y = X~#, § étant variable; pour simplifier un
peu la discussion, supposonsla loi £ symétrique, et étudions différentes
circonstances possibles.

1° Il est bien clair que si 3 varie assez lentement, la convergence
vers la loi Ly aura le temps de se manifester pour chaque valeur de §,

et que %‘ (N étant convenablement déterminé) dépendra d’une loi

infiniment voisine de la loi variable Lg(cette notation désignant la loi
de Gauss si 322). La condition nécessaire et suffisante pour qu'il en
soit ainsi est que, quand 3 < 2, 4 toute variation finie de log X corres-

ponde une variation relative de 3 petite par rapport a @- Clest en

effet la condition pour que dans un invervalle ol logX varie d'une
quantité finie a, Y soit de la forme ¢X~*, « étant constant et ¢ peu
variable. S’il en est ainsi d’autant plus exactement que X est plus
grand, c’est naturellement une propriété qui reste vraie pour des
valeurs arbitrairement grandes de a, de sorte que c restera constant
assez longtemps pour que I’on obtienne un type de loi trés voisin de L,.

2° Supposons maintenant seulement la variation de a assez lente
pour qu’a toute variation finie de logX corresponde une variation
petite de (3; mais quel que soit 'exposant «, la variation de ¢ =Y X*
ne sera pas faible. Il y aura seulement cornvergence grossiére vers L.,

(') D’aprés le Chapitre I, la loi stable s'obtient en effet, par I'addition de
variables toutes du méme ordre de grandeur; les autres peuvent étre négligées.
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produisant cet effet que les grandes valeurs de —SN" (N*=cn) auront des

probabilités de I'ordre de grandeur indiqué par cette loi. Si des varia-
tions de cette nature ont un caractére périodique, ¢ étant (pendant
assez longtemps) une fonction périodique de logX, on peut en parti-
culier, si <2, obtenir des lois trés peu différentes des lois semi-
stables d’exposant caractéristique a.

3° Ausujet des variations plus rapides de B, observons que, Y étant
monotone, on a nécessairement

ap
(14) Xlogxﬁz_ﬁ,
P’égalité correspondant au cas o Y reste constant. Au contraire, si
croit, rien ne limite la rapidité de sa croissance, une variation brusque
étant méme possible. Naturellement, si ces variations ont le caractére
d’oscillations assez rapides pour que la variation relative de § soit

petite, soit par rapport a ﬁ)_(’ soit par rapport a 1, les conclusions

des deux cas précédents subsistent. Si au contraire $ varie entre des
valeurs distinctes « et «’, on ne doit pas s’attendre a trouver a aucun
moment de loi d’un type voisin de Lg (pour §§ compris entre « et a').

Ainsi, supposons que |x| ait comme seules valeurs possibles les
valeurs x, définies par

!
logx,,:(%)p (o<a<a <2),

et que, de x,_, ax,, Y ait la valeur

Y, = x> =x.%.

Chaque valeur x, est alors trés grande par rapport 4 la précédente,
et, si nY,,, est petit mais non nY,, on peut négliger x,, z,, ..., z,,,
et considérer S, comme la somme d’un certain nombre de termes
égaux a &=z, ce nombre dépendant de la loi de Poisson et ayant pour
valeur probable nY,. Ce nombre devenant grand avant que nY,,,
cesse d’étre petit, la loi des grands nombres s’applique a4 ce moment.
On est donc dans un cas de convergence intermittente vers la loi de
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Gauss ('), et 'on n’observe a aucun moment aucun caractére des lois
stables d’exposant caractéristique compris entre « et o' (bien que §
varie de « a a).

Naturellement, une variation monotone de 3 conduira nécessaire-
ment & une valeur limite, et 4 la convergence vers la loi stable corres-
pondante, sauf si cette valeur est zéro, car il n'y a pas de loi stable
d’exposant caractéristique nul. Nous allons maintenant examiner
ce cas. ~

4° Supposons donc que « tende vers zéro. A une variation relative
finie de Y correspondra donc une variation trés grande de logX. Les
valeurs de X dont la probabilité cesse d’étre négligeable quand r croit
augmentent alors si vite que le plus grand terme I'’emporte toujours
sur la somme des autres. La loi dont dépend S, est donc assimilable &
la limite & celle dont dépend le plus grand terme, et se déduit des
remarques du paragraphe 12. Les valeurs possibles de y, se répar-

tissent autour de la valeur probable ,%, une probabilité positive corres-

pondant & une variation finie de logy,, donc a une variation trés
grande de log X.. Quel que soit N, la probabilité.que S, soit de I'ordre
de grandeur de N tendra vers zéro, et S, ne pourra qu'étre trés grand
ou trés petit par rapport a N; on pourra seulement s’arranger pour
donner la probabilité que I'on veut a chacune de ces circonstances.

Iln’y a donc pas, dans ce cas, de type de loi limite, a moins de con-
sidérer qu'il y en a un lorsque, en prenant pour N une fonction de n &

. . S :
croissance suffisamment rapide, on constate que ' tend vers zéro.

Mais cela est toujours possible, et lorsque nous disons qu'il y a un
type de loi limite, cela veut dire un type de loi donnant & la variable
étudiée aux moins deux valeurs possibles, finies et distinctes.

~

14. APppLICATION DE LA NOTION D’ENSEMBLE CoMPACT. — Des fonctions

(1) Cela se vérifie d’ailleurs par application du théoréme 11I; quand X varie
2

de z, Y i tre des limites équivalentes, po trés grand, a %%
» & Zpyy, —;— varie entre des limites équivalentes, pour p trés g , &z

. X . g . e N
eta %’, c’est-a-dire d’une valeur trés petite a une valeur trés grande.
P
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qui varient d’une maniére monotone de o i 1, et sont comprises
entre deux fonctions particuliéres remplissant cette condition, consti-
tuent un ensemble compact. En appliquant cette remarque aux fonc-
tions «*}x <%}, et en ne considérant pas comme distinctes deux lois
déduites I'une de I'autre par I’addition d’une constante 4 la variable x,
on voit que : des lois de probabilité pour lesquelles, pour tout v < 1, la
dispersion liée a la probabilité y est bornée supérieurement, forment un
ensemble compact.

Pour chercher si des types de lois forment un ensemble compact, il
faut d’abord réduire ces lois, par un changement d’unité, de maniére
qu’aprés réduction la dispersion pour touty< 1 soit bornée supé-
rieurement; ce n'est qu’a cette condition (u’on peut considérer la
valeur infinie comme ayant une probabilité nulle. D’aprés ce qui pré-
céde, un ensemble comportant une infinité de types de lois admet
toujours un élément d’accumulation. Mais la question qui se pose est
de savoir s’il en admet un autre que le type dégénéré pour lequel une
seule valeur de la variable est possible. Or, compte tenu de la discus-
sion faite paragraphe 13, on voit aisément dans quel cas les types
des lois dont dépendent les S, tendent vers ce type dégénéré; c’est
lorsque f‘ll(;—’zxyi n'’est borné supérieurement que pour des intervalles
A|logY | eux-mémes bornés supérieurement. Dans tous les autres cas,
on peut trouver des nombres X' arbitrairement grands et tels que, en

posant Y'=F(X")= i,, log|Y'| soit le milien d'un intervalle arbi-
trairement grand et auquel correspondent pour X des valeurs de
P’ordre de grandeur de X'. Le plus grand Lerme de S, a alors sa dis-

persion (pour y quelconque entre o et 1) de I'ordre de grandeur
de X', et la somme S,, elle-méme, ou bien est au plus de cet ordre de

Sn' i3 : s v e . .
grandeur (et alors {7 dépend d’une loi non degeneree). ou bien (si

elle est plus grande) dépend d’une loi d’un type voisin de celui de
_Gauss. De toute facon, le cas de dégénérescence est exclu. Donc, en
dehors du cas étudié a la fin du paragraphe 13 (celui ol a tend vers
zér0), il y a un type d'accumulation non dégénéré, méme si 'on n’est
pas dans un cas de convergence (constante ou intermittente) vers celui

de Gauss.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. IV, 1935. Ag
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Si d’ailleurs il y a un type d’accumulation qui ne soit pas un type
stable, il y en a une infinité. Si en effet, pour une suite de valeurs n,
de n, on obtient des lois dont les types tendent vers celui d’une loi £,

pour des valeurs n), telles que "%’ ait une limite £, on obtient des lois
) _

dont les types tendent vers celui de £'%, en désignant ainsi la loi dont
la fonction caractéristique s’obtient en élevant celle de £’ & la puis-
sance k. Il en résulte que £’ appartient nécessairement au groupe des
lois étudiées par MM. B. de Finetti, Kolmogoroff, et moi-méme ("),
pour lesquelles la loi £ est définie quelque petit que soit I'exposant
positif k. Il se déduit de deux lois infinitésimales, celle de Gauss et
celle de Poisson. On peut définir les lois de ce groupe, dans le cas
symétrique, par la formule

(13) logﬁ{e"“’}:-—az-——i- (coszsu--1)do(u),

o
la fonction p(u) étant non décroissante, finie pour  infini, peut-étre
infinie pour u=o, mais telle que u?dp(u) soit intégrable (de 0 & 1).
Dans le cas dissymétrique, on peut écrire

2 Snakd . \
, 32 . isu )
16 logé {ei** ) =—a™ biz eist .1 — do(u
06) ags ot = o i [ (o1 ) g,
—izu . , . , . .
le terme - —= pouvant étre remplacé, soit par zéro, soit par —isu,

si dans ces conditions l'intégrale conserve un sens.

On peut d’ailleurs, au point de vue qui nous occupe, arriver a un
résultat plus complet et n’utilisant pas la notion d’ensemble compact.
Plagons-nous d’abord dans le cas ou S, est de I'ordre de grandeur de
son plus grand terme, et soit N un coefficient de réduction possible,
c’est-a-dire que ce plus grand terme est de I'ordre de grandeur de N
dans des cas de probabilité positive, et n’est d’un ordre supérieur que

n

dans des cas trés peu probables. Alors SN est une somme de termes du

type étudié Chapitre I : la somme des termes ayant une valeur donnée

(1) Voir PauL Levy, Sur les intégrales dont les éléments sont des variables
aléatoires indépendantes (Annali della R. Scuola Normale Superiore di Pisa,
2¢ série, vol. III, 12, 1934, p. 1-30).
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dépend de la loi de Poisson, et S, dépend d’une loi du type (30), le

terme gaussien

o . .
n'existant pas s1 la somme des termes u, petits
par rapport a N peut ¢étre négligée. Si d’ailleurs S, est d’un ordre
supérieur a celui de son plus grand terme, cette somme est du type de
Gauss. Dans tous les cas : on peut définir N, a, & et z(«) en fonction

de n de maniére que la loi dont dépend 9\” et la loi définie par la for-

mule (16) soient infiniment peu différentes (pour n infini). Cette der-
niére peut étre d'un type dégénéré, si le second membre se réduit au
terme bis. Mais ce cas ne se produit que dans le cas étudié para-
graphe 13 ou a tend vers zéro, ou dans celui o « n'a pas de borne
inférieure positive. Dans tous les autres cas, S, est, pour tout n asses
grand, d'un type infiniment peu différent d’un type varable avec n, non
dégénéré, et rentrant dans ceux défins par la formule (16).

CHAPITRE L.

ETUDE DES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES NON ENCHAINEES
DEPENDANT DE LOIS VARIANT D'UNE MANIERE QUELCONQUE.

13. SUR UNE HYPOTHESE CONCERNANT LA LOI DE (3AUSS.

Lemse (nvvoruetioue) 1. — 8t la somme 5 = x + y de deux variables
aléatoires indépendantes est du type de Gauss, il en est de méme de chacun
des termes.

J'al déja indiqué ailleurs la vraisemblance de cette hypothése, qui
nous servira dans la suite pour des remarques accessoires. les résultats
fondamentaux seront indépendants de cette hypothése. Présentons
d’abord quelques remarques & son sujet.

1° Si le lemme est en défaut, on peut supposer que ni 2 ni y ne sont
de la forme a% +,. © et x, élant indépendants et Z dépendant de la
loi de Gauss. On sait en effet que six est de cette forme, il 'est d’une
infinité de maniéres, dont I'une, bien déterminée, rend @ maximum;
alors #, n"admet plus de décomposition de la forme indiquée. Posant
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ainsi x = a§ 4+ x,, y = bv,+ y,, on obtient deux nouvelles variables
x, et y,, ayant la propriété indiquée, et dont la somme est du type de
Gauss.

2° Si 5 dépend de la loi de Gauss, on peut poser

S/ 5 A QySy e . - Wy, 5,

les z; dépendant de la méme loi, et les a; étant des coefficients (réels)et
tels que Za}=1. Silelemme est en défaut, chacun des 5; peut étre rem-
placé parx;+ y,, chacun deces termesn’étant pas gaussien, et lasomme
Za;x;a la méme propriété que x. Comme laloi dont dépend x n’est
pas stable (puisque & |2* | est fini et que ce n’est pas la loi de Gauss),
ni méme semi-stable, on obtient ainsi un groupe de lois ayant la pro-
priété d’étre des diviseurs de la loi de Gauss et qui dépend d'un
nombre illimité de paramétres distincts.

Pour les autres lois stables, on est effectivement conduit de cette
maniére 4 un groupe constitué cn partant d'une loi infinitésimale
unique, celle de Poisson. Mais il n’y a pas d’autre loi infinitésimale
que celle de Poisson, a 'aide de laquelle on ne peut pas reconstituer
la loi de Gauss, et la loi de Gauss elle-méme.-Si donc le lemme 111
était faux, les diviseurs de la loi de Gauss devraient constituer un
groupe ayant comme éléments constitutifs une ou plusieurs lois non
infinitésimales. Du point de vue formel de la théorie des groupes, cela
ne conduit & aucune contradiction. Cette hypothése me semble toute-
fois peu vraisemblable, et ce sentiment, joint a celui que les consé-

_quences du lemme sont trés vraisemblables, me porte & croire & son
exactitude (*).

3> Si le lemme est vrai, on peut le généraliser de la maniére sui-
vante : x, et y, étant desvariables devenant indépendantes pour n infini,
st &, ~+ ¥, dépend d’une lor d’un type tendant vers celui de Gauss, il en
est de méme de chaque terme (4 moins qu'un des termes ne soit a la
limite négligeable a coté de l'autre, ou du moins que cela ait lieu
pour une suite partielle de valeurs de n).

(") Il est en outre facile de vérifier 'exactitude d’énoncés particuliers tels que
le suivant : si x dépend de la loi du jeu de pile ou face, on ne peut pas déterminer
la loi dont dépend » de maniére que x + ) dépende & un facteur constant pres
de la loi de Gauss.



PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOMMES. 383

Par hypothése, il existe une variable y/ indépendante de a, et
dépendant d’une loi infiniment peu différente de celle dont dépend
Y (). Alors ., + 3 dépend d’une loi dont on peut supposer, par une
réduction convenable, qu’elle tend vers la loi de Gauss réduite. Les
lois dont dépendent les &, ont alors leur dispersion bornée par celle
de la loi de Gauss: elles forment un ensemble compact. Si les x, ne
deviennent pas trés pelits, et s'ils ne dépendent pas d'une loi tendant
vers le type de Gauss, il y a nécessairement un type d'accumulation
différent. Lelemme montrant que cela n’est pas possible, s'il est vrai,
la généralisation indiquée est vraie aussi.

S’il en estainsi, 'application de ce lemmea lasomme S/ -+ S’ donne
une démonstration simplifiée du théor¢me Vil n’y a qu’a remarquer
que la variable S, nulle dans des cas de probabilité peu différente
de e, est d'un type treés différent de celui de Gauss. Il suffirait méme
d’avoir démontré que la somme z ne peut pas ¢tre du type de Gauss
si I'un des termes dépend d'une loi discontinue.

16. ETUDE DES TERMES NOX INDIVIDUELLEMENT NEGLIGEABLES. — Nous sup-
poserons maintenant que chaque terme .r, dépende d'une loi £ qui
varie avec n; les .r, restent indépendants les uns des autres. On sait
que la probabilité de la convergence de Xa,, nécessairement nulle
dans le cas ol £ ne dépend pas de n, peut ici itre égale a0 ou 1.
Si elle est égale & 1 (cas de convergence), chacun des termes est du
méme ordre que la somme; si donc le lemme I1I est vrai, la somme ne
peut donc ¢tre du Lype de Gauss que si chaque terme est de ce type];
si le lemme I1I est faux, cette conclusion ne subsiste évidemment pas,
comme le montre I'exemple d’une série Xa,(x,+ y,) analogue a la
somme étudiée (§ 13, 2°).

Placons-nous maintenant dans le cas de divergence; on sait que
dans ce cas la dispersion de 5, augmente indéfiniment, et n’est jamais
décroissante. Pour (u'un terme soit négligeable, il est donc nécessaire
et suffisant qu’il le soit devant la dispersion de S, (ou de S,_,); en
termes précis, quelque petit que soit ¢, la dispersion de «, pour la pro-

(") Cette indépendance approchée est celle déja considérée dans le lemme 11;
il y a lien de remarquer qu'elle ne fait pas jouer le méme role aux deux termes.
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babilité 1 — ¢ devra, pour ninfini, étre infiniment petite par rapport a
celle de S, (*). Si d’ailleurs, tant pour u, que pour S,, on est sir que
les valeurs de chaque signe ont des probabilités supérieures & un
nombre fixe, cette condition se simplifie; il n'y a qu'a écrire que,
pour ¢’ arbitrairement petit, on a
(17) Lim @ {lu,|>e S| =o.
ny>w

Pour plus de généralité, prenons la premiére condition, et désignons
par X, le rapport des deux dispersions (celle de «, au numérateur).
Si %, ne tend pas vers zéro, il existe des suites de termes non indivi-
duellement négligeables, pour lesquels 7, reste supérieur 4 un nombre
fixe 2. Pour que S,_, et S, soient en méme temps a la limite du type
de Gauss, il est évidemment nécessaire que x,, pour les valeurs de n
correspondant aux termes non négligeables, soit a la limite de ce
type. Supposons cette condition vérifiée; les termes x,(v<n) non
négligeables devant S, sont en nombre fini, et tous de type tendant
vers celui de Gauss, puisqu'un terme de rang fini est négligeable
devant S, et que par suite le plus petit des v augmente indéfiniment
avec n; la somme de ces termes est donc a la limite du type de Gauss.

Le probléme est donc résolu silasomme de ces termes, comme dans
le processus de formation des lois stables autres que celle de Gauss,
définit S, & une erreur prés relativement aussi petite que 'on veut.
Dans le cas contraire (que cela se produise pour toutes les valeurs de n
ou seulement pour certaines valeurs de z), il est ramené a I’étude de
la somme des termes individuellement négligeables.

Au sujet du réle des grands termes, observons encore que, si le
lemme III est faux, la somme Xa"(x,+ y,) (notations du para-
graphe 138, 2°, et a >1) donne un exemple de convergence intermit-

(*) Le type limite de S, s'obtient Loujours en prenant un coefficient de réduc-
tion de I'ordre de grandeur de la dispersion de S, pour une probabilité y =1 — ¢
voisine de 'unité, Mais ce Lype ne peut étre celui de Gauss que si cet ordre de
grandeur est indépendant de y. Pour la recherche des cas ot le type limite est
celui de Gauss, on peut donc déterminer la dispersion de S, pour une proba-
bilité fixe quelconque; mais celle de «, doit toujours étre calculée pour une
probabilité arbitrairement voisine de I'unité,



PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOMMES. 385

tente avec une rapidité des oscillations entre les lois tendant vers le
type de Gauss et celles qui en différent, qui n’est pas possible si le
lemme est vrai; dans ce cas chaque oscillation correspond nécessai-
remsent 4 un intervalle (n, n') tel que S, soit une fraction négligeable
de S,..

47. ConpITION D’APPLICATION DE LA LOI DES GRANDS NOMBRES. — Nous
supposons maintenant chaque terme d’indice trés grand individuelle-
ment négligeable ('). Nous introduirons un nombre X qui jouera le
méme réle qu'au Chapitre II, et définirons de la méme maniére ',
z,, S, S;. La condition nécessaire et suffisante pour ’application de
la loi des grands nombres a S, est toujours qu’on puisse déterminer X
de maniére a vérifier a la fois les deux conditions suivantes : 1° X* ést
petit par rapport a

2° La probabilité de S), £ o, c’est-a-dire la probabilité de I’existence
dans S, de termes de modules dépassant X, est trés petite.
Cette probabilité sera ici sensiblement, non nY, mais

n=ZQ{|$v|>X}:ZYw
| 1

Perreur étant de 1'ordre de . Comme il n'y a pas de termes indivi-
duellement non négligeables, les lois des petites probabilités sont tou-
jours applicables; le nombre des termes de S dépend de la loi de
Poisson et a pour valeur probable v.

La condition pour I'application de la loi des grands nombres est alors
en termes précis, que, quelque petits que sovent € et €', on puisse, pour

(1) Si, pour tout ¢, la dispersion de u, est négligeable par rapport a celle
de S,, on peut, en ajoutant au besoin une constante a4 chaque u,, supposer
que u, soit lui-méme négligeable (sauf dans des cas trés peu probables). Cette
constante peut d'ailleurs étre choisie indépendamment de ¢; il suffit de la
choisir de maniére que chacune des inégalités u,20 et u,<o ait une proba-

bilité > 5 Nous supposons cette réduction effectuée.
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tout n asses grand, déterminer X de maniére que l’on ait d la fois

(18) ‘ Xgéeay, nge.

Si cette condition n’est vérifiée que pour une suite partielle de valeurs
de n indéfiniment croissantes, la loi des grands nombres ne s’applique
que d’une maniére intermittente. En effet, pour toute suite de valeurs
pour lesquelles, pour un systéme particulier de déterminationsdecet e’
on ne pourra pas déterminer X de maniére a vérifier & la fois les deux
inégalités (18), la loi des grands nombres n’est pas applicable, car il
pourra y avoir dans S, des termes (de rangs non connus d’avance)non
négligeables devant la dispersion de cette somme.

Naturellement, si la loi des grands nombres s apphque, il y a con-
vergence vers le type de loi de Gauss. Les principaux résultats du
Chapitre II subsistent donc, & cela prés que v et o)) n’étant plus pro-
portionnels & n, il n’est pas possible en général d’éliminer cette variable
et de ramener la discussion a 'étude d’une fonction simple de X.
Observons que, sile nombre X associé a chaque valeur de n est indé-
terminé dans un intervalle assez large, le nombre ¢/, qui est le coeffi-

cient de réduction tel que > Sn __ a, dépende d'une loi tendant vers celle

de Gauss, est au contraire détermme du moins 4 une erreur relative
prés infiniment petite pour ~ infini.

18. LE THEOREME RECIPROQUE.

Tuiorime VI. — S'il n’y a pas de termes individuellement non négli-
geables, on ne peut obtenir de convergence constante vers la loi de Gauss
que dans le cas ot la loi des grands nombres s’applique.

Supposons en effet que, pour une suite de valeurs de nindéfiniment
croissantes, on ne puisse pas déterminer X de maniére & vérifier a la
fois les deux inégalités (18). On peut alors le déterminer de maniére a
vérifier 4 la fois les deux inégalités inverses

> S
(19) : n2e, - =\n'>¢

Cela est bien évident, puisque, ou bien ’on a v} = ¢ pour au moins une
valeur de X, ou bien, quand X croit,  franchit par un saut brusque la
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e X . A .
valeur ¢, et 4 ce moment 7~ Varie dans le méme sens que v; si donc les

n
inégalités (18) ne sont pas vérifices aprés le moment considéré, c’est
que les inégalités (19) I’étaient avant. Nous pouvons donc supposer
ces inégalités vérifides.

D’ailleurs le lemme II s’applique toujours; du moment que chaque
terme est individuellement négligeable, I’existence d'un terme ou d'un
nombre fini de termes de S;, supprimant le nombre correspondant de
termes de S, est sans effet appréciable, et la dispersion de S,, pour

une probabilité telle que 1 — 2, esl au moins égale & celle de S’, donc

ny

a X>¢'g),. Si¢ est assez grand et si v n’est pas trop petit, ce résultat
peut étre incompatible avec 'hypothése que ;’1 dépende d’une loi ten-

dant vers celle de Gauss, et il ne peut étre question (si v est assez
petit) d’un coefficient de réduction qui ne soit pas voisin de o, M.
Si l'incompatibilité n’apparait pas ainsi, elle apparaitra strement si

'on peut remplacer v et 7' respectivement par g et pv/, p étant un

entier assez grand, fonction seulement de 1 et v/ (ou de ¢ et €’), mais
indépendant de n (*). Nous allons montrer que cela est possible.
Chacun des termes étant individuellement négligeable, la somme o?
varie d’une maniére presque continue avec v, et I’on peut répartir les
n premiers termes de S, en p groupes dont chacun donnera a la
/2
somme g,} une contribution égale a %, et cela d’autant plus exacte-
ment que n est plus grand. Pour un au moins de ces groupes (allant
du terme de rang n'+1 a celui de rang n"), sa contribution a la

somme 7| sera > 2, de sorte que v’ et v se trouvent remplacés res-

pectivement par pv et par un nombre supérieur a 3 On est donc str

(') Sl était plus petit, on n’échapperait pas a la contradiction signalée; il ne
peut pas étre plus grand pour la raison indiquée 4 propos du théoréme V.

(*) Car pour la loi de Gauss la probabilité correspondant a l'intervalle
(—p7', pn’) tend vers l'unité, quand p croit, beaucoup plus rapidement

que 1— lo
ZP .
Journ. de Math.. tome XIV. — Fasc. IV, 1935, 50
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que S,.— S, ne peut pas dépendre d'une loi d'un type tendant, pour
ninfini, vers celui de Gauss.

Or le groupe considéré, puisque chaque terme est individuellement
négligeable, comprend un grand nombre de termes, de sorte que n”
croit indéfiniment avec n. Sin'=o, le théoréme est démontré. Sin’'>o,
n' et n” croissent tous les deux indéfiniment; d’ailleurs S,.— S
puisque a{S.— S} différe peu de 2, est une fraction non négli-

Vp

geable de o), donc a fortiori de ¢{S,.}, et ne peut étre négligé dans
I’étude de S,.. Cette expression dépendant d'une loi d’un type qui ne
tend pas vers celui de Gauss, il est impossible que S, et S,.dépendent
tous les deux de lois de types tendant vers celui de Gauss (*).
Comme 7’ et n” augmentent indéfiniment, nous avons établi I'impos-
sibilité de la convergence vers le type de la loi de Gauss.

n'y

CHAPITRE 1V.

ETUDE DES SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES ENCHAINEES.

19. Sur UN PRINCIPE GENERAL DANS L’ETUDE DES PROBABILITES EN CHAINE. —
Nous supposerons maintenant que la loi dont dépend x, soit fonction
de x,, x,, ..., ,—,. Nous désignerons respectivement par <, et &, des
probabilités et des valeurs probables appréciées lorsque I'on connait
Zyy Bay ..., &, T et & correspondront & des évaluations a priori; les
notations £ et £,°, désigneront alors respectivement les lois dont
dépend z, @ priori, et au moment de I’expérience déterminant cette
variable.

Soit A une propriété de la suite des z,; soit

(20) a=® | L, £, .y Lny ...}

(1) On remarque que nous n'avons pas utilisé¢ le lemme III; mais, s'il est
exact, il permet de simplifier le raisonnement et de ne pas s'occuper de la loi
dont dépend S,. L'extension au cas de la convergence intermittente, que nous
n"avons pas traitée dans le texte, est immédiate si le lemme III est vrai, mais
semble assez difficile a établir sans utiliser ce lemme.
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sa probabilité, évaluée dans le cas des variables indépendantes en fonc-
tion des lois £,. La question suivante se pose tout naturellementsil’on
passe au cas des variables en chaines : a-t-on nécessairement

(21) A =6lal=6{@ e, £, ..., £m ),

n—

et, dans les cas importants ol « ne prend que les valeurs o et I,
peut-on dire que (A’ étant la propriété contraire de A )

(22) P{A,a=0)|=2{A,a=1}=0"?

En d’autres termes, B étant dans ce cas la propriété de la suite des
lois £2, qui dans le cas des variablesindépendantes entraine € { A |=1,
peut-on, la propriété contraire B’ entrainant £{A } = o, dire que la
liaison entre A et B subsiste dans le cas des probabilités en chatne,1'un
n’étant réalisé sans I'autre que dans des cas dont la probabilité est
nulle ?

Contrairement & ce qu’on pourrait penser, la réponse n’est pas toujours
affirmative. Prenons pour A la propriété suivante : il arrive une infi-
nité de fois que x,_, = x,=1; si les variables sont indépendantes, sa
probabilité est toujours o ou 1, et 'on est dans 'un ou I'autre cas sui-
vant que la série

. EY"HY" [Y,,:fﬂ{.z‘,,:!}]

est convergente ou divergente; la propriété B est la divergence de
cette série. Supposons maintenant les variables enchainées; v, doit
maintenantdésigner €, {x, =1}. Laliaison entre A et Bsubsiste-t-elle?
Pour voir qu'il n’en est pas toujours ainsi, il suffit de considérer le cas
d’un jeu de pile ou face, d’enjeu égal tantét a 1, tantét & 2, et chan-
geant chaque fois que x,_, a été positif. Il est donc impossible que
deux valeurs consécutives de x, soient égales & +1; A n’est jamais
réalisé.

Pourtant il arrivera une infinité de fois que deux enjeux consécutifs
soient égaux & 1, donc que Y, Yo = %, et B est vérifié, sauf dans des

cas de probabilité nulle. .

L’explication de ce paradoxe est bien simple. Désignons par E,
I’événement x,_, = x,,= 1. Quelqu’un qui ne connaft que la succession
des lois £, croit qu'on a risqué une infinité de fois la réalisation

de E,, alors qu'il n’en est rien.
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Nous pouvons, en nous inspirant de cette remarque, indiquer dans
quelles conditions on peut appliquer sans risque d’erreur les for-
mules (21) et (22). Nous supposons que la propriété A, pour une suite
finie ou infinie d’expériences, exprime une propriété du nombre de
réalisations d’un événement E, positif ou nul, fini ou infini. Cet événe-
ment E, dépend essentiellement de x, et peut aussi dépendre des expé-
riences antérieures. La condition essentielle pour I’application des for-
mules (21) et (22) est que, pour U’évaluation de a, on ne fasse intervenir
que les probabilités a,= %,_,{ E,}, évaluées pour chaque E, au moment
de la n*™ expérience, sans tenir compte des évaluations antérieures qui
peuvent étre devenues fausses, si E, dépend, non seulement de x,,
mais ausside &, &y, ..., Zp . .

Ainsi, la probabilité de la réalisation de E,, pour deux valeurs n
et n’ > n de l'indice, est

5{“716" { an'}}:6{6n { “n“n’}} =é& { An ),

et comme la probabilité de A se calcule dans tous les cas par des
applications répétées de la formule des probabilités composées et de
celle des probabilités totales, on voit bien que Fexpression (20) de
cette probabilité s’étend sous la condition indiquée ci-dessus au cas
des variables enchainées a condition seulement de remplacer I'expres-

sion obtenue
CP(a“ Ogy vy Apy o ')

qui est devenu une variable aléatoire, par sa valeur probable. La for-
mule (21) est bien établie; la formule (22) s’établit aussi sans diffi-
culté; nous n’aurons dans la suite besoin que de la premiére de ces
formules.

20. Cas BES VARIABLES ENCHAINEES A DES MOYENNES PRESQUE INDEPENDANTES.
— Les auteurs des recherches antérieures sur les variables enchainées
ont toujours fait jouer un grand rdle & une condition de presque indé-
pendance, que M. S. Bernstein, notamment, exprime en faisant inter-
venir les moments des trois premiers ordres. Dans un travail récent,
cité déja dans I'introduction, j’ai montré qu’on peut obtenir des résul-
tats simples en ne considérant que les moments des deux premiers
ordres, et en ne faisant intervenir que le premier dans la condition de
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presque indépendance, qui prend la forme
(e) Gnyfxn} —o0;

elle exprime que le jeu est toujours équitable.
Supposons d’abord les z, bornés dans leur ensemble, et posons

n
L — 2 2
0n - 5‘1—1 { Ty }-
i

Supposons que pour chaque chaine, sauf dans des cas de probabilité
nulle, ¢, devienne infini avec n; cela revient a supposer nulle la pro-
babilité de la convergence de Zx,. Faisons, pour chaque chaine,
augmenter n jusqu'a ce que g, ait une valeur donnée ¢; en raison de
I'hypothése que les x, sont bornés, on peut, si ¢ est assez grand,
supposer o, égal 4 ¢ avec une erreur relative aussi petite que I'on veut.
En arrétant chaque chaine i la valeur » ainsi obtenue, on obtient
une section a t constant; n devient une variable aléatoire, fonction
du paramétre ¢, et, au lieu d’étudier S, pour chaque valeur donnée
de n, il s’agit, en posant S,=8(t), d’étudier S(z) pour ¢ donné. J'ai
montré que % dépend d’une lot qui tend, pour t infini, vers celle de
Gauss.

Supposons maintenant les z, non bornés dans leur ensemble;
donnons-nous X assez grand et définissons toujours &, par les condi-

tions , =0 ou x, suivant que |z, | > X ou non. Posons

n
'y N . °
a-”)_—_'z Ey_y {(Z'v“‘ vy {2y} )'}’
1

n

=, s | [ 201> XJ.

1

Pour chaque chaine, faisons toujours augmenter n jusqu'a ce que o}
atteigne une valeur donnée ¢; 7, aura alors une valeur 7, et si I'on a

(23) L{n>ej <Y,

¢ et y étant simultanément trés petits, la probabilité « de I'existence,
dans la somme $(¢), d’au moins un terme de module dépassant X sera
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au plus égale & y 4 ¢ (au second ordre prés) et pourra étre négligée ().
L'étude de $(¢) = S, se raméne alors de celle de S|, = Xz|. Si d’ail-
leurs il n’y a pas de terme non individuellement négligeable (et si ¢
et y sont petits il ne peut y en avoir que pour des chaines trés peu
probables) o’} varie d’une maniére presque continue et peut étre rendu
égal 4 ¢ avec une erreur relative d’autant plus petite que ¢ est plus
grand. L'’expression section & ¢ constant conserve donc un sens précis,
et pour chaque chatine, sauf dans des cas trés peu probables, &, est bien
le nombre que le Chapitre III conduit 4 associer & la suite des
lois L, (*). Cela reste vrai, quand ¢ croit, jusqu’au moment ou ¢ et y
ne peuvent plus étre pris simultanément trés petits; pour aller plus
loin, il faut alors prendre une valeur plus grande de X.

En posant alors X =1y, la condition pour que $(¢) puisse ainsi
étre considéré comme une somme de termes trés petitsest que e, vy'et v
soient en méme temps trés petits. En termes précis, i tout ¢ assez
grand, on devra pouvoir faire correspondre une valeur X telle que ¢,
¢/ et y étant arbitrairement petits, on ait en méme temps v’ < ¢
et 'inégalité (23) (*).

Si cette condition est vérifiée, le résultat rappelé tout a I'heure
s’applique & la suite des variables

Yv=xy— Epy {2, }

qui vérifient la condition (€) et la condition |y,|<2X (X étant

(*) On peut donc mesurer la valeur de 'approximation commise en confon-
dant S, et S, par l'expression 6 =Min [¢ + Z {n > ¢}]. On peut d'ailleurs, au
lieu des deux quantités distinctes ¢ et y, n'introduire qu'un seul nombre ¢ qui
bornera supérieurement, soit a, soit & {0}, 7 désignant n si n<1 et 1si n>1;
a et &{n} sont du méme ordre de grandeur.

() Toutefois cela n’est pas vrai, pour chaque chaine prolongée indéfiniment,
au sens de la loi forte des grands nombres. Nous n'étudions que des probabilités
pour une valeur de £, trés grande, et considérée indépendamment des autres.

(?) Cette hypothése est un peu moins restrictive que celle que chaque chaine
possible de lois L{", vérifie la condition du paragraphe 47, sauf pour un ensemble
de chaines correspondant a une probabilité totale nulle. Il y a entre ces deux
conditions la méme différence qu'entre le théoréme de Bernoulli et la loi forte
des grands nombres.
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petit par rapport & ¢, = /7). Pour qu'’il s’applique & la suite des o, et
par suite & celle des ,, il suffit que chacune des lois L}, soit symé-
trique; car dans ce cas y,= . Nous appellerons cette condition con-
dition de symétrie ou condition (€,). Nous avons ainsi établi le résultat

suivant.

Treorine VIL. — Si chaque variable x, (quelles que soient les valeurs
supposées connues des précédentes) dépend d’une lov symétrique, et si pour
tout t asses grand on peut déterminer X de maniére & rendre en méme
temps &, v ety arbitrairement petits, alors 3—\52 dépend d’une loi tendant,

t
pour t infini, vers celle de Gauss (').

Bien entendu dans cet énoncé, au lieu d'introduire I'inégalité (23)
et les nombres ¢ et v, on peut introduire un seul nombre ¢ qui devra
borner supérieurement a; donc il s’agira de rendre « et v simultané-
ment trés petits.

La condition de symétrie est d’ailleurs plus restrictive qu'il n’est
nécessaire. En effet :

1° On peut modifier la loi £, pour les valeurs de  dépassant en
module un nombre grand X, (pouvant dépendre dez,, z,, . . ., Z,_,).

Si la série 2€,_, | |#, | > X, | a la probabilité de sa convergence égale
a I'unité, cette modification est évidemment sans effet sur la loi limite.
2° On peut modifier la loi £, pour les valeurs de x inférieures en

module a4 un nombre assez petit X/,. Pourvu que X/, soit petit par

’

rapport 4 ¢, on peut prendre X > X, et pourvu qu’en outre cette
modification soit sans effet sur la valeur probable, on peut remplacer
la loi £, par une loi symétrique sans changerni&,_,{z,}ni&,_,{x},
et, asymptotiquement, cette modification est sans effet sur la loi dont
S(t)

=

8(t)

vV

3° Pour les valeurs de « de modules compris entre X, et X,, on peut
se contenter d’une symétrie approchée. On remplacera par exemple

dépend

(1) Tl est entendu que la probabilité de la convergence de 2z, est nulle. Cela
résulte implicitement de ce que, par hypothése, ¢t augmente indéfiniment.
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I'intervalle (— X, 4 X) par un intervalle dissymétrique (— X, +X,)
déterminé de maniére que &,_, { =, } soit nulle. Pourvu que X, et X,
vérifiant cette relation, puissent étre pris petits par rapport a d,, et tels
que la somme qui remplace v soit petite, le théoréme VII s’applique
toujours. Si en outre les valeurs de z, supérieures a X, et inférieures
a4 — X, ont des probabilités dont le rapport ne soit ni trés petit ni
trés grand, les raisonnements qui nous conduiront tout 4 I'’heure au
théoréme réciproque ne subiront aucun changement essentiel.

Ces remarques permettent de définir une condition (C,) ou condition
de symétrie approchée, beaucoup plus large que (C,), et qui peut rem-
placer (€,) dans I'énoncé du théoréme fondamental. L’essentiel est
que la variable z/,, déduite de x, en remplagant par zéro les grandes
valeurs de x, vérifie, en plus de la condition fondamentale du théo-
réme VII, la condition que la somme

Dbn ||
1

soit, sauf dans des cas trés peu probables, petite par rapport a o, = y/z.

Enfin c’est une remarque banale qu’on peut élargir encore la condi-
tion (G, ); pourvu que la somme précédente différe, non de zéro, mais
d’une certaine fonction w(¢) d’une quantité presque toujours petite par
rapport 4 y/z, le théoréme VII s'applique en remplagant S(t) par
S(t)— /. A

Pour simplifier '’exposé, dans la démonstration du théoréme réci-
proque, nous n’introduirons que la condition (€,), et non la condition
plus large (C,). Mentionnons simplement qu’on peut simplifier encore
beaucoup plus en introduisant la symétrie parfaite; non seulement
chaque loi £)2, serait symétrique, mais elle ne dépendrait que des
modules |z, |, |2, ], . .., |Zu-i |-

21. LE THEOREME RECIPROQUE.

Takorkme VIII. — Si la condition de symétrie est vérifiée et s’il n’y a -

pas de terme non individuellement négligeable, la deuxiéme condition

Iy : \ , . S(t
de I’énoncé du théoréme VII est nécessaire et suffisante pour que 20

Ve

dépende d’une lot tendant, pour t infini, vers celle de Gauss.
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Il n’y a plus qu’a démontrer que cette condition est nécessaire.
Supposons donc qu’elie ne soit pas vérifiée. Donnons-nous X assez
grand, et faisons croitre ¢ jusqu'au moment ol « [probabilité que le
plus grand terme de $(¢), en valeur absolue, soit >> X] a atteint ou
dépassé une valeur donnée ¢; dire que la condition considérée n’est
pas réalisée, c’est dire qu'a ce moment, au moins pour certaines

o X ..
valeurs, arbitrairement grandes, de X, -r,’=—; dépasse une valeur
\

déterminée ¢'; en outre, chaque terme étant par hypothése indivi-
duellement négligeable, « varie lentement, tant que v’ n’est pas trés
petit, de sorte qu’a 'instant considéré on a :<a < 2:. En d’autres
termes, pour des valeurs de ¢ et ¢’ assez petites, mais fixes, il existera
des systémes de valeurs de X et ¢, indéfiniment croissantes, pour
lesquelles v/ > ¢’ et e S < 2¢.

Dans ces conditions, cherchons d’abord une borne supérieure de

@ { S, > é} Désignons par 3 cette probabilité, et par m), et — m,, les
moyennes (compte tenu des probabilités) des valeurs de S| respec-

. - . « X
tivement supérieures au plus égalesa ~- On a

,
Sm, = (1— B)m,, m, > j, m), > o,

U2

9

L=a228m2+(1—3)mii> 5—7'-
On en déduit
(24) f?:Sni

: % o A= <28+

Divisons maintenant D'intervalle (o, ¢) en un certain nombre p de
parties égales; p sera pris assez grand, mais indépendant de z; pour ¢
croissant, comme il n’y a pas de terme individuellement non négli-

i~

HA

.

o
P &

>

ht
geable, & chacune des valeurs ;_' (h=1,2,...,p) correspond une

section pour laquelle o} a la valeur considérce avec une erreur rela-

tive arbitrairement petite. [l y a alors au moins un intervalle partiel

pour lequel la probabilité a, de I’existence d’un terme x, de module

> Xest > £ (car £, > 2). Nous désignerons un tel intervalle par (¢, ¢').
=p z

Soit v, pour chaque chaine contenant un ou plusieurs de ces
Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. 1V, 1935, i 51
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termes, le rang du premier d’entre eux. D’aprés ’hypothése de
symétrie, il y a une chance sur deux pour que z, ait le signe de
S, — & () et que par suite

[Sv— S| >X.

La formule (24) limitant la probabilité que S(#")—S, ait le
signe contraire du précédent et soit en moduleg§, il vient
X o 4t € 4t
” ’ s b . A — - ————
‘I;l:§(t)-—2§(t)|>2$> 2(1 PX 25)221)(1 P 25),

d’ou, comme X >¢' /2,

oSl (- ) [ro-s0y])

Or, v, e et ¢’ étant fixes, on peut prendre p arbitrairement grand.
Cette formule donnant pour les grandes valeurs de £ des probabilités
qui ne décroissent pas assez vite, la loi dont dépend & ne peut pas étre
rendue arbitrairement voisine de celle de Gauss, comme cela serait le

cas, pour n'importe lequel des intervalles partiels [%‘ » (h+ z');)J,
st §(—;) dépendait d’une loi tendant, pour ¢ infini, vers celle de Gauss.

Il ne peut d’ailleurs étre question, si ¢ est petit, d’un coefficient de
réduction qui ne soit pas voisin de yz; s’il est plus petit, la méme
contradiction subsiste, et il ne peut pas étre plus grand pour la raison
indiquée &4 propos du théoréme V. Le théoréme VIIl est donc
démontré.

22. LA soMME D’UN NOMBRE DONNE DE TERMES : EXEMPLES ET REMARQUES.

1° Les théorémes précédents s’appliquent naturellement a I’étude
de S, pour une valeur donnée de n si o), est constant (4 une erreur
prés relativement trés faible). Tel sera le cas notamment si, les x,
étant bornés, &,_,{x,} et &,_,{x]} ne dépend que de n.
‘1l y a au contraire un cas important ou une extension de ces théo-
. n . .
rémes montre que _= ne peut pas dépendre asymptotiquement de la

loi de Gauss; c’est celui o, en posant S, =g, £,, &, dépend asympto-
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tiquement de la loi de Gauss et est (a peu prés) indépendant de a,.
La formule

E(Sil=6{al}&(E:]  (pentier)
montre que S, ne peut dépendre de la loi de Gauss (a un facteur
constant prés), que si les momenls successifs &{q’} varient en pro-
gression géométrique, ce qui n'est le cas que si g, n'est pas une
variable aléatoire.

Je rappelle (renvoyant pour plus de détail & mon travail antérieur)
que cette circonstance se produit si g, est a peu prés indépendant
deS,_,. Tel sera le cas (en supposant assurée 'application dela loi des
grands nombres), dans 'hypothése de la symétrie parfaite, ol chaque
loi £,7,, non seulement est symétrique, mais ne dépend que de |z,|,
[3], ...,| @] elle pourrait méme sans inconvénient dépendre des
signes d'un nombre fini de termes précédant x, (qui ne constituent
qu’une fraction négligeable de S,_,).

Dans ces cas, la condition que g, soit constant (pour chaque n et &
une erreur prés relativement trés petite si n est grand) est nécessaire
et suffisante pour que S, soit a la limite du type de Gauss.

2° Indiquons un exemple de cas ol la somme de deux termes non
gaussiens conduit 4 une somme gaussienne; d’aprés cet exemple notre
lemme hypothétique Il ne s’applique en tout cas pas aux variables
enchainées, méme dans I’hypothése de la symétrie parfaite. Suppo-

, Jies LAY
sonsx égal a0, a, ou—a, avecles probabilités 1 — «, ~, -: y dépendra
d’'une loi continue, symétrique, de densité f(y)ou g(y) suivant
que | x| sera nul ou non. Pour que la somme z, y dépende de la loi de
Gauss, 1l suffit que

a?

glx+a)+ g(x--a) _ ;__e—T
2 Vem ’

(1—a) f(x) 4+«
condition facile a réaliser; il n'y a qu'a prendre g(x) pair et au plus

égal a ~
_L \/_‘3_ 8""""‘””!,
3 T

et en déduire f(x). On peut d’ailleurs rendre & volonté les moments

+ = + »©
/‘ ),«zf().) {l).’ f _}’25’(}') d),

LRGN
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égaux ou différents, de sorte que la loi de Gauss peut se trouver
obtenue, soit pour une section & ¢ constant, soit pour une section & ¢
variable.

3 Voici un autre exemple, utile pour la suite: il n'y aura plus
symétrie, mais le jeu sera équitable (ce qui permet le calcul de 6 { S}
par les mémes formules que si les variables étaient indépendantes (*).
‘Donnons-nous une suite de nombres positifs X,, et, pour n>1,
prenons z, tel que S,==(1+1,)S,_,, c’est-a-dire que x, a les
valeurs possibles ,S,_, et —(2+1%,) S.—_1, leurs probabilités étant

proportionnelles 4 2 + A, et A, (pour A, trés petit, la probabilité de

Ay
la seconde est donc ~ ;’) On a donc stirement

ISel=1& (142 (14 K)o oo (1 An),

et pour les signes, la loi est symétrique si celle de x, 'est, et tend & le
devenir, quelle que soit la loi initiale £2,, si la série ), est divergente.

Supposons alors que z, dépende de la loi de Gauss, et que pour n
indéfiniment croissant, A, tend vers zéro, et que la série T), soit
divergente. Dans ces conditions, tous les S, sont du type de Gauss,
le coefficient de réduction étant

Po=(+A) (1+2)...(1+ 2.

Mais o, =1+ z](P}—1) dépend de z?; la section n= const. n’est
pas une section & ¢ constant. D’autre part la somme XA, ne peut étre
négligée que pour un groupe de termes pour lequel la variation
relative de P, est aussi négligeable, et est grande si cette variation est
grande. Si donc, pour chaque terme de S, pris individuellement, la
probabilité qu'il dépasse ¢;|S,| peut étre négligée, celle que le plus
grand terme de S, dépasse celte valeur tend au contraire vers I'unité.
Nous avons ainsi obtenu un exemple de tendance vers le type de loi
de Gauss, en écartant en méme temps deux des hypothéses du théo-

n

N\ »
(*) Nous entendons par la que ¢*{S,|—= 2‘ o {xl, o?{x3} élant la
1
valeur probable de o3_; { 2, }; il ne faut pas confondre 7 el y_,.
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réme VII (constance de o, pour la section étudiée, et hypothése des -
grands nombres).

4° Considérons une suite de variables gaussiennes indépendantes x,
(sans coefficients, c'est-a-dire que &{a?}=1; & chacune d’elles

associons une variable y,, dépendant d’elle comme x, dépendait
deS,_, dans 'exemple précédent, et étudions la somme

Snz= &+ Yyt o+ Tty

Toutes les sommes S,, aussi bien. que les sommes intermédiaires
S.—1 =+ ., sont du type de Gauss. On a ici

n
2 .’ 9
o > (1+2y)2x,
A

1
n

de sorte que o}, est variable; mais sa valeur probable est 2(1 + A,

1

et l'inégalité de Tchebycheff montre aisément que I'erreur commise
en remplacant o, par cette valeur est relativement trés faible, si le plus
grand des A] est négligeable devant leur somme. C'est précisément la
condition pour que les grandes valeurs des y, soient négligeables, de
sorte que non seulement chaque terme de S, est individuellement
négligeable, mais I'hypothése des grands nombres est vérifiée. Dans
ce schéma qui conduit a la loi de Gauss, il faut donc conserver ou
abandonner 4 la fois les deux hypothéses du théoréme VII.

5° Voici un autre exemple, dans lequel nous définirons x, d’aprés
deux formules différentes, qui alterneront 4 chaque retour au zéro de
la somme S,_,; nous appellerons série 'ensemble des termes consé-
cutifs définis d’aprés une méme formule. La premiére sera la régle du
jeu de pile ou face ordinaire, avec enjeu constamment égal al’unité; la
seconde sera celle du jeu de pile ou face avec enjeu doublé chaque fois
(& partir du troisiéme coup de la série), de maniére & augmenter les
chances d'un retour rapide au zéro; le premier enjeu A sera ter-
miné, soit en fonction du nombre 2p —1 des séries précédant celle
étudiée, soit en fonction du nombre total de leurs termes. Le
nombre probable des termes d’une série est 3 avec une seconde
formule; avec la premiére, il est infini (bien que la probabilité
d’une série infinie soit nulle). De ce fait, a 'aide des principes connus
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on déduit aisément la prépondérance du premier procédé; pour une
grande valeur de n, la probabilité que 7 soit choisi d’aprés la seconde

formule est sensiblement 3, />, et 32 dépend d'une loi tendant vers
n n

celle de Gauss. Mais le choix des A, s'ils ne sont pas bornés, influe
d’'une part sur la valeur de g,, d’autre part sur la probabilité de
I'existence d’un grand terme dans S,. Ici encore, une étude sans
difficulté montre que si les A sont assez grands pour quc I’hypothése
des grands nombres ne soit pas vérifiée, on ne peut passans une erreur
non négligeable remplacer o, par sa valeur probable. La conclusion
est la méme que pour I'exemple précédent.

6° Voici enfin un exemple de convergence vers le type de loi de
Gauss d’un caractére beaucoup plus général. Soit d’abord une variable
aléatoire x; désignons par f(z)dz la probabilité qu’elle soit dans un
intervalle dz (avec une erreur aussi petite qu’on veut sur la proba-
bilité totale, la probabilité élémentaire est de cette forme). Soit g(x)
la plus petite des fonctions f(x) et

x?

I =
fi(x)—ﬁe 2,

et soit 1 — o« son intégrale (de — o 4 + o). Lions & et 2’ par la

relation
[ ue-sera=[

-
T
—w®

[f1(8) - &) ] dt,

et définissons y par les conditions suivantes : si f(x) = g(x), y = 0;
si f(2) > g(x), |y|a les valeurs o et |x'— x| avec des probabilités
proportionnelles & g(x) et f(x)— g(x); les deux signes de y sont
d’ailleurs également probables. On voit aisément, en étudiant z +y,
que le nombre « qui définit (ou borne supérieurement) I’écart de la
loi dont dépend x et de la loi de Gauss, est rendu deux fois plus petit
(au moins) par I’addition 4 x du terme y. En recommencant, on obtient
une convergence rapide vers la loi de Gauss.

Faisons alors alterner le procédé précédent avec un autre, abso-
lument quelconque, que nous interromprons pour la p**™ fois lorsque
I'on aura '

6,,=Max[ ‘J?{S,,<a‘c}—\/2[—ﬂf e_?dul]>a,,,
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a étant d’ailleurs, soit déterminé de maniére a rendre 3, aussi petit que
possible, soit égal 4 {S,}; les a, sont des nombres donnés tendant
vers zéro. Quel que soit 'autre procédé, pourvu seulement que chaque
terme soit individuellement négligeable, il est clair que I'alternance
indiquée forcera la convergence vers la loi de Gauss; ce sera en prin-
cipe une convergence avec oscillations, et 'on peut régler 'amplitude
des oscillations en modifiant convenablement la régle suivant laquelle
on fait alterner les deux procédés. )

Nous ne pouvons pas déterminer o, sans faire d’hypothése sur le
second procédé; mais nous pouvons étudier la part des termes choisis
d’aprés le premier procédé, tant en ce qui concerne lasomme s, qu'en
ce qui concerne la probabilité de I’existence de grands termes. La
conclusion de cette étude, que nous nous contentons d'indiquer, est
la méme que pour les exemples précédents : si ’hypothése des grands
nombres est vérifiée, la part du hasard est négligeable pour les termes
de o, que nous considérons; dans le cas contraire, le role prépon-
dérant de quelques termes fait que les variations possibles de o> ne
peuvent plus étre négligées.

Ces exemples nous conduisent a formuler I’hypothése suivante : si la
condition (C), pour le cas des variables bornées, et une condition de
symétrie approchée, pour le cas des variables non bornées, sont vérifiées,
et si chaque terme est individuellement négligeable, on ne peut obtenir
asymptotiquement la loi de Gauss que si les deux autres conditions du
théoréme VII (section a ¢ constant et possibilité de négliger le plus
grand terme de S,) sont toutes les deux vraies ou toutes les deux fausses.
Cet énoncé comprend deux propositions, dont 'une est le théo-
réme VIII (complété par les remarques finales du § 20); il s’agit de
savoir si 'autre est exacte.

23. PRINCIPE D’UNE METHODE POUR L'ETUDE DES VARIABLES ENCHAINEES LES
PLUS GENERALES. — Nous supposerons seulement tous les &, {x,} bien
définis (sauf peut-étre dans des cas dont la probabilité a prior: est
nulle) et &{x,} = o, cette derniére hypothése n’étant pas restriclive
(il n’est pas question ici de section a ¢ conslant ; nous nous proposons
d’étudier S,,). Posons

Fon=8y | Ln| — Ey_y| Ln| [vEn; 6af £} = zal,

Yv,n=]'v,v R RS e a8
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Ces expressions représentent respectivement les parties de z, et de S,
qui cessent de devenir aléatoires au moment de la détermination de x,.
Chacune d’elles, avant cette détermination, mais aprés celle de z,_,,
a sa valeur probable nulle. On peut donc étudier la somme

Sp=Yn+Yyn+...+Yp,

par application des méthodes précédemment exposées. Le fait que Y, ,
dépende de n n’empéche pas d’appliquer les résultats obtenus a I'étude
de S, pour chaque valeur de r,

Alnsi, en supposant, les Y, , bornés dans leur ensemble, on pourra
définir la quantité ‘

n
A=Y vy [ Yin!
1

qui jouera le méme rdle que dans I'exposé précédent. Seulement il
n’est pas sir qu'elle croisse avec n, et ’on ne pourra pas définir les
sections a ¢ constant.

Un cas d’application important de cette méthode est celui ou y, ,
décroit rapidement quand n — v augmente; Y, , tend alors rapidement
vers une limite Y,. Chaque expérience, outre sa répercussion
immeédiate sur @,, a bien un effet retardé, mais agissant seulement sur
un petit nombre de termes et atteignant vite sa valeur limite. On
pourra donc, sans grande erreur, remplacer S, par une expression de

la forme
Y+ Y+ .+ Yo+ Yo pinte oo+ Yo,

et si p est assez petit pour que les p derniers termes puissent élre
négligés, on pourra obtenir des résultats simples.

Je me borne ici a cette bréve indication; j’espére revenir sur cette
question, et indiquer des applications de cette méthode. Malgré le role
que joue une hypothése de presque indépendance de x, et x, sin —v
est grand, le principe est assez différent de celui que M. S. Bernstein
a appliqué a I'étude de cas de ce genre, et semble pouvoir donner des
résultats nouveaux.



