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PROPRIÉTÉS ASYMPTOTIQUES nes sommes. 347  
Propriétés asymptotique: des sommes

de variables aléatoires indépendantes ou enchaînées;

Pan M. Pam. LÉVY.

INTRODUCTION.

On sait depuis longtemps le rôle que jouent, dans l’étude d’une
somme

S,,=J:l+ UU: “i“ - . - + (L‘”,

de variables aléatoires indépendantes et à valeurs probables nulles,
les grandes valeurs possibles des différents termes. En dehors du cas
de convergence probable de Ex,,, seule l’existence de ces grandes
valeurs peut empêcher la variable aléatoire S,, d’être à la limite du
type de Gauss ('), quand n augmente indéfiniment. Une étude systé—
matique du rôle de ces grandes valeurs nous a conduit à des résultats
nouveaux, dont le plus important est une condition nécessaire et su;—
/îsante pour que l’on obtienne à la limite le type de Gauss; les condi-
tions indiquées jusqu’ici n’étaient que suffisantes; du moins on n’avait
pas démontré qu’elles étaient nécessaires (2). 

(‘) Nous disons que des lois de probabilité, ou des variables aléatoires, sont
du même type, si l’on peut passer de l’une à l’autre par un changement de
variable linéaire; dire que S,. est à la limite du type de Gauss équivaut donc à

dire qu’on peut déterminer N et a,, en fonction de n de manière que Î" — a,,

dépende d’une loi tendantvers celle de Gauss; N est le coefficient de réduction.
(’) La condition du théorème VI de mon Mémoire du Studia Mathematica,

t. III, est nécessaire et suffisante. J’avais seulement montré qu’elle était suffi—
sante, et ajouté : « Il n’est peut-être pas impossible de donner dans cet ordre
d’idées une condition nécessaire et suffisante ».
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348 PAUL LÉVY.

Il faut avant tout écarter les termes non individuellement négli—
geables; nous désignerons ainsi tout terme ce,, qui, dans des cas de
probabilité non négligeable, est trop grand pour être négligé dans
l’étude de S,,. S’il existe une suite illimitée de termes non individuel-
lement négligeables, il est clair que les variablesS,,-, et S,, ne peuvent
être simultanément à la limite du type de Gauss, pour les valeurs
de n correspondant à ces termes, que si ae,, est à la limite du type de
Gauss. Comme il ne saurait à chaque instant exister qu’un nombre fini
de termes non individuellement négligeablespour l’étude de S,, (pour
une valeur donnée de n), cette remarque résout le problème en ce qui
concerne le rôle de ces termes. On peut étudier aussi le problème de
la convergence intermittente vers la loi de Gauss; il dépend d’un
lemme que je n’ai pu démontrer et que j’indiquerai seulement à titre
hypothétique; mais les résultats essentiels sont indépendants de cette
hypothèse.

Ces grands termes étant écartés, on n’est pas sûr pour cela que le
plus grand terme de S,, soit presque sûrement négligeable; on est seu-
lement sûr que pour chaque valeur de v au plus égale à n, la probabi-
lité que ce,, soit négligeable (devant S,, donc a fortiori devant S,,, à
cause du principe d’augmentation de la dispersion) est très faible.
Mais l’addition des petites probabilités peut faire qu’il y ait une pro—
babilité non négligeable, ou même voisine de l’unité, que le plus grand
terme de S,, ne soit pas négligeable; seulement dans ce cas son rang
sera inconnu, chaque valeur étant très peu probable.

Si le plus grand terme est presque sûrement négligeable (‘), et cela
d’autant plus exactement que n est plus grand, nous disons que
l’hypothèse des grands nombres est vérifiée, ou que la loi des grands
nombres s’applique. On sait que dans ces conditions S,, est à la limite
du type de Gauss. Le résultat essentiel de ce travail, en ce qui
concerne le cas des variables indépendantes, est que cette hypothèse 

(‘) Nous disons qu’une propriété dépendant de n estpresque sûre si sa proba-
bilité tend vers l’unité pour n infini. Une propriété de la suite des a:,,, ne dépen-
dant d’aucune valeur particulière de n, ne sera presque sûre que si sa proba-
bilité est 1. Il s’agit donc dans le premier cas d’un énoncé du type bernoullien
classique, et dans le second d’un énoncé se rattachantà la loi forte des grands
nombres. Il ne sera question dans ce travail que d’énoncés du premier type.
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est nécessaire pour que S,, soit à la limite du type de Gauss. En
d’autres termes, si chaque terme de S,. est presque sûrement négli—
geable, la condition nécessaire et sufj1‘sante pour la tendancevers la loi
de Gauss est que le plus grand terme soit presque sûrement négligeable.

Ces résultats sont exposés Chapitre III; le Chapitre II est consacré
au cas simple où les différents termes x,. dépendent de la même loi de
probabilité; il est facile dans ce cas d’éliminer n, et de donner à
l’hypothèse des grands nombres une forme très simple ; en posant

XY=F(X)=Œllæl>Xl, z=f æ2ldF(æ)l,

(Œ{E} désignant la probabilité d’un événement E), cette condition
X“Y . . . . 1 , . .

est que T son mfimmentpeut avec X - Le Chap1tre Il se terminepar
l’étude des circonstancespossibles lorsque 8, n’est pas d’un type ten-
dant vers celui de Gauss.

Le Chapitre I est un chapitre préliminaire, consacré à l’étude des
lois stables, qui donnent l’exemple le plus simple de cas où la loi des
grands nombres n’est pas applicable. Je rappelle qu’une loi est stable
si, a:. et x, étant indépendants l’un de l’autre et dépendant de cette
loi, 0. et c, étant des constantes positives quelconques, c.x.+c,æ,
est de la forme cæ, c étant constant et a: dépendant de la même loi que
w, et avg. La relation entre c., c2 et c est nécessairement de la forme

cî‘+cÿ=c“ (o<aëa),

et étant l’eæp0santcaractéristique de la loi étudiée. Pour 1 = 2, il n’y a
pas d’autre loi stable que la loi de Gauss. Pour « compris entre zéro
et 2, j’ai donné en 1924 la première théorie complète, et montré qu’il
existe un type de loi symétrique La et un type dissymétrique La,p
dépendant d’un second paramètre {3 (et se réduisant au premier pour
?: o). La démonstration était basée sur la définition asymptotique
de ces lois en partant d’une loi simple de leur domaine d’attraction.
J’ai donné depuis une définition constructive très simple de ces lois.
Les deux méthodes utilisaient la notion de fonction caractéristique.
L’objet du Chapitre I est de montrer que la définition constructive et
la définition asymptotique peuvent être toutes les deux obtenues
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d’une manière tout à fait élémentaire, sans utiliser la fonctioncaracté—
ristique.

Tout ce travail a d’ailleurs ce caractère élémentaire; on sait que le
théorème limite classique du calcul des probabilités a été démontré
d’une manière élémentaire par M. Lindeberg; c’est cette démonstra-
tion qu’il faut donc prendre comme point de départ si l’on veut
rendre toute la théorie indépendante de la notion de fonction caracté-
ristique(').

Le Chapitre IV est consacré au cas des. variables enchaînées. Il
prend pour point de départ des résultats que j’ai énoncés dans une
Note présentée le I°r octobre 1934 à l’Académie des Sciences et
démontrés dans un Mémoire récemment publié (‘). ll s’agit, en pre-
nant le langage commode de la théorie des jeux, du cas où l’enjeu est
borné à chaque coup, et où, quoique la règle du jeu puisse dépendre
des coups antérieurs, le jeu reste équitable. Je me suis proposé
d’étudier, au lieu du gain S,, après n coups, le gain $(t) au bout d’un
temps t, en supposant la durée de chaque coup égale à la valeur pro-
bable du carré du gain. Dans ces conditions le théorème classique

. $ . . .reste apphcable : +” dépend d’une l01 tendant, pour t 1nfin1, vers
celle de Gauss.

Dans le Chapitre IV du présent travail, je précise l’extension, déjà
brièvement indiquée dans le précédent, de ce résultat au cas où les ce,,

ne sont pas bornés. La définition de t doit alors être légèrement modi—
fiée, car la valeur probable de wifi peut être infinie; la condition que le
ieu soit équitable doit être remplacée par une condition de symétrie
approchée en ce qui concerne les grandes valeurs du gain. Pour sim—

plifier l’exposé, j’ai considéré surtout le cas de la symétrie parfaite,
me bornant à indiquer dans des remarques l’extension au cas de la
symétrie approchée. Dans ces conditions, j’ai pu étendre le résultat 

(‘) Du moins en ce qui concerne les petits termes. Pour les termes non indi-
viduellement négligeables, nous avons utilisé le fait que S,,.., et S,! ne peuvent
être en même temps du type de Gauss que si x,, est de ce type. Quelque simple
1ue soit sa démonstration, il est moins élémentaire, car il implique la définition
le .‘î: { æn<æ} à l’aide d’une équation intégrale.

(‘!) Bulletin des Sciences Mathématiques, mars-avril 1935.
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fondamental du Chapitre Ill et montrer que, pour l’étude des sections
à t constant, c’est—à—dire pour l’étude de $(t) [mais non pour celle
de S,, pour n donné], et s’il n’y a pas de terme non individuellement
négligeable, l’hypothèse des grands nombres donne toujours la condi—
tion nécessaire et suffisante pour que $(t) soit d’un type tendant vers
celui de Gauss.

L’étude de S,,, si t n’est pas constant ou presque constant pour
chaque valeur donnée de n, est plus difficile. Le Mémoire se termine
par quelques remarques relatives à ce cas, et par le principe d’une
méthode susceptible de s’appliquer à des cas où, le jeu n’étant plus
équitable, le gain probable ne dépend que d’un petit nombrede termes
précédant celui étudié.

DÉFINITIONS ET REMARQUES PRELIMINAIRES.

Nous désignerons par â{æ} la valeur probable de x, et par a“ { a:}
celle de (a: — ë { x } )“. Nous appelleronsdispersionde la variable a:, non
la quantité 6 { x }, mais une fonction l: o(*() de la probabilité \; égale
à la borne inférieure des nombres l’ pour lesquels

Max €Ë{a<æ<u+l’;îy,
—æ<u<œ

20‘
‘ '“ ?

Inversement, y est la concentration (maxima) pour un intervalle de
longueur l.

Quand nous parlons de l’ordre de grandeur d’une variablealéatoire,
il s’agit de l’ordre de grandeur de sa dispersion. L’ordre de grandeur
de S,,, ainsi défini, est souvent indépendantde y; s’il en dépend, il est
sous—entendu que nous prenons une valeur de y arbitrairement voisine
de l’unité, mais restant fixe quand n augmenteindéfiniment.Un terme
sera donc négligeable devant 'S,, s’il est négligeable, sauf dans des cas
de probabilité arbitrairementpetite, par rapport àla dispersion de S,,;
il faut pour cela (d’après l’inégalité de Tchebychelf) qu’il soit négli—

geable devant 0{ S,, }. Mais la réciproque n’est pas vraie; la considéra—
tion de a{ S,, }, que cette quantité soit finie ou infinie, ne saurait suffire
quand des valeurs de S,, très grandes et très peu probables inter-

  D’après l’inégalité de Tchebychefi‘, elle est au plus égale à \,
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viennent dans son calcul pour une part non négligeable. C’est ce qui
nous a obligé à utiliser la fonction de dispersion <p(y).

La dispersion ainsi définie a, comme l’expression a, la propriété de
ne pouvoir qu’augmenter par l’addition à la variable étudiée d’un
terme indépendant d’elle; donc, inversement, la concentration ne
peut que décroître. Cette remarque est importante pour la démons—
tration du théorème réciproque du théorème limite classiquedu calcul
des probabilités. Le principe de cette démonstration est le suivant :

on peut décomposer S,, en groupes de termes dont aucun n’est négli-
geable, de manière que, si l’hypothèse des grands nombres n’était pas
vérifiée mais que chaque terme soit tout de même individuellement
négligeable, la dispersion, pour les valeurs de y assez voisines de
l’unité, serait trop grande, pour un au moins des groupes de termes
partiels, pour que leur somme dépende de la loi de Gauss.

CHAPITRE I.
DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE DE L’EXISTENCE DES LOIS STABLES.

i. EXISTENCE mas LOIS STABLES DANS LE cas ou et < 1. — Considérons la
portion x>æo> o de l’axe des a: comme divisée en intervalles élé-
mentaires dx, à chacun desquels on fait correspondre une variable
aléatoire u, égale à a: dans les cas de probabilité très petite

oc dæ
æ0£+1

(î) ldæ_°‘l= (“>0),

et nulle dans les autres cas. Ces variables sont indépendantes les unes
des autres. D’après le principe des petites probabilités, on obtient
ainsi, pour l’ensemble des valeurs non nulles de ces variables,
lorsque la plus grande des probabilités'correspondant aux intervalles
élémentaires dx tend vers zéro, une loi limite bien déterminée.
Pour tout intervalle (x,, æQ(æéx.<æéœ), le nombre n’ des
valeurs non nulles de u situées dans cet intervalle a pour valeur
probable l’intégrale dans cet intervalle de la probabilité élémen-
taire (1), et dépend de la loi de Poisson. C’est une variable aléatoire
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dépendant d’une loi ainsi bien connue, et, n’ étant supposé choisi
d’après cette loi au cours d’une expérience préliminaire, on peut
ensuite choisir chacune des n’ valeurs av de l’intervalle (x., ou,) par
un tirage au sort indépendant des autres et donnant à chaque inter-
valle élémentaire une probabilité proportionnelle à l’expression (1).
On reconstitue ainsi, pour l’ensemble des u, la loi définie d’abord
autrement.

Appelons $ la somme des variables u… Le nombre des termes non
nuls étant fini (quoiqu’on ne puisse lui assigner à l’avance aucune
borne supérieure), il ne se pose aucune question de convergence. Seu-
lement, les valeurs très grandes des u étant possibles, celles de 5 le
seront aussi, et notamment la valeur probable

(2) 5{Ë}= x]dæ*°‘l=af
J'y—“dx

.::., ; -.,

sera infinie si oc ; 1 .

Faisons maintenant tendre æo vers zéro; cela revient, si et < !, cas
dont nous allons d’abord nous occuper, à ajouter à 3 un terme, sûre-
ment positif, et dont la valeur probable

l'o aaf æ“°‘ dx: .ZC’0—1
0

l —- 01

est, si x., est assez petit, inférieur à un nombre arbitrairementpetit e”;
il est donc lui-même inférieur à &, sauf dans des cas de probabilité

 
inférieure à a. Il en résulte que, quand x, tend vers zéro, Ë tend vers
une limite S (sauf dans des cas dont la probabilité est nulle) et la loi
dont dépend S est la limite de celle dont dépend 5.

Nous pouvons maintenant montrer bien simplement que cette loi
limite est une loi stable d’exposant caractéristique«.

Soient en e[Ïet S’ et S” deux variablesaléatoires, indépendantesl’une
de l’autre, dépendant de cette loi, et deux coefficients positifs c’ et c”.
Posons -

c’°‘= C’, (}”°‘=C”, C'+ C”=C=c“,

et proposons—nousd'étudier la somme c'S’+ c”S”. Le premier terme
est une variable aléatoire du même type que S’, à cela près que,



354 PAUL LÉVY.

æ étant remplacé par %),, la probabilité (I) se trouve multipliéepar C’;
la même remarque s’applique à c”S” . La somme étudiée apparaît donc
comme la somme de deux séries de variables ui, et u',’ telles que, pour
chaque intervalle dx, les probabilités qu’un uÎ, ou un uZ soit dans cet
intervalle sont respectivement

C’ldæ—“l et C”|dæ-“l.

D’aprèsle principe des petites probabilités,on peut négliger la probabi—
lité de l’existenced’un intervalle dæ contenantà la fois un uf, et un uZ, et
la somme étudiée peut être considérée comme la somme d’une seule
série de variables u… la probabilité que chaque intervalle dx en con-'
tienne une étant C |

dar“ |. Cela revient à dire que cette somme est du
type cS, S dépendant de la même loi que S' et S”.

c. 0. F. 1).

Nous avons ainsi établi, pour tout ou compris entre zéro et 1, l’exis—
tence d’une loi stable d’exposant caractéristique et. La variable S qui
dépend de cette loi étant essentiellement positive, elle s’identifie avec
la loi La,_. de mes travaux antérieurs.

Si maintenant, en conservant les notations précédentes,nous consi-
dérons la somme

(3), S=c’S’—c”S” (c’>o, c”>o),

ce qui revient à dire que cette fois nous ajoutons des valeurs u,, des
deux signes, la probabilité qu’un des :::v soit dans un intervalle da:

/ IlC “’dæl siæest positifet C aldæ’
læ la+1 ‘ æ la+1

encore une loi stable d’exposant caractéristique a, mais comportant
des valeurs des deux signes. Il résulte immédiatementde (3) que la loi

étant si ac est négatif, nous obtenons

, S . . . , .dont depend
E

s’1dent1fie avec la 101 Lune, de mes travaux anter1eurs
pour c/_ CII _ cl; __ clla

p=C'_—l—C”_ C°‘
 

Les cas limites, Q=i— ! , s’obtiennent pour c”: o et pour c’=o.
Revenons au cas {3=— 1 considéré d’abord. La variable S est

essentiellementpositive, et il est bien évident que toutes les valeurs
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positives sont effectivement possibles. Ainsi, a:, étant assez petit, la
somme des uv inférieurs à wo peut, comme nous l’avons vu, être
négligée, et il y a une probabilité positive pour qu’il n’y ait qu’un uv
supérieur à æo, ses valeurs possibles se répartissent d’une manière
continue de x., à l’infini, proportionnellementà l’expression(1), c’est-
à—dire qu’à chaque intervalle dx correspond la probabilité xfi|dx*“ |.

La probabilité des grandes valeurs de S est d’ailleurs facile à pré—
ciser. Si X est assez grand, on peut négliger la probabilité que deux
des a,, soient supérieurs à X; la somme des uv inférieurs à X a pour  valeur probable 1Î « X‘“°‘, et estinférieure à X', sauf dans des cas de

. . , , , X’-“ . . ,
probabilite au plus egale a

1 __a Î- La probabilite des grandes
valeurs de S est donc asymptotiquementla même que celle des grandes
valeurs des u.,, c’est-à-dire que

Œ{S>X’}wX’*“ (X’—><»).

Ce résultat s’étend sans difficulté àla somme(2) pour laquelle on a :

+r{S>c'xwa—.{S<_cflxg…x—a.

On peut montrer aussi que, pour toute loi stable, la densité de proba-
bilité ne comporte qu’un seul maximum. Pour celle dont dépend
cl Sl_ cils” . . , . ._, l’abse1sse de ce max1mum est ev1demment une fonction
continue, décroissante et impaire de {$. ll serait intéressantde préciser
ses valeurs extrêmes, ainsi que les valeurs correspondantes du
maximum, et de déterminer l’ordre de grandeur de la probabilité des
petites valeurs de |S| pour les cas extrêmes (B:-Ja). Je n’ai pas
résolu ces questions.

2. CAS ou a > 1. -— La définition de € donnéedans le cas précédent
subsiste, mais il n’est plus possible de faire tendre æo vers zéro; la
somme étudiée augmenterait indéfiniment. _

Substituons alors à u., la quantité u,,—â{u,}, et par suite à S la
valeur S —5 { _Ë }, la valeur probable &» { Ë }, donnéeparla formule (2),
étant finie dans le cas qui nous occupe. Il s’agit de savoir si cette
expression a une limite, c’est—à—dire si la série Z[u.,—ë{u,}] est

Journ. de Math., tome XIV. _ Fasc. LV, 1935. 46
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convergente. Comme il n’y a de difficulté que pour les petites valeurs,
nous pouvons ne considérer que les a,, inférieurs à une valeur fixe U.
Dans ces conditions, on sait que, la probabilité de la convergence
étant toujours 1 ou zéro, la condition pour qu’elle ait la valeur 1 est la
convergence de la série

25{[uv—5{uv}]2}=2æîtldr“l—‘.dæ—“P1,
c’est—à—dire, les intervalles élémentaires dx tendant vers zéro, celle de
l’intégrale

U U dxf œfldæ-“l=a
0 ' 0

æa—1
'

Il faut donc que a < 2. Non seulement, ce qui était à prévoir, le cas
où a>2 doit être exclu, mais le cas où a=2, celui de la loi de
Gauss, échappe absolument au mode de définition des autres lois
stables que nous exposons ici. Au contraire, et étant compris entre 1

et 2, la limite S de 3 — êlË }, æo tendant vers zéro, est bien définie et
dépend d’une loi stable, d’exposant caractéristique et, qui sera la
loi La,_,. Les autres lois La,{:l s’obtiennent, comme dans le cas précé—
dent, par application de la formule (3).

Les formules relatives aux probabilités des grandes valeurs de la
variable, établies dans le cas précédent, subsistent; mais S est infini,
et naturellement les valeurs possibles de S varient de — ce à _d—___oç_,

même dans les cas limites @: il ; c’est peut—être la différence la plus
remarquableavec le cas où on < 1. '

5. REMARQUES. — 1° Nous avons laissé de côté le cas a = 1. La loi
symétrique L', s’obtient aisément par le procédé exposé au para-
graphe 1, mais en associant les valeurs de a: deux à deux égales et
opposées; dans ces conditions la somme des valeurs & { u,} ainsi asso-
ciées est nulle. La somnie Z[uv — ô{ uv }] étant convergente, d’après
le paragraphe 2, Zu, l’est aussi; sa limite S (ar:0 tendant vers zéro)
dépend de la loi L..

Quant aux lois dissymétriques d’exposant caractéristique 1, elles
se déduisent de L. par addition d’une constante à 8.

‘2° Pour chaque intervalle très petit dæ, il est indifférent de dire
qu’on a peut-être plusieurs valeurs de uv situées dans cet intervalle,
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leur nombre dépendant de la loi de Poisson et ayant la valeur pro—
bable (1), ou qu’il y en a au plus une, la probabilité de son existence
ayant la valeur (1). Le premier point de vue est exact, même pour un
intervalle fini; le second comporte une erreur de dæ’ et ne devient
exact que par le passage à la limite.
'

Si l’on introduit la fonction caractéristique, le premierpoint de vue
s’exprime immédiatement, dans le cas ou < 1, B: — 1, par la formule

logé { e“s} =f (e"-‘°— !)
| dar“ |,

0

et par des formules analogues dans les autres cas. C’est de ces for-
mules que j’ai déduit la seconde démonstration de l’existence des lois
stables, citée dans l’Introduction. Elles montrent bien la définition
constructive de ces lois qui font partie d’un groupe dont la loi de
Poisson, si et < I, est le seul élément fondamental;si «à! il faut intro—
duire des constantes additives.

Ce qui précède constitue une démonstration, indépendante de la
notion de fonction caractéristique,du fait que ce procédé de définition
donne bien des lois stables.

3° Les raisonnements qui précèdent s’étendent sans difficulté à
l’étude des lois semi-stables, obtenues en remplaçant la probabi-
lité (I) par

<P(logæ)
l
dæ“°‘ |,

q>(z) étant une fonction périodique, de période logq. On ne retrouve
la même probabilité, à un facteur constant près, par le changement
de au en cx, que si c est une puissance de q, d’exposant entier. Alors la
somme de p variables indépendantes les unes des autres et dépendant
d’une telle loi dépendra sensiblement d’une loi du même type si 11 est
voisin d’une puissance de q“, et cela d’autant plus exactement que
logp—ahlogq (h désignant l’exposant de cette puissance) est plus
petit. Quel que soit q, il existe donc des entiersp réalisantcette condi—
tion avec autant de précision que l’on veut.

On peut généraliser un peu, et remplacer la probabilité précédente
pour chaque intervalle dx par

.Je-“ d0 (logan),
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la fonction (1) étant non décroissante et telle que la différence
®(logqx)— ®(logæ) soit constante. On peut ainsi obtenir des lois
discontinues pour les a; mais la loi dont dépend la somme S, c’est-
à—dire la loi semi—stable étudiée, est toujours continue.

4. FORMATION ASYMPTOTIQUE DES LOIS S‘I‘ABLES. —— Supposons d’abord et

compris entre 0 et 1 et désignons par E,,_, la loi dont dépend une
variable a:, toujours supéreure à 1 , chaque intervalle dæ, entre 1 et co,
ayant la probabilité (1). Soient av., m,, . . ., $,, des variables indé—
pendantes les unes des autres et dépendant de cette loi. Posons

l
(A) Sn=æi+æg+-..+xn=nasn.

Nous allons montrer que la loi dont dépend s,, tend, pour n infini, vers
la loi La,_. . C’est àl’aide de cette définition asymptotique de l…__, que
j’ai donné autrefois la première démonstration de l’existence de cette
loi stable. On va voir que cette démonstration peut, elle aussi, être
rendue indépendante de la notion de fonction caractéristique.

La variable aléatoire s,, est une somme de n termes indépendants,
1

qui varient de $,,= n_°‘ à l’infini suivant la même loi que pour les
n’ termesnon nuls u,, considérésau paragraphe1 et dont S est la somme.
La seule différence entre Ë et s,, est donc que n’ , au lieu d’être égal
à n, dépend de la loi de Poisson et a pour valeur probable n. Or on a

a’{n’}=ê{(n’—n)fi=n,
de sorte que |n’-— n| est de l’ordre de grandeur de JÏz, et par suite
l’erreur relative commise en confondant n et n’ est infiniment petite
pour n infini (donc pour au, infiniment petit) sauf dans des cas de pro-
babilité infiniment petite (').

Or, nous savons que, si nous multiplions par C : 0“ le nombre de
termes dont € est la somme, la variable 8 obtenue à la limite se trouve 

£(‘) Ainsi, par exemple, Œ
% | n’——— n | 2 n" lg

\%-
Il est d’ailleurs facile d’obtenir

n
des résultats bien plus précis, car si l’on pose n’——- n=E_\/Ït, & dépend d’une loi
tendant vers celle de Gauss.
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multipliée par c. Comme on ne peut qu’augmenter S,, en augmentant
le nombre de termes, le remplacementde n par n’, c’est-à—dire,quelquepetit que soita, sa multiplication par un facteur compris à partird’un
certa1n moment entre e“"‘E et c“, ne peut que multiplier S par un fac—
teur compris entre e°E et ci. Il en résulte bien que la loi dont dépend s,.
se confond à la limite avec celle dont dépend S, et tend vers La__. .

c. o. r. 1).

Bien entendu, tandis qu’au paragraphe 1 S tendait vers S, ici la
suite des s,, n’a pas de limite; il s’agit seulement de la loi dont
dépend s… qui tend vers une limite.

L’extension du procédé précédent au cas des lois stables quelconques
(la loi de Gauss étant seule exclue) se fait sans difficulté. Si [ B | < 1 il
faut, dans la définition de Ea,fi, considérer des valeurs de a: des deux
signes. Si et > 1 il faut, dans la définition de s,,, remplacer x,, par
ae,, — â { æv }. On traite aussi sans difficulté le cas des lois semi-stables.

CHAPITRE II.
ÉTUDE DES SOMMES DE VARIABLES ALÉATOIRES DÉPENDANT

DE LA MÊME LOI DE PROBABILITÉ.

5. CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE roue L’APPLICATION nu rufioaùuu
LIMITE sous LA FORME CLASSIQUE. —— Conservons les notations de la for—
mule (4), oz étant maintenant égal à 2 et la loi É dont dépendent les
variables a: étant quelconque; nous supposons seulement,si ê{ |æ| }est
fini, qu’on ait annulé 65 { x} par un déplacementde l’origine.

THÉORÈMEI. — La conditionnécessaire et sufisantepourque s,. dépende
d’une loi tendant,pourn infini, vers celle de Gauss(') est que 65 { la:2 } } = 1 .

Le fait que cette condition soit suffisante est classique; de même
& { a:”} ne doit pas avoir une valeur finie autre que 1 . Il reste à montrer 

(’) Il est entendu que nous parlons de la loi de Gauss réduite. Si & dépend de
cette loi, on a 6{E}=o, 6{£'—’}=1.
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que, si la loi dont dépend s,, tend vers celle de Gauss, ê{æ2} ne peut
pas être infini.

Posons x,,= æ’”+æfl, æ',, étant égal à cv,, si iœn |
ne dépasse pas une

certaine valeur X et à zéro dans le cas contraire. La probabilité e de
cette seconde circonstance tend vers zéro pour Xinfini; nous pouvons
donc la supposer arbitrairement petite. Posons

n ' n
I _ : :_ nS”.— E

æv, S,,_
E

æv, m
1 1

Le nombre des termes non nuls de la somme S',, est (1 -— e)n, avec

l6 q [€

…
8\

.….

(’)-

une erreur dont la valeur quadratique moyenne est Je(1 — e)n, et qui
par suite peut être négligée à côté de n, sauf dans les cas de probabi-
lité arbitrairement petite que l’on peut aussi négliger. Il en résulte,
en posant

SÇ,=sÇ,mV(1—e)n, Silz=sïth(I——E)na

que s‘,. dépend d’une loi tendant pour n infini vers celle de Gauss.
IlD’ailleurs, à la limite, 321 est presque indépendant de si,; chacun des x'v

non nul est en effet choisi suivantune loi déterminée entre — X et + X ;
chacun des as,”, non nul est de même choisi suivant une loi déterminée
à l’extérieur de l’intervalle (— X, + X). Quant au nombre de termes
de chacune des deux sommes, nous avons vu que, s’il dépend du
hasard, ses variations possibles n’ont qu’une influence négligeable
sur s',, qui est bien ainsi à la limite une variable aléatoire indépendante
de sf, (°). Le principe de l’augmentation de la dispersion s’applique
alors à l’étude de la somme

h=MW—flä+ät 
(‘) Tous les æÇ, dépendant de la même loi, nous désignons par æ’ une variable

quelconque dépendant de cette loi.
(2) En termes précis, l’erreur relative commise en assimilants,, à une telle

variable tend vers zéro pour n infini. On peut aussi justifier la conclusion du
texte en appliquant le principe de l’augmentation de la dispersion, étendu aux
variables enchaînées, sous la forme que j’ai indiquée dans un travail récent
(Bull. Sciences math., 1935). '
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En liant donc les nombres « et h par la formule

[ +h _Êet: ! e 2dæ=cp(h),
VÎn -—h

la concentration relative à la variable aléatoire s'” et à l’intervalle 2h
tendant vers et, on a a fortiori pour la variable s,,, pour n assez grand

 
‘J?{|s,,lêhmv"1—s}<a+s’=çp(h) +e’,

s’étant, comme a, un nombre arbitrairementpetit. Or par hypothèse
le premier membre tend vers q> (lun \/1 — a); <p(h) étant une fonction
croissante, et e et 5’ étant aussi petits qu’on veut, on a mât, et par
suite

a‘—’{æ}= lim m’êx,
X->co

de sorte que & æ‘-' } est nécessairementfini.
(3. Q. F. D.

_

6. L’APPARITION PROGRESS]“: DES GRANDES VALEURS DES xv DANS L’ETUDE
DE S… —— Considérons d’abord un exemple simple : supposons que la
loi £ soit une loi symétrique, lac] ayant comme valeurs possibles 1

et X, la probabilité de cette dernière valeur étant &. Nous suppose—
rons X très grand, et a très petit; pour fixer les idées lions-les par la
relation

6{æ’}=1—8+8X"=4.
Lorsqu’on étudie les premières sommes S,,, tant que le produit

ne: v; qui borne supérieurement la probabilité de la réalisation de la
valeur X pour l’un au moins des termes |æ,| est petit, tout se_passe
comme dans le jeu de pile ou face classique : le processus qui fait

Sque
\/—;—l

dépend d’une loi tendant vers celle de Gauss commence par

fonctionner, et si a est assez petit, il existe des valeurs de n pour
lesquelles on obtient ainsi des lois très voisinesde celle de Gauss. Mais,
n croissant, l’influence de la valeur possible X cesse d’être négligeable.
Au moment où par exemple Y], sans être négligeable, est encore assez
petit pour que l’on puisse négliger son carré, la loi dont dépend s,.

difi‘érera peu de la loi continue pour laquelle la densité de probabi£
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lité est
1 — u

2
 ç’(s)+ä’—Q’(s+h)+ £tp’(s—h), (Ir—': ê).

”Cette densité a un maximum absolu pour x=o, et deux autres
maxima d’abscisses voisines respectivement de —h et + h et
d’ordonnées non négligeables. Quand n croît, le nombre de réalisa—
tions des valeurs i X auquel il faut s’attendre augmente avec n. Le
processus de convergence vers la loi de Gauss recommence alors,
après une période intermédiaire pendant laquelle on aura eu des lois
nettement différentes, et à une échelle double, puisque ce n’est

Su . ': . , .
pas \7Î mansz—Jñ, qui depend d’une 101 tendant finalement vers celle
de Gauss.

Au lieu d’une seule grande valeur possible pour |æ|, on peut en
considérer plusieurs ou même une infinité de valeurs indéfiniment
croissantes qui interviendront successivement dans l’étude de S… On

Ssait que, si ê{æ°}=m” est fini,
Ç/_:Î

dépend d’une loi tendant vers

celle de Gauss. Le processus qui conduit à ce résultat sera seulement
retardé si les grandes valeurs de x interviennent dans le calcul de m2
pour une part non négligeable; alors elles n’interviennent dans S,,

que tardivement, et pendant longtemps, leur intervention étant très
peu probable, l’ordre de grandeur auquel il faut s’attendre pour S,,
n’est qu’une fraction de celui indiqué par la formule limite.

Si au contraire â{æ’} est infini, le processus de convergencevers
la loi de Gauss est constamment modifié par suite de l’apparition des
grandes valeurs. D’après le paragraphe 5, S,. croît plus vite que JÏz;
en termes précis, quelque grand que soit lc, Œl | S,.] Élu/fil tend vers

zéro. Il est d’ailleurs possible que %“, N étant alors un facteur crois-

sant plus vite que Jn, ou une expressionde la forme (%> — a,,, dépen—

dant d’une loi tendant vers celle de Gauss; nous exprimons ce fait en
disant que la somme S,,, après une réduction convenable, dépend d’une
telle loi, ou encoreque S,. est d’un type tendant vers celui de Gauss. Il en
sera ainsi,d’après le théorème fondamentaldu calcul des probabilités,
si chaque fois qu’une grande valeur de a: apparaît dans S… sa proba-
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bilité cessant d’être négligeable, elle est petite par rapport àla somme
des autres; si, en d’autres termes, le plus grand terme de S,. est négli—
geable à côté de cette somme. Nous dirons dans ce cas que la loi des
grands nombress’applique (sous sa forme généralisée, le cas classique
étant celui où N est proportionnelà «E).

Naturellement il peut arriver, suivant la rapidité et la régularité de
l’apparition des grandesvaleursde x’( ‘ ), que cette circonstance se pro—
duise pour toutes les valeurs très grandes de n, ou bien pour certaines
valeurs indéfiniment croissantes, ou ne se produise jamais. Dans le
second cas, on aura évidemment une convergence intermittente vers le
type de la loi de Gauss. Dans le troisième cas, on peut trouver uneloi
limite, qui sera nécessairement une loi stable, ou ne trouver aucune
loi limite (comme dans le cas des lois semi-stables).Le processusde for-
mation des lois stables ou semi-stables, exposé au Chapitre I, donneune
idée nette de l’effet produitpar l’apparition des grandes valeurs, dans
le cas simple où leur probabilitéF(X) décroîtcommex”°‘(o < oc < 2).

7. CONDITION NÉCESSAIRE pour. LA CONVERGENCE VERS LA 1.01 DE Gwss. —
Commençons par une remarque sur le coefficientde réduction N, tel

N
N : X(n) J5, et introduisonsun facteur positifconstant lc dont nous
supposerons d’abord que c’est un nombre entier; S,… est la somme
de lc termes indépendantsde la forme S,,; on peut alors prendre comme

\coefficient de réduction correspondant a cette somme la valeur
N \/liï : X(n) JE; on peut évidemment aussi prendre )\(kfl) f/Üi, de
sorte que, pour n infini, X(n) et )\(kÏl) sont des infiniment grands
équivalents. Ce résultat s’étend évidemment au cas où k est rationnel,
puis à celui où le est un nombre positif quelconque. Par suite Mn) est

log l(n)
log n

_vers zéro. D’une manière plus précise, en remplaçant au besom Mn)

que (-SÆ>
—— a,, dépende d’une loi tendant vers celle de Gauss. Posons

une fonction à croissance lente, de la forme ne, &: tendant 
(‘) Cette rapidité et cette régularité dépendront naturellement de la rapidité

et de la régularité de la croissance de X en fonction Y: 53 { læ| > X }; c’est en
effet de Y que dépend, pour chaque valeur de n, la probabilité de l’existence
d’un terme de S,, de module > X.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. IV, 1935. 47
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par une fonction équivalente, on peut supposer Mn) défini même
d log 1 ( n)

d log n
quence évidentede ce qu’une variation non très petite de log Mn) n’est
possible que si la variation de logn est très grande.

Posons maintenant

pour n non entier et tel que tende vers zéro; c’est une consé-

(5) Œ{|æ'|>X}=Fgæ—)=Y.

Nous allons montrer que :

LEMME l. — Une condition nécessaire pour la convergence vers la loi
de Gauss est que X“Y tende vers zéro pour tout a < 2.

La démonstration de ce lemme repose sur le lemme suivant :

LEMME Il. — Si n et X augmentent indéfiniment, et si nY = 11 reste
fini, S,, et SÏ, peuvent être considérés à la limite comme des variables
aléatoires indépendantes ( ' ).

Soit }) le nombre de termes non nuls de Si,; sa valeur probable
est 71; les grandes valeurs dep sont donc très peu probables('). Or 51,

ne peut dépendre de S',', que par l’intermédiaire de 1); c’est en effet
une somme de n -—p termes dépendant de la loi de probabilitédéduite
de la loi 13 en multipliantpar {Ti—T)
comprises entre — X et + X, et annulant celles des valeurs extérieures
à cet intervalle. Si donc n est assez grand, l’erreur relative commise
en considérant S', comme une somme de n termes de cette nature
(au lieu de n —p), est très petite, saufdans des cas très peu probables.
A cette erreur près, Si,, peut donc être assimilé à une variable aléa-
toire indépendante de Si,, ce qui démontre le lemme II.

les probabilités des valeurs de a: 
(1) En termes précis : en négligeant des cas de probabilité infiniment petite,

S,. peut, avec une erreur relative aussi petite que l’on veut, être assimilé à une
variable aléatoire indépendante de S… Ce résultat a déjà été établi paragraphe 5
dans le cas où X est constant.

(2) La probabilité 93 {pêh}est évidemmentauplus £- La loi de Poisson donne
, . , . . , . . 6‘TI 10"une evaluation premse; elle est, pour h tres grand, equ1valente a h! 
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Soit alors a < {3 < 2; si X"L Y ne tend pas vers zéro, on peut trou—
ver des valeurs de X aussi grandes qu’on veut et telles que Y > X—3;' ' ' [X etant ch01s1, prenons n … Ÿ (donc nY = n rv 1). La somme S,”, peut
alors être nulle, ou supérieure à X en valeur absolue, aucune de ces
circonstancesn’ayant une probabilité très petite (la plus petite de ces
probabilités tend, pour n infini, vers à)- La dispersion de la variable
aléatoire SÏ, (pour une probabilité supérieure à 1 —

%) est donc supé-

rieure à X, donc à nÎj . D’après le lemme-II, et le principe de l’accrois-
sement de la dispersion, il en est de même de celle de S,,. Or, dans le
cas de convergence vers la loi de Gauss, nous avons vu que la disper-
sion de S,, est proportionnelle à

!

N:Mn)\/Z=nv+
?

& tendant vers zéro. Cette hypothèse n’est donc pas compatible avec
la précédente, ce qui démontre le lemme I.

La propriété établie pour N et le lemme [ s’étendent, sans autre
. !changementque celu1 des exposants 2 et ;, au cas de convergencevers

des lois stables d’exposants caractéristiques inférieurs à 2. Les consi—
dérations des prochains paragraphes, reposant essentiellement sur la
loi des grands nombres, ne seront naturellement pas sucesptiblesd’être
étendues aux lois stables autres que la loi de Gauss.

8. CONDITION NÉCESSAIRE ET SUI—‘FISANTE pour L’APPLICATION DE LA 1.01

DES GRANDS NOMBRES. — Le cas où ê{æ°} est fini étant résolu, nous
supposerons cette expression infinie. Alors m’, a:',, S; étant toujours
définis comme au paragraphe 5, ê{æ”}=Z augmente indéfini-
ment avec X, et (ô{x’ })”, fini ou infini, est sûrement négligeable à
côté del’expression précédente (‘ ), de sorte que c"{æ’} et Z sont des
infiniment grands équivalents. En posant
(5) ‘?{læl>Xl=F(x)=Y,
(6) a;,2=aï{S;,}=naf{æ'}NnZ, 

(') Désignons en effet par e la probabilité de l’inégalité X’< {a:}, et par
8’ {w’ } et 6’ { x"—’ } les parties des sommes 5 { w’} et 6 { æ”} correspondantaux
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Z peut être considéré comme une fonction de Y, bien définie et con-
tinue même si pour certaines valeurs de X ces quantités Y et Z ont en
même temps une variation brusque. En faisant dans ces cas uneinter—
polation linéaire, on a toujours

2 _ dZ(7) — — (Î'
La probabilité que S,, comprenne au moins un terme de module

supérieur à X et soit par suite différent de Si, est plus égale à nY: Y],

et n’en diffère que par des infiniment petits d’ordres supérieurs, de
sorte qu’elle est négligeable en même temps que 1}. Pour qu’on puisse,
en assimilant S,, et S'”, écrire que

sn—egsç,z s,, «_egæ";___ — in .

t
"

; ;“ — V t . ;als”, \/IlO'ÊJL"} al'L ’

  (8)

dépend d’une loi peu différente de celle de Gauss, il suffit donc que
d’une part 1] soit petit et que, d’autre part,

X'—’ xe(9) —uNn—Z—‘fl°'*l nl
!

soit petit, condition qui permet de considérer Si, comme une somme
de termes très petits. Compte tenu _de nY: r,, ces conditions
impliquent que

X2Y d logZ I _ _ (r '
| —— __ >(10) 7m— Z _—d]logYi (\logY,_ logY),

soit petit.
Nous allons démontrer que :

THÉORÈMEll. — La condition nécessaire et suffisante pour l’applica-
tion de la loi des grands nombres est que l’expression (10) tende vers
zéro pour X infini. 
valeurs de [m’] supérieures à X’. L’inégalitè de Schwarz donne

(ë’{æ’l2)éflî{X’<læ’l}ë’{w’2 }<eëîæ"*},
et le résultat énoncé se déduit de ce que, pour X’ assez grand, mais fixe, et X
indéfiniment croissant, : est aussi petit qu’on veut, tandis que 6’ { æ’ ; représente
6 { æ’ } avec une erreur finie.
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THÉORÈME Ill. — La condition nécessaire et .…ffisante pour que la loi

des grands nombres s’applique à l’étude de S,, Pour une suite de valeurs
de n indéfiniment croissantes est que l’eæpression (10) n’admette aucune
borne inférieurepositive. '

Ces deux théorèmes correspondent aux deux cas de convergence
simple, ou de convergence intermittente, vers la loi de Gauss. Nous
reviendrons sur cette question au paragraphe 10. Démontrons main—
tenant les résultats énoncés.

1° S’il existe des valeurs de X indéfiniment croissantes pour
lesquelles l’expression (10) tende vers zéro, on peut la considérer
comme le produit de deux facteurs ?, et n’ tous deuxarbitrairementpetits

7) o . . o . | .et tels que Ÿ : n 501t entier. On obtient a1ns1 une su1te d’ent1ers n
tels que la loi des grands nombres s’applique à S,, pour ces valeurs
de n.

2° S’il existe des valeurs de 'X indéfiniment croissantes pour
lesquelles l’expression (10) reste supérieure à un nombre fixe qu’on
peut représenter par zee’, en prenant pour n un entier compris entre
8 25 - . . , . .

Ÿ et Ÿ’ on obtient une succesmon de valeurs de n, 1ndefin1ment cr01s-

santes, et associées aux valeurs considérées de X de manière que les
:)

. X' . . , - \express1ons nY et
—n—7-

501ent respect1vement super1€ures & s et e’. On

peut d’ailleurs supposer &, et par suite n = nY, petits. Alors, dans des
cas de probabilité supérieure au nombre fixe &, ou voisine de ce nombre,
S,, diffère de S',, par un terme ou un petit nombre de termes, supérieurs
en valeur absolue à X, c’est-à-dire à une fraction non très petite
de a{ Si, }. On ne peut donc pas, à côté de S;,, négliger ces quelques
grands termes, et il ne saurait être question d’appliquer la loi des
grands nombres.

3° Le théorème III est maintenant_démontré; pour démontrer le
théorème II, il reste à démontrer que, l’expression (to) tendant vers
zéro, ou peut appliquer la loi des grands nombres à S,,, non seulement
comme dans le cas I° ci—dessus, à certaines valeurs indéfinimentcrois—
santes, mais à toutes les valeurs assez grandes de l’entiern. A cet effet,
prenons pour ‘n un nombre fixe arbitrairement petit, et associons à
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chaque entier n le nombre X tel que nY =n, ce qui est sûrement
possible si la loi 13 est continue. Alors n’ tend vers zéro avec % Les

deux nombres 1} et n’ peuvent donc être rendus tous les deux arbitrai—
rement petits, pour tout n assez grand, et la loi des grands nombres
s’applique.

Le cas d’une discontinuité de la loi B ne soulève d’ailleurs aucune
difficulté essentielle. Si par exemple la valeur X0 de |æ| a une proba—
bilité oc, on peut, en posant oc : oc’ + et”, et en prenant X = X,, consi—
dérer X0 comme appartenant à l’intervalle (— X, + X) dans des cas de
probabilité«’ , et à l’intervalle extérieur dans des cas de probabilité a" .

En choisissant convenablement «’ entre 0 et a, on peut donner à Y
n’importe quelle valeur entre F(X,— &) et F(Xo+ a), On peut aussi
rendre la loi !? continue par une modification très petite, et sans effet
sur le calcul de ê{æ’} quand X n’est pas très voisin de X,. L’erreur
qui en résulte sur S,, est au plus de l’ordre du produit de @ par un
nombre très petit, et peut être négligée. La démonstrationdes théo-
rèmes II et III est ainsi complète.

9. APPLICATION nus retonùuus Il ET III. — Nous allons montrer que :

THÉORÈME IV. — 1° La condition que ê{ |æ[°‘} soitfinipour tout eæpo-
sont et compris entre 0 et 2 est nécessaire pour qu’il y ait convergence
vers la loi de Gauss, et par suite pour que l’eæpression (ro) tende vers
zéro; 2“ elle n’est pas suffisante; 3° la même condition est suffisunte
pour que l’expression(m) admette zéro comme limite inférieure (pourX
infini) et que par suite il y ait au moins convergence intermittente vers
la loi de Gauss; 4° elle n’est pas nécessaire.

Le 1° est un corollaire évident du lemme l. Le 2° et le 4° résulteront
dans la suite de ce paragraphede deux exemples de convergence inter—
mittente vers la loi de Gauss, dont l’un vérifie la condition indiquée,
mais non l’autre.

Pour démontrer le 3°, supposons qu’il existe une constantepositive
a telle que

X’Y dlo Z7: 171% > “'
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et par suite, pour tout X > X0,

2 > cY—a (c: Z,Yg), . 2et auss1, pour «_ (| +“) < 2,
a  Z 3 ‘

°-‘

X°|dY|><%) [dY|> "‘:Yl [i=(æ)2l.
Il en résulte que, dans l’hypothèse indiquée, ô{|æ|“} est infini pour
une valeur de a: inférieure à 2. (1. Q. r. 1).

On voit que, pour les lois d’allure assez régulière pour que les
. X2 ] ÜY . . .expresswns

—Z—
et LIZZ_XI tendent respectivement vers des limites

b
déterminées, la loi des grands nombres s’applique sous la forme clas—
sique, Sous la forme généralisée, ou ne s’applique pas, suivant que
cette dernière limite est supérieure, égale, ou inférieure à 2. On voit
d’ailleurs aisément que des irrégularités de la fonction F(X) que l’on
pourrait faire disparaîtreen faisant une erreur finie sur log X seraient
sans importance, et que pour former des exemples de convergence
intermittente il faut des irrégularités très étendues sur l’axe des X.

Supposons, pour fixer les idées, que la loi £ soit symétrique, et
qu’en dehors d’un intervalle fini, |x[ n’ait comme valeurs possibles
que les valeurs
(Il) œ,,=q”’ (‘I>I;P=Po;Po+l: "'),
chacune de ces valeurs ayant la probabilité (un) a,,=Àa’äæ;° (l>o, a>l).
Alors, pourp très grand et X compris entre x,,_. et x,,, on a

la” Z arf,(13) YNOt,,, ZNa—I’ ŸNE:,
de sorte que, quand X croît de x,,_, à æ,,, a T croît depuis q‘“"’
jusqu’à 1; on est bien dans le cas de convergence intermittentevers la
loi de Gauss (‘). Posons

n,,= a—Pæî,=a—PqÏP'. 
(‘) En attendant la démonstration du théorème du paragraphe 10, il faut

entendre par là : le cas où la loi des grands nombres s’applique d’une manière
intermittente.
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Si n est grand par rapport à n,,_. mais petit par rapport à n,,, la
valeur as,, a encore une probabilité négligeable, et % (N: J;ÎZ)
dépend d’une loi peu différente de celle de Gauss (x,… étant négli-
geable à côté de N). Quand n atteint l’ordre de grandeur de n,,, le
processus de convergence est modifié par l’apparition de la grande
valeur æ,,, qui est de l’ordre de grandeur atteint à ce moment par S'”.
On est dans les conditions indiquées paragraphe 6, et l’on ne retrou—
vera des lois du type de celle de Gauss que quand n deviendra grand
par rapport à n,,; les mêmes circonstances se reproduisent indéfi—
n1ment.

Si maintenant, conservant l’expression (12) de æ,,, nous prenons

(12 bis) cx,,=—»

les formules (13) sont remplacées par les suivantes :

Z 1 (13 bis) Yma,,, Z N lap—“xp-“ Ÿ …
&

æ,,_.æ,,,

: . x,,.., ‘ x,; 7 \ ' 7 ‘ 'et a Z varie de w— & æ——; c est-a-d1re d une valeur tres pet1te à
/' /’—i

une valeur très grande. Nous avons le même processus de convergence
intermittente; il y a toutefois une différence avec le cas précédent :

quand la valeur æ,, cesse d’avoir une probabilité négligeable, elle est
encore grande par rapport à la somme des termes plus petits; quand
le nombre des termes égaux àiæ,, deviendra grand, leur somme
sera prépondérante, la somme des termes plus petits étant négli-
geable. Cela est lié au fait que Z soit équivalent à son plus grand
terme.

On peut naturellement varier ces exemples de bien des manières.
Dans ceux que nous venons d’indiquer, ô{ [x | “} est fini, pour le pre—
mier exemple, si a < 2,’\et pour le second, seulement si a < 1 . Cette
remarque complète la démonstration du théorème IV.

10. LE THÉORÈME nÉc1rnoous.

THÉORÈMEV. — 1° La tendance vers le type de Gauss n’estpossible que
si la loi des grands nombres est applicable (le théorème Il donne donc
la condition nécessaire et suffisante pour que S,, soit asymptotique-
ment du type de Gauss).
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2° La tendance intermittente vers le type de Gauss n’estpossible qu’en

cas d’application intermittente de la loi des grands nombres (dans les
conditions du théorème 111).

1° Supposons donc la loi des grands nombres non applicable. Il
existe donc des valeurs de X indéfiniment croissantes et telles que,
quel que soit le nombre n qu’on leur associe, on ait
(14) 13X‘2=nX‘-’Y>(flo-',,2 (aconst.; aj,2œnZ)_

Pour chacune de ces valeurs, définissons n de manière à donner à
nY =‘q une valeur fixe (à Y près) et très petite. D’après la loi des
petits nombres, S: a 0 ou 1 terme non nul dans des cas dont les pro-
babilités tendent vers e“’1 et ne‘“, nombres tous les deux supérieurs,

‘ 3 n ' ::par exemple, a _n__ Comme S,, = 0 dans le premier cas et IS,,|> X
dans le second, la probabilité que S',', soit dans un intervalle donné de
longueur X (concentration pour la longueur X) est inférieure à

1 _
3Î’”.

D’ailleurS, d’après le lemme 11, S',, peut avec une erreur négli—

geable par rapport à c',,, donc à X (71 étantpetit, mais fixe), être considéré
comme une variable aléatoire indépendante de S,',. A cela près qu’il
faut remplacer X par un nombre plus petit, par exemple %, on peut
donc a li uer le rinci e d’au mentation de la dis ersion ourPP ‘! P P g

_ _
P P

passer de S,', à S… Donc, quel que son l’intervalle d’étendue
.X

12—3—
= 2 la',,

ue l’on considère la robabilité ue S,, soit extérieur à cet intervalleq , P q
est au moins

31; 3a%‘Ç? a'3r > “ax—2
=?

Or, si S,, était d’un type très peu différent de celui de Gauss, il en
serait à peu près de même de S'”, qui ne diffère de S,, que dans des cas
de probabilité 71. Le coefficient de réduction, à une erreur relative
près tendant vers zéro avec n, est donc 5 c',, (des valeurs très peu pro-
bables peuvent, si elles sont grandes, augmenterla valeurprévuepour
0% S',, }, mais non la diminuer). La variable aléatoire o_—,”

est donc de la
Il

laura. de Math., tome XIV. — Fasc. IV, 1935. 48
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forme kE, E dépendant d’une loi peu différente de celle de Gauss et k
étant inférieur à une fonction de 11 qui tend vers un pour n = 0.

Or nous pouvons prendre 71 aussi petit que nous voulons, donc
! >

3—3:
aussi grand que nous voulons. Le résultat obtenu est donc

n
en contradiction avec le précédent, d’après lequel la probabilité des

S,, , . . . ,
valeurs de ;,— exter1eurs à n’importe quel 1ntervalle d’etendue 21 tend

n
, I . . .vers zero avec ? beaucoupmoms rap1dement que ne le comporte la 101

de Gauss. Le 1° du théorème V est donc démontré.
2° Supposons que la loi des grands nombres ne soit même pas

applicable par intermittence. Il existe donc un nombre a tel que
l’équation (14) soit vérifiée pour tout X assez grand. Si alors la loi
E’ est continue, le nombre n défini par nY=n prend toutes les
valeurs entières consécutives, et le raisonnement précédent s’appli-
quant à toutes les valeurs de n, il ne peut même pas y avoir de con—

vergence intermittentevers le type de Gauss. Les discontinuités de la
loi E’ sont d’ailleurs sans importance; le raisonnement par lequel
nous avons terminé la démonstration du théorème Il (@ 8, 3°)
s’applique sans modification. Le théorème V est donc complètement
démontré.

“. LE CLASSEMENT DES TERMES DE S,, PAR ORDRE DE GRANDEURS nEcnms—

SANTES. — Désignons par E., E,, . . ., E,, les nombres as,, 562, . . ., x,,
rangés par ordre de modules décroissants. Le rôle que joue dans ce
qui précède le plus grand des |æ,l fait penser qu’il y a intérêt à étudier
les variables aléatoires E,,, et considérer S,, comme leur somme.

Posons y,,= F { |
E,,l }. Les nombres y. ,y2, . . . ,y,, sont des variables

aléatoires, choisies d’abord au hasard entre 0 et 1, puis rangées par
ordre de grandeurs croissantes. On a évidemment

æ {y<y,; <_y + dy } =pCÇ;yP—î(l_y)n—pdy,

d’où l’on déduit aisément, à l’aide des intégrales eulériennes,

;_ P 2 _ P(n___—P4-I) .ôlyp‘_n_+l’ a’yp’_(n+l)z(n+z)
Si, pour n infini, pœan, les expressions précédentes sont équiva-
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)° \ a [ _ a . o o :lentes respectivementa o: et Lfi—-——, comme cela se dédu1tauss1imme—

diatement du théorème de Bernoulli. Ce qui nous intéresse surtout
est le cas où }) reste fixe quand n augmente indéfiniment; on a alors

ël.Ï/ilN%, Uzl}’plN,%,
"l

‘JÎ-‘n <T) N—I—f n/'—‘e—'ld.

de sorte que ny,, est à la limite une variable aléatoire de valeur pro—
bable p, d’écart quadratique moyen Ji», l’écart réduit "),—”___" dépen—

dant à la limite de la loi de Gauss (pourp très grand)(‘). Il ya) d’ailleurs
entre les y,, une corrélation positive : si y,, est connu, y,…, doit être
considéré comme la q“““° de n —p variables, choisies entre y,, et 1, et
rangées par ordre de grandeur croissante.Le fait que chaque y,, diffère
peu de sa valeur probable nous permet de négliger cette corrélation.

Supposons, pour fixer les idées, la loi étudiée symétrique; chaque E,,
est ainsi une variable de module p,, connu en fonction de y,,, et de
signe choisi au hasard. La somme S,, peut alors s’écrire

ip,ip,i….ip,,i… -,

le nombre des termes augmentant avec n, de sorte qu’on peut la con-
sidérer comme une série. Si

S—”

est d’un ordre de grandeur indépendant
de n, S,, apparaît comme de l’ordre de grandeur de 9. ou d’un ordre
supérieur suivant que cette série a sa probabilité de convergence
égale à 1 ou 0, c’est—à-dire suivant la convergence ou la divergencede
la série Ep,“,. C’est dans le cas de la divergence de cette série que la loi
des grands nombres s’applique.

Ainsi, pour F(æ)mæ*“, on a (en prenant£ comme valeur appro—

chée de y,,> 
(‘) Nous avons fait augmenter d’abord n, ensuite p. S’ils varient en même

temps, la condition pour qu’on obtienne la loi de Gauss est que p etn —p soient
tous les deux très grands.
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de sorte que la loi des grands nombres s’applique si EI)—a diverge,
c’est-à—dire si «22, et dans ce cas seulement. On retrouve ainsi des
résultats connus par un procédé intuitif qu’il nous a paru utile d’indi—
quer, l’application de la loi des grands nombres étant liée à la diver-
gence de la série 2pÏ,.

12. REMARQUES sun LA LOI DES GRANDS NOMBRES. — Je voudrais insister
ici sur la différence profonde entre la convergencevers la loi de Gauss,
résultant de la loi des grands nombres, et la convergence vers les
autres lois stables, résultant d’hypothèses précises sur la probabilité
des grandes valeurs de la variable. On n’obtient à la limite une de ces
lois stables que parce que la loi initiale lui ressemble suffisamment; il
faut qu’elle soit telle que l’intervention progressive des grandes
valeurs s’effectue, sans irrégularité trop grande, avec une rapidité
déterminée. Dans le cas de la loi de Gauss, il suffit que cette rapidité
soit bornée supérieurement, et en deçà de cette limite, n’importe
quelle modification des lois de probabilité composantes (même si ces
lois varient d’un terme à l’autre,dans ce cas il faut seulement s’assurer
que la série Ex,, ne devient pas convergente) est sans importance.

On peut observer qu’une modification portant sur un intervalle fini
n’a jamais d’importance; elle peut seulement, dans le cas classique
où & { æ’ } est fini, modifier le coefficientde réduction. Mais, en dehors
du cas classique, la somme des valeurs de a: comprises entre deux
limites finies a une dispersion négligeable devant S…, et cela n’a rien
d’étonnant que leur détermination exacte soit sans importance. Dans
le cas classique au contraire, cette somme est du même ordre de
grandeurque S,,; il est très remarquable que malgré cela une modi—
fication quelconquedes lois composantes (mêmesi elles varient avec n)
soit sans influence sur le’type limite.

Une différence analogue existe entre la convergence vers le type de
la loi de Gauss, dans le cas où 63 { x’} est infini, et la convergence vers
celui d’uneautre loi stable. Supposons iciessentiellement que tous les œ,,

(sauf peut-être dans un intervalle fini) dépendent de la même loi,
symétrique pour fixer les idées, et telle que F(X)= X*°‘(o < a52).
Divisons l’intervalleU, 00) en une infinité d’intervalles séparés par les
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nombres X,.= q” ((] > I), et dans chacun de ces intervalles effectuons
une modification absolument quelconque de la répartition de la pro—
babilité. Si oz : 2, cette modification est sans effet sur le type limite,
qui est celui de Gauss; seul le coefficient de réduction peut être
changé, si les modifications considérées modifient la contribution de
chaque intervalle partiel aux moments des deux premiers ordres;
encore la modification de ce coefficient est—elle limitée; le rapport de
ses valeurs extrêmes est (1. Si au contraire «< 2, les modifications
relatives aux différents intervalles sont des causes perturbatrices dont
les effets agissent successivement, quand n croît, et pour chacune
d’elles il y aura un moment où son effet n’est pas négligeable ; chacune
agira individuellement. Si les modifications se reproduisent périodi—
quement, on aura alors la tendance vers un ensemble de lois semi-
stables associées (nous entendons par là une loi semi—stable, et ses puis—
sances, dont les fonctions caractéristiques sont les puissances de celle
de la loi initiale). S’il n’y a pas de périodicité dans la cause, il n’y aura
pas de probabilité dans l’effet; donc, en général, la loi dont dépend

%'—‘

(avec N°‘= n) varie avec n d’une manière tout à fait irrégulière, le
seul caractère constant étant l’ordre de grandeur des probabilités des
grandes valeurs, qui sera toujours X—“, à un facteur près borné infé-
rieurement et supérieurement.

Ce caractère provient de ce que, chaque intervalle (X… X,…)
ayant une étendue finie sur l’échelle logarithmique, les modifications
considérées ne changent pas l’ordre de grandeur de S… Des modifi-
cations portant sur des intervalles plus étendus auront des effets plus
profonds que nous examinerons au paragraphe 15.

15. CAS ou LA LOI nes GRANDS NOMBRE-:S NE S’APPLIQUE PAS. — Nous nous
proposons de présenter ici quelques remarques montrant la variété
des circonstances possibles dans ce cas. Cela est à prévoir, puisque les
valeurs de X correspondant à des valeurs de plus en plus petites de Y
sont autant de causes dont les effets se manifestent successivement
quand n croît. Pour préciser cette remarque, il faut avoir présent à
l’esprit le fait suivant : quand pendant un certain temps Y varie pro-

. o ‘ . [port10nnellement a une puissance de Î( d’exposant a < 2 (avec une
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proportion déterminée entre les valeurs positives et les valeurs néga—
tives de la variable), la convergence vers une loi stable d’exposant
caractéristique et tend à se réaliser; l’effet de cette tendance sera appré-
ciable si la variation de logX n’est pas petite depuis que la cause indi—
quée a commencé à se manifester; on arrivera à un type de loi très
voisin du type limite si la cause subsiste assez longtemps pour que la
variation de logX soit grande ('). Les mêmes circonstances se pré—
sentent pour ocê 2, avec ces différences que le signe de «: importe peu,
et que la tendance à la limite résultera du fonctionnement de la loi des
grands nombres, quand n augmente, plus que de l’apparition de nou-
velles valeurs très grandes de x.

Posons maintenant Y : X“5, {& étant variable; pour simplifier un
peu la discussion,supposonsla loi B symétrique,et étudionsdifférentes
circonstancespossibles.

1° Il est bien clair que si @ varie assez lentement, la convergence
vers la loi LB aura le temps de se manifesterpour chaque valeur de B,

Sn : , - , , .et que N (N etant convenablement determine) dependra d’une 101

infiniment voisine de la loi variable Lp(cette notation désignant la loi
de Gauss si 522). La condition nécessaire et suffisante pour qu’il en
soit ainsi est que, quand B< 2, à toute variation finie de logX corres-
ponde une variation relative de B petite par rapport à Ê- C’est en

effet la condition pour que dans un invervalle où logX varie d’une
quantité finie a, Y soit de la forme cX“°‘, oc étant constant et 0 peu
variable. S’il en est ainsi d’autant plus exactement que X est plus
grand, c’est naturellement une propriété qui reste vraie pour des
valeurs arbitrairement grandes de a, de sorte que c restera constant
assez longtemps pour que l’on obtienne un type de loi très voisin de La.

2° Supposons maintenant seulement la variation de et assez lente
pour qu’à toute variation finie de logX corresponde une variation
petite de B; mais quel que soit l’exposant ou, la variation de c: YX°‘
ne sera pas faible. Il y aura seulement convergencegrossière vers La, 

(‘) D’après le Chapitre I, la loi stable s’obtient en effet. par l’addition de
variables toutes du même ordre de grandeur; les autres peuvent être négligées.
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produisant cet effet que les grandes valeurs de %” (N°“: en) auront des
probabilités de l’ordre de grandeur indiqué par cette loi. Si des varia-
tions de cette nature ont un caractère périodique, 0 étant (pendant
assez longtemps) une fonction périodique de logX, on peut en parti—
culier, si oc< 2, obtenir des lois très peu différentes des lois semi-
stables d’exposant caractéristique oc.

3° Au sujet des variations plus rapides de B, observons que, Y étant
monotone, on a nécessairement

a'(14) Xlogxd—Êz—fi,

l’égalité correspondant au cas où Y reste constant. Au contraire, si Bcroît, rien ne limite la rapidité de sa croissance, une variation brusque
étant même possible. Naturellement, si ces variationsont le caractère
d’oscillations assez rapides pour que la variation relative de [3 soit
petite, soit par rapport à È; soit par rapport à I, les conclusions
des deux cas précédents subsistent. Si au contraire @ varie entre des
valeurs distinctes ou et oc’, on ne doit pas s’attendre à trouver à aucun
moment de loi d’un type voisin de LB (pour B compris entre a et m’).

Ainsi, supposons que |æl ait comme seules valeurs possibles les
valeursx,, définies par

’ #

logæ,,=<%) (o<cx<cx’<2);

et que, de x,,_. à x,,, Y ait la valeur
_ , —1 ,_ ’Y,,_xl, _a:,,_,.

Chaque valeur cc,, est alors très grande par rapport à la précédente,
et, si nY,… est petit mais non nY,,, on peut négliger œ. , x,, . . . , æp_,,
et considérer S,, comme la somme d’un certain nombre de termes
égaux à i x,,, ce nombre dépendant de la loi de Poissonet ayant pour
valeur probable nY,,. Ce nombre devenant grand avant que nY,…
cesse d’être petit, la loi des grands nombres s’applique à ce moment.
On est donc dans un cas de convergence intermittente vers la loi de
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Gauss ('), et l’on n’observe à aucun moment aucun caractère des lois
stables d’exposant caractéristique compris entre et et oc’ (bien que {3

varie de et à a’).
Naturellement, une variation monotone de @ conduira nécessaire-

ment à une valeur limite, et à la convergence vers la loi stable corres—
pondante, sauf si cette valeur est zéro, car il n’y a pas de loi stable
d’exposant caractéristique nul. Nous allons maintenant examiner
ce cas. .

4° Supposons donc que ou tende vers zéro. A une variation relative
finie de Y correspondradonc une variation très grande de logX. Les
valeurs de X dont la probabilité cesse d’être négligeable quand n croît
augmentent alors si vite que le plus grand terme l’emporte toujours
sur la somme des autres. La loi dont dépend S,, est donc assimilable à
la limite à celle dont dépend le plus grand terme, et se déduit des
remarques du paragraphe 12. Les valeurs possibles de y. se répar—

tissent autour de la valeur probable %, une probabilité positive corres-
pondant à une variation finie de logy., donc à une variation très
grande de logX. Quel que soit N, la probabilité.que S,, soit de l’ordre
de grandeurde N tendra vers zéro, et S” ne pourra qu’être très grand
ou très petit par rapport à N; on pourra seulement s’arranger pour
donner la probabilité que l’on veut à chacune de ces circonstances.

Il n’y a donc pas, dans ce cas, de type de loi limite, à moins de con-
sidérer qu’il y en a un lorsque, en prenant pour N une fonction de n à

. . s 'crorssance suffisamment rapide, on constate que
—N'—‘

tend vers zero.

Mais cela est toujours possible, et lorsque nous disons qu’il y a un
type de loi limite, cela veut dire un type de loi donnant à la variable
étudiée aux moins deux valeurs possibles, finies et distinctes.

\

14. APPLICATION DE LA NOTION D’ENSEMBLE COMPACT. — Des fonctions 
(1) Cela se vérifie d’ailleurs par application du théorème 111; quand X varie

‘) de cv,, à x…… varie entre des limites équivalentes, pourp très grand,_à æÿf“°"Z
et a %, c’est—a-d1re d’une valeur tres petite a une valeur tres grande.

p
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qui varient d’une manière monotone de o à I, et sont comprises
entre deux fonctions particulières remplissant cette condition, consti—
tuent un ensemble compact. En appliquantcette remarque aux fonc-
tions €‘7 : .æ;E_ :, et en ne considérant pas comme distinctes deux lois
déduites l’une de l’autre par l’addition d’une constanteàla variable x,
on voit que : des lois de probabilité pour lesquelles,pour tout \; < 1, la
dispersion liée à la probabilitéy est bornée supérieurement,forment un
ensemble compact.

Pour chercher si des types de lois forment un ensemble compact, il
faut d’abord réduire ces lois, par un changement d’unité, de manière
qu’après réduction la dispersion pour tout y<1 soit bornée supé—

rieurement; ce n’est qu’à cette condition qu’on peut considérer la
valeur infinie comme ayant une probabilité nulle. D’après ce qui pré—
cède, un ensemble comportant une infinité de types de lois admet
toujours un élément d’accumulation. Mais la question qui se pose est
de savoir s’il en admet un autre que le type dégénéré pour lequel une
seule valeur de la variable est possible. Or, compte tenu de la discus-
sion faite paragraphe 15, on voit aisément dans quel cas les types
des lois dont dépendent les S,, tendent vers ce type dégénéré; c’est

lorsque Îl+ÊXYÎ n’est borné supérieurement que pour des intervalles
A

|
logY

|
eux-mêmes bornés supérieurement. Dans tous les autres cas,

on peut trouver des nombres X’ arbitrairement grands et tels que, en

posant Y’= F(X’) = à,, log|Y’] soit le milieu d’un intervalle arbi—

trairement grand et auquel correspondent pour X des valeurs de
l’ordre de grandeur de X’. Le plus grand terme de S,, a alors sa dis—

persion (pour \! quelconque entre 0 et i) de l’ordre de grandeur
de X’, et la somme S,,, elle-même, ou bien est au plus de cet ordre de

Sn' ' ' ' r r r ' '
grandeur (et alors ,? depend d’une 101 non degeneree); ou bien (Si

elle est plus grande) dépend d’une loi d’un type voisin de celui de

_Gauss. De toute façon, le cas de dégénérescence est exclu. Donc, en
dehors du cas étudié à la _/in du paragraphe 15 (celui où et tend vers
zéro), il y a un type d'accumulation non dégénéré, même si l’on n’est
pas dans un cas de convergence (constante ou intermittente)vers celui
de Gauss.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. I\’, 1935. 49
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Si d’ailleurs il y a un type d’accumulation qui ne soit pas un type
stable, il y en a une infinité. Si en effet, pour une suite de valeurs n,,
de n, on obtient des lois dont les types tendent vers celui d’une loi E”,
pour des valeurs n'p telles que

%’—'
ait une limite lc, on obtient des lois

P .

dont les types tendent vers celui de 13”", en désignant ainsi la loi dont
la fonction caractéristique s’obtient en élevant celle de E' à la puis-
sance k. Il en résulte que B' appartient nécessairementau groupe des
lois étudiées par MM. B. de Finetti, Kolmogorofi‘, et moi-même (‘>,
pour lesquelles la loi B”" est définie quelque petit que soit l’exposant
positif lc. Il se déduit de deux lois infinitésimales, celle de Gauss et
celle de Poisson. On peut définir les lois de ce groupe, dans le cas
symétrique, par la formule
(15) logë{e‘“}=-—a%+f (coszu——r)dcp(u),

0

la fonction ç(u) étant non décroissante, finie pour u infini, peut-être
infinie pour u=o, mais telle que u°dcp(u) soit intégrable (de o à 1).
Dans le cas dissymétrique, on peut écrire   :; .+=° . \

. z- . . l" a .(16) logô{e”-’—'}=—a—+b1z+j (e”" --1——
0 ) dœ(ul,

2 _x [+ u- ‘ ‘

— iza . , . , . .le terme
1 + u, pouvant etre remplace, s01t par zero, 501t par — zzu,

si dans ces conditions l’intégrale conserve un sens.
On peut d’ailleurs, au point de vue qui nous occupe, arriver à un

résultat plus complet et n’utilisant pas la notion d’ensemble compact.
Flacons—nous d’abord dans le cas où S,, est de l’ordre de grandeur de
Son plus grand terme, et soit N un coefficient de réduction possible,
c’est-à—dire que ce plus grand terme est de l’ordre de grandeur de N
dans des cas de probabilité positive, et n’est d’un ordre supérieur que

‘ S".dans des cas tres peu probables. Alors fi est une somme de termes du
type étudié Chapitre I : la somme des termes ayant une valeurdonnée 

(1) Voir PAUL LEVY, Sur les intégrales dont les éléments sont des variables
aléatoires indépendantes (Annali della R. Scaola Normale Superiore di Pisa,
28 série, vol. III, 12, 1934, p. 1—30).
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dépend de la loi de Poisson, et S,, dépend d’une loi du type (30), le
; . , . . .terme gaussœn n ex15tant pas s1 la somme des termes u., petits

par rapport a N peut être négligée. Si d’ailleurs S,, est d’un ordre
superieur a celu1 de son plus grand terme, cette somme est du type de
(muss. Dans tous les cas : on peut définir N, a, b et :;(u) en fonction
de n de manière que la loi dont dépend

Ë\’f
et la loi définie par la for-

mule (16) soient infiniment peu dill'érentes (pour n infini). Cette der-
nière peut être d’un type dégénéré, si le second membre se réduit au
terme bis. Mais ce cas ne se produit que dans le cas étudié para-
graphe 15 où oz tend vers zéro, ou dans celui où « n’a pas de borne
inférieure positive. Dans tous les autres cas, S,, est, pour tout n assez
grand, d’un type infinimentpeu dzfl'ürent d’un type variable avec n, non
dégéne'ré, et rentrant dans ceuæ de'/luispar la formule (16).

(H \l’l'l‘lilî lll.
ETUDE DES SOMMES DE \'ARIABLES ALI‘1.\TOIRES NON ENCIIAINÉES

l)EI’ENDANT DE LOIS \'AltlANT l)ilÎNE MANIÈRE QUELCONQUE.

lä. SUR UNE HYPOTHÈSE CONCERNANT LA LOI DE Gsuss.

LEMME (nvrort—närmrs)Ill. — Si la somme : = $ +y de deux variables
aléatoires indépendantes est du type de Gauss. il en est de même de chacun
des termes.

J’ai déjà indiqué ailleurs la vraisemblance de cette hypothèse, qui
nous servira dans la suite pour des remarques accessoires. Les résultats
fondamentaux seront indépendants de cette hypothèse. Présentons
d’abord quelques remarques à son sujet.

1° Si le lemme est en défaut, on peut supposer que ni .1' niy ne sont
dela forme aÎ{ + 41). . E et x. étant indépendants et E dépendant de la
loi de Gauss. On sait en ell'et que si x est de cette forme, il l’est d’une
infinité de manières, dont l’une, bien déterminée, rend a maximum;
alors œ. n’admet plus de décomposition de la forme indiquée. Posant
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ainsi a:: 11€ + x, , _y : b‘q +y. , on obtient deux nouvelles variables
œ. ety., ayant la propriété indiquée, et dont la somme est du type de
Gauss.

2° Si : dépend de la loi de Gauss, on peut poser
: =al :‘ + ag:._,—+—. . .—t— (1,,:…

les 5,- dépendant de la même loi, et les (1,— étant des coefficients (réels) et
tels que Za?: 1. Si le lemme est en défaut, chacun des z,-peut être rem-
placé paræ,—+y,, chacunde ces termesn’étantpas gaussien, et la somme
Ea,æ,- a la même propriété que a:. Comme la loi dont dépend a: n’est
pas stable (puisque €» {5132 ; est fini et que ce n’est pas la loi de Gauss),
ni même semi—stable, on obtient ainsi un groupe de lois ayant la pro-
priété d’être des diviseurs de la loi de Gauss et qui dépend d’un
nombre illimité de paramètres distincts.

Pour les autres lois stables, on est effectivement conduit de cette
manière à un groupe constitué en partant d’une loi infinitésimale
unique, celle de Poisson. Mais il n’y a pas d’autre loi infinitésimale
que celle de Poisson, à l’aide de laquelle on ne peut pas reconstituer
la loi de Gauss, et la loi de Gauss elle—même.-Si donc le lemme III
était faux, les diviseurs de la loi de Gauss devraient constituer un
groupe ayant comme éléments constitutifs une ou plusieurs lois non
infinitésimales. Du point de vue formel de la théorie des groupes, cela
ne conduit à aucune contradiction. Cette hypothèse me semble toute—
fois peu vraisemblable, et ce sentiment, joint à celui que les consé—

_
quences du lemme sont très vraisemblables, me porte à croire à son
exactitude (‘).

3° Si le lemme est vrai, on peut le généraliser de la manière sui—

vante : x,, et y,, étant des variables devenant indépendantespour n infini,
six,,+y,, dépendd’une loi d’un type tendant vers celui de Gauss, il en
est de même de chaque terme (à moins qu’un des termes ne soit à la
limite négligeable à côté de l’autre, ou du moins que cela ait lieu
pour une suite partielle de valeurs de n). 

(‘) Il est en outre facile de vérifier l’exactituded’énoncés particuliers tels que
le suivant : si au dépend de la loi dujeu de pile ou face, on ne peut pas déterminer
la loi dont dépend )' de manière que x +)' dépende à un facteur constant près
de la loi de Gauss.
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Par hypothèse, il existe une variable y,, indépendante de .T,, et

dépendant d’une loi infiniment peu différente de celle dont dépend
y,, ('). Alors .1',,+y,, dépend d’une loi dont on peut supposer, par une
réduction convenable, qu’elle tend vers la loi de Gauss réduite. Les
lois dont dépendent les .T,, ont alors leur dispersion bornée par celle
de la loi de Gauss; elles forment un ensemble compact. Si les x,, ne
deviennent pas très petits, et s’ils ne dépendent pas d’une loi tendant
vers le type de Gauss, il y a nécessairement un type d’accumulation
différent. Le lemme montrant que cela n’est pas possible, s’il est vrai,
la généralisation indiquée est vraie aussi.

S’il en est ainsi, l’applicationde ce lemme à la somme S'“+ S,, donne
une démonstration simplifiée du théorème Y; il n’y a qu’à remarquer
que la variable S,',, nulle dans des cas de probabilité peu différente
de c_'fi, est d’un type très dilférent de celui de Gauss. Il suffirait même
d’avoir démontré que la somme z ne peut pas être du type de Gauss
si l’un des termes dépend d’une loi discontinue.

'16. ÉTUDE nes TERMES NON INDIVIDUELLEMENTNÉGI.IGEABLI£S. — Nous sup-
poserons maintenant que chaque terme .1',, dépende d’une loi L"“", qui
varie avec n; les .1',, restent indépendants les uns des autres. On sait
que la probabilité de la convergence de Ea‘,,, nécessairement nulle
dans le cas où J:’"“ ne dépend pas de n, peut ici etre égale à 0 ou ].
Si elle est égale à 1 (cas de convergence), chacun des termes est du
même ordre que la somme; si donc le lemme Ill est vrai, la somme ne
peut donc être du type de Gauss que si chaque terme est de ce type';
si le lemme III est faux, cette conclusion ne subsiste évidemment pas,
comme le montre l’exemple d’une série Ea,,(æ,,+ y,,) analogue à la
somme étudiée (_Q' 15, 2°).

Maçons—nous maintenant dans le cas de divergence; on sait que
dans ce cas la dispersion de S,, augmente indéfiniment, et n’estjamais
décroissante. Pour qu’un terme soit négligeable, il est donc nécessaire
et suffisant qu’il le soit devant la dispersion de S,, (ou de S,,_,); en
termes précis, quelque petit que soit a, la dispersion de u,, pour la pro- 

(‘
> Cette indépendance approchée est celle déjà considérée dans le lemme II;

il y a lieu de remarquer qu’elle ne fait pasjouer le même rôle aux deux termes.
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habilité 1 — & devra, pour ninfini, être infiniment petite par rapport à

celle de S,, (‘). Si d’ailleurs, tant pour u,, que pour S,,, on est sûr que
les valeurs de chaque signe ont des probabilités supérieures à un
nombre fixe, cette condition se simplifie; il n’y a qu’à écrire que,
pour s’ arbitrairementpetit, on a

(17) limft‘llu,,l>s’]S,,li=o.
n->œ

Pour plus de généralité,prenons la première condition, et désignons
par 7… le rapport des deux dispersions (celle de u,, au numérateur).
Si 7… ne tend pas vers zéro, il existe dessuites de termes non indivi-
duellement négligeables, pour lesquels X,, reste supérieurà un nombre
fixe 7… Pour que S,… et S,, soient en même temps àla limite du type
de Gauss, il est évidemment nécessaire que æ,,, pour les valeurs de n
correspondant aux termes non négligeables, soit à la limite de ce
type. Supposons cette condition vérifiée; les termes x,(v<n) non
négligeables devant S,, sont en nombre fini, et tous de type tendant
vers celui de Gauss, puisqu’un terme de rang fini est négligeable
devant S,, et que par suite le plus petit des v augmente indéfiniment
avec n; la somme de ces termes est donc à la limite du type de Gauss.

Le problème est donc résolu si la somme de ces termes, comme dans
le processus de formation des lois stables autres que celle de Gauss,
définit S,, à une erreur près relativement aussi petite que l’on veut.
Dans le cas contraire (que cela se produise pour toutes les valeurs de n
ou seulement pour certaines valeurs de n), il est ramené à l’étude de
la somme des termes individuellement négligeables.

Au sujet du rôle des grands termes, observons encore que, si le
lemme III est faux, la somme Ea”(œ,,+y,,) (notations du para—
graphe 15, 2°, et a > 1) donne un exemple de convergence intermit— 

(1) Le type limite de S,, s’obtient toujours en prenant un coefficient de réduc—
tion de l’ordre de grandeur de la dispersionde S,, pour une probabilitéy = 1 —— s

voisine de l’unité. Mais ce type ne peut être celui de Gauss que si cet ordre de
grandeur est indépendant de y. Pour la recherche des cas où le type limite est
celui de Gauss, on peut donc déterminer la dispersion de S,, pour une proba—
bilité fixe quelconque; mais celle de u,, doit toujours être calculée pour une
probabilité arbitrairement \roisine de l’unité.
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tente avec une rapidité des oscillations entre les lois tendant vers le
type de Gauss et celles qui en diffèrent, qui n’est pas possible si le
lemme est vrai; dans ce cas chaque oscillation correspond nécessai—

remsent
à un intervalle (n, n’) tel que S,, soit une fraction négligeable

de ,,,.

17. CONDITION D’APPLICATION DE LA LOI DES GRANDS NOMBRES. — Nous
supposons maintenant chaque terme d’indice très grand individuelle—
ment négligeable (‘). Nous introduirons un nombre X qui jouera le
même rôle qu’au Chapitre II, et définirons de la même manière æj,,
xl, S'”, SZ. La condition nécessaire et suffisante pour l’application de
la loi des grands nombres à S,! est toujours qu’on puisse déterminer X
de manière à vérifier à la fois les deux conditions suivantes : 1“ X2 est
petit par rapport à

n
'2— “1" _ 2 ’2.a,,_a ,_s,,}_Ea {m, },

1

2° La probabilité de SÏ, # 0, c’est—à-dire la probabilitéde l’existence
dans S,. de termes de modules dépassant X, est très petite.

Cette probabilité sera ici sensiblement, non nY, mais

n=2î{lævl>xl=zYw
l !

l’erreur étant de l’ordre de n‘”. Comme il n’y a pas de termes indivi-
duellement non négligeables, les lois des petites probabilitéssont tou-
jours applicables; le nombre des termes de 87, dépend de la loi de
Poisson et a pour valeur probable n.

La condition pour l’application de la loi des grands nombres est alors
en termes précis, que, quelque petits que soient & et s’, on puisse, pour 

(‘) Si, pour tout 5, la dispersion de u,. est négligeable par rapport ‘a celle
de S… on peut, en ajoutant au besoin une constante à chaque u… supposer
que u,. soit lui—même négligeable (sauf dans des cas très peu probables). Cette
constante peut d’ailleurs être choisie indépendamment de €; il suffit de la
choisir de manière que chacune des inégalités u,."Êo et u,.éo ait une proba—

bilite 2 ;- Nous supposons cette reduction ellectuee.
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tout n assez grand, déterminerX de manière que l’on ait à la fois
(18)

‘

xge'ag, ngs.

Si cette condition n’est vérifiée que pour une suite partielle de valeurs
de n indéfinimentcroissantes, la loi des grands nombres ne s’applique
que d’une manière intermittente. En effet, pour toute suite de valeurs
pour lesquelles, pour un systèmeparticulierde déterminationsde e et a’,
on ne pourra pas déterminerX de manière à vérifier à la fois les deux
inégalités (18), la loi des grands nombres n’est pas applicable, car il
pourra y avoir dans S des termes (de rangs non connus d’avance)non
négligeables devant la dispersion de cette somme.

Naturellement,si la loi des grands nombres s’applique, il y a con-
vergence vers le type de loi de Gauss. Les principaux résultats du
Chapitre II subsistent donc, à cela près que n et c',Ï n’étant plus pro-
portionnels à n, il n’est pas possibleen générald’éliminercette variable
et de ramener la discussion à l’étude d’une fonction simple de X.
Observons que, si le nombre X associé à chaque valeur de n est indé—
terminé dans un intervalle assez large, le nombre ail, qui est le coeffi-
cient de réduction tel queqË— — a dépende d’une loi tendant vers celle
de Gauss, est au contrairedéterminé, du moins à une erreur relative
près infiniment petite pour n infini.

18. Le THÉORÈME RÉCIPROQUE.

THÉORÈME VI. — S’il n’y a pas de termes individuellementnon négli—
geables, on ne peut obtenir de convergenceconstante vers la laide Gauss
que dans le cas où la loi des grands nombres s’applique.

Supposons en effet que, pour une suite de valeurs denindéfiniment
croissantes, on ne puisse pas déterminer X de manière à vérifier à la
”fois les deux inégalités (18). On peut alors le déterminer de manière à
vérifier à la fois les deux inégalités inverses

X _
(19) - nzs, ;=Vfl’>ê’-Il

Cela est bien évident, puisque, ou bien l’on a n = e pour au moins une
valeur de X, ou bien, quand X croît, n'franchit par un saut brusque la
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. . X . . .valeur &, et a ce moment ;,— var1e dans le meme sens que 11; Si donc les
inégalités (18) ne sont pas vérifiées après le moment considéré, c’est
que les inégalités (19) l’étaient avant. Nous pouvons donc supposer
ces inégalités vérifiées.

D’ailleurs le lemme Il s’applique toujours; du moment que chaque
terme est individuellementnégligeable, l’existence d’un terme ou d’un
nombre fini de termes de SZ, supprimant le nombre correspondant de
termes de S;,, est sans effet appréciable, et la dispersion de S,,, pour
une probabilité telle que 1 —

E’ est au moins égale à celle de S' donc" 9

à X > a’o',,. Si 5’ est assez grand et si ?] n’est pas trop petit, ce résultat
peut être incompatible avec l’hypothèseque

Ê’£
dépende d’une loi ten—.

dant vers celle de Gauss, et il ne peut être question (si n est assez
petit) d’un coefficient de réduction qui ne soit pas voisin de a,, (‘).
Si l’incompatibilité n’apparaît pas ainsi, elle apparaîtra sûrement si
l’on peut remplacer ?} et n’ respectivement par

3
et pn’, }) étant un

entier assez grand, fonction seulement de ‘q et n’ (ou de e et s’), mais
indépendant de n (“). Nous allons montrer que cela est possible.

Chacun des termes étant individuellement négligeable, la sommea?
varie d’une manière presque continue avec v, et l’on peut répartir les
n premiers termes de S,, en p groupes dont chacun donnera à la

!?
somme of une contribution égale à %, et cela d’autant plus exacte—

ment que n est plus grand. Pour un au moins de ces groupes (allant
du terme de rang n’+ 1 à celui de rang n”), sa contribution à la
somme ?] sera à} de sorte que n' et ?) se trouvent remplacés res-

pectivement par pn’ et par un nombre supérieur à
;’—J

On est donc sûr 
(‘) S’il était plus petit, on n’échapperait pas à la contradiction signalée; il ne

peut pas être plus grand pour la raison indiquée à propos du théorème V.
(’) Car pour la loi de Gauss la probabilité correspondant à l’intervalle

(—pn’, pn’) tend vers l’unité, quand p croît, beaucoup plus rapidement
que l — 1-

2p
»

Journ. de Math.. tome xw. _ Faso. IV, .935. 50
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que S,.—— S,. ne peut pas dépendre d’une loi d’un type tendant, pour
n infini, vers celui de Gauss.

Or le groupe considéré, puisque chaque terme est individuellement
négligeable, comprend un grand nombre de termes, de sorte que n”
croît indéfinimentavec n. Si n’:o, le théorèmeest démontré.Si n’> o,
n’ et n” croissent tous les deux indéfiniment; d’ailleurs S,,.—— S,…

puisque 5{ S',,.— S;,} diffère peu de
;—%,

est une fraction non négli—

geable de a',,, donc a fortiori de a{ S;,. }, et ne peut être négligé dans
l’étude de S,… Cette expression dépendant d’une loi d’un type qui ne
tend pas vers celui de Gauss, il est impossible que S", et S,,” dépendent
tous les deux de lois de types tendant vers celui de Gauss (').
Comme n’ et n” augmentent indéfiniment, nous avons établi l’impos-
sibilité de la convergencevers le type de la loi de Gauss.

CHAPITRE IV.
ÉTUDE DES SOMMES DE VARIABLES ALÉA1‘OIRES ENCHAINÉES.

19. SUR UN ramcwn GÉNÉRAL DANS L’ETUDE DES PROBABILITÉS EN CHAINE. —

Nous supposerons maintenant que la loi dont dépend cc,, soit fonction
de x,, x,, ..., æ,,_,. Nous désignerons respectivement par 9”… et 65, des
probabilités et des valeurs probables appréciées lorsque l’on connaît
x., x,, . . ., cc,; 9? et & correspondront à des évaluations a priori; les
notations E‘") et E£,”_’, désigneront alors respectivement les lois dont
dépend m,, a priori, et au moment de l’expérience déterminant cette
variable.

Soit A une propriété de la suite des æ,,; soit
(20) a=d>3£,,fi,,…,£……} 

(1) On remarque que nous n’avons pas utilisé le lemme 111; mais, s’il est
exact, il permet de simplifier le raisonnement et de ne pas s’occuper de la loi
dont dépend S…. L’extension au cas de la convergence intermittente, que nous
n'avons pas traitée dans le texte, est immédiate si le lemme III est vrai, mais
semble aSsez difficile à établir sans utiliser ce lemme.
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sa probabilité,évaluée dans le cas des variables indépendantesen fonc—
tion des 101s E’… La question suivante se pose tout naturellementsi l’on
passe au cas des variables en chaînes : a-t-on nécessairement
(2!) f°{Al=5{a3=5{0lfi'“yfl”,.-.,Êî{'_’.ll,
et, dans les cas importants où a: ne prend que les valeurs 0 et I,
peut-on dire que (A’ étant la propriété contraire de A)
(22) Œ{A,a=o}=Œ{A’,a=r}=o?
En d’autres termes, B étant dans ce cas la propriété de la suite des
lois B,, qui dans le cas des variablesindépendantes entraîneŒ{ A

:
= 1 ,

peut—on, la propriété contraire B' entraînant Œ{A } =o, dire que la
liaison entre A et B subsiste dans le cas des probabilités en chaîne, l’un
n’étant réalisé sans l’autre que dans des cas dont la probabilité est
nulle ?,

Contrairement à ce qu’onpourrait penser, la réponse n’estpas toujours
afirmatt‘ve. Prenons pour A la propriété suivante : il arrive une infi-
nité de fois que x,,_.: x,,= 1; si les variables sont indépendantes, sa
probabilité est toujours 0 ou 1, et l’on est dans l’un ou l’autre cas sui—
vant que la série

- 2Yn+m [Y»=‘Jî { æn=r &]

est convergente ou divergente; la propriété B est la divergence de
cette série. Supposons maintenant les variables enchaînées; y,, doit
maintenantdésigner Œ,,_, {x,,= 1 }. La liaison entreAet B subsiste-t—elle?
Pour voir qu’il n’en est pas toujours ainsi, il suffit de considérer le cas
d’un jeu de pile ou face, d’enjeu égal tantôt à 1, tantôt à 2, et chan-
geant chaque fois que a),… a été positif. Il est donc impossible que
deux valeurs consécutives de x,, soient égales à + 1; A n’est jamais
réalisé.

Pourtant il arrivera une infinité de fois que deux. enjeux consécutifs
soient égaux à 1, donc que'y,.-. y,,= %, et B est vérifié, sauf dans des

cas de probabilité nulle. _

L’explication de ce paradoxe est bien simple. Désignons par E,,

l’événementx,._. = x,,= 1. Quelqu’unqui ne connait que la succession
des lois E‘,{î, croit qu’on a risqué une infinité de fois la réalisation
de E… alors qu’il n’en est rien.
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Nous pouvons, en nous inspirant de cette remarque, indiquer dans
quelles conditions on peut appliquer sans risque d’erreur les for-
mules (21) et (22). Nous supposons que la propriété A, pour une suite
finie ou infinie d’expériences, exprime une propriété du nombre de
réalisations d’un événement En positif ou nul, fini ou infini. Cet événe-
ment E,, dépend essentiellement de as,, et peut aussi dépendre des expé-
riences antérieures. La condition essentiellepour l’application des for—
mules (21) et (22) est que, pour l’évaluation de on, on ne fasse intervenir
que les probabilitésa,,= 93,,_.{ En}, évaluéespour chaque E,, au moment
de la nié…” expérience,sans tenir compte des évaluations antérieures qui
peuvent être devenues fausses, si E,, dépend, non seulement de x,,,
mais aussi de x., x… ..., æn_.. _

Ainsi, la probabilité de la réalisation de E… pour deux valeurs n
et n' > n de l’indice, est

6{anôn{anr}}=ô{ôn{a,,oz…}} =5 {
oc,.a,,:},

et comme la probabilité de A se calcule dans tous les cas par des
applications répétées de la formule des probabilités composées et de

’

celle des probabilités totales, on voit bien que l’expression (20) de
cette probabilité s’étend sous la condition indiquée ci—dessus au cas
des variables enchaînées à condition seulement de remplacer l’expres-
sion obtenue

cp(ot,, ag, . . ., «,,, . . .)

qui est devenu une variable aléatoire, par sa valeur probable. La for—
mule (21) est bien établie; la formule (22) s’établit aussi sans diffi-
culté; nous n’aurons dans la suite besoin que de la première de ces
formules.

20. CAS DES VARIABLES ENCHAINÉES A DES MOYENNES passons 1NDÉPENDANTES.
— Les auteurs des recherches antérieuressur les variables enchaînées
ont toujours fait jouer un grand rôle à une condition de presque indé—
pendance, que M. S. Bernstein,notamment, exprime en faisant inter-
venir les moments des trois premiers ordres. Dans un travail récent,
cité déjà dans l’introduction, j’ai montré qu’on peut obtenir des résul-
tats simples en ne considérant que les moments des deux premiers
ordres, et en ne faisant intervenirque le premier dans la condition de
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presque indépendance, qui prend la forme
(63) 6n_,{æn}=o;

elle exprime que le jeu est toujours équitable.
Supposonsd’abord les x,, bornés dans leur ensemble, et posons

Il
;» _

Z:
2a,, _ 5v_,

{
x., }.

1

Supposons que pour chaque chaîne, sauf dans des cas de probabilité
nulle, of, devienne infini avec n; cela revient à supposer nulle la pro—
babilité de la convergence de 2x,,. Faisons, pour chaque chaîne,
augmenter n jusqu’à ce que a,“, ait une valeur donnée t; en raison de
l’hypothèse que les en,, sont bornés, on peut, si t est assez grand,
supposer a,“, égal à t avec une erreur relative aussi petite que l’on veut.
En arrêtant chaque chaîne à la valeur n ainsi obtenue, on obtient
une section à t constant; n devient une variable aléatoire, fonction
du paramètre t, et, au lieu d’étudier S,, pour chaque valeur donnée
de n, il s’agit, en posant S,,= $(t), d’étudier $(t) pour t donné. J’ai
montré que %î’ dépend (! ’une loi qui tend, pour t infini, vers celle de

t
Gauss.

Supposons maintenant les x,, non bornés dans leur ensemble;
donnons-nous X assez grand et définissons toujours xÇ, par les condi-
tions xÇ, = 0 ou a:, suivant que [x,

| > X ou non. Posons
II.

I‘ —1 ‘ ' “!a,?=Zèv_, {(æv—“ Ôv—1{ŒVi)'}a
!
Il

r…=2ff…{iævä>xî-
l

, . . . ,,
Pour chaque chaine, faisons toujours augmenter n Jusqu’à ce que a,,

atteigne une valeur donnée t; n,, aura alors une valeur 1], et 81 l’on a

(23) ffl{n>s}<Y,
& et Y étant simultanément très petits, la probabilité « de l’existence,
dans la somme $(t), d’au moins un terme de module dépassant'X sera
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au plus égale à Y + e (au second ordre près) et pourra être négligée (‘).
L’étude de $(t): Sn se ramène alors de celle de S'”: 2xÇ,. Si d’ail-
leurs il n’y a pas de terme non individuellement négligeable (et si a

et y sont petits il ne peut y en avoir que pour des chaînes très peu
probables) a',Ï varie d’une manière presque continue et peut être rendu
égal à t avec une erreur relative d’autant plus petite que t est plus
grand. L’eXpression section à t constant conserve donc un sens précis,
et pour chaque chaîne, sauf dans des cas très peu probables, U;. est bien
le nombre que le Chapitre III conduit à associer à la suite des
lois L‘,,”_’, (’). Cela reste vrai, quand t croît, jusqu’au moment où a et 7
ne peuventplus être pris simultanément très petits; pour aller plus
loin, il faut alors prendre une valeur plus grande de X.

En posant alors X = n' y'Ï, la condition pour que $(t) puisse ainsi
être considéré comme une somme de termes très petits est que a, n’ et y
soient en même temps très petits. En termes précis, à tout t assez
grand, on devra pouvoir faire correspondre une valeur X telle que a,
s’ et y étant arbitrairement petits, on ait en même temps n’< s’
et l’inégalité (23) (3).

‘

Si cette condition est vérifiée, le résultat rappelé tout à l’heure
s’applique à la suite des variables

yv=æir— 5n—1ixill

qui vérifient la condition t(?) et la condition |
y.[< 2X (X étant 

(‘) On peut donc mesurer la valeur de l’approximation commise en confon-
dant S,. et S',, par l’expression 6: Min [5 + 93 { n > a }]. On peut d’ailleurs, au
lieu des deux quantités distinctes & et y, n’introduire qu’un seul nombre E qui
bornera supérieurement, soit a, soit & {Îz }, ;; désignant ?; si ng; et 1 si n > r;
a et 6 { fi } sont du même ordre de grandeur.
' (2) Toutefois cela n’est pas. vrai, pour chaque chaîne prolongée indéfiniment,
au sens de la loi forte des grands nombres. Nous n’étudions que des probabilités
pour une valeur de t, très grande, et considérée indépendamment des autres.

(“) Cette hypothèse est un peu moins restrictive que celle que chaque chaîne
possible de lois L‘,{21 vérifie la condition du paragraphe 1.7, saufpour un ensemble
de chaînes correspondant à une probabilité totale nulle. Il y a entre ces deux
conditions la même différence qu’entre le théorème de Bernoulli et la loi forte
des grands nombres.
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petit par rapport a o',, = Ji). Pour qu’il s’applique à la suite des æÇ,, et
par suite à celle des æ,,, il suffit que chacune des lois Lî,"_’, soit symé—
trique; car dans ce cas y,,= æÇ. Nous appellerons cette condition con-
dition de symétrie ou condition (€. ). Nous avons ainsiétabli le résultat
suivant.

THÉORÈME VII. — Si chaque variable re,, (quelles que soient les valeurs
supposées connues desprécédentes)dépendd’une loi symétrique,etsipour
tout t assez grand on peut déterminer X de manière à rendre en même
temps a, n’ et y arbitrairementpetits, alors

3—52
dépendd’une loi tendant,t

pour t infini, vers celle de Gauss(‘ ).

Bien entendu dans cet énoncé, au lieu d’introduire l’inégalité (23)
et les nombres & et y, on peut introduire un seul nombre 5 qui devra
homer supérieurement «; donc il s’agira de rendre a et n’ simultané—
ment très petits.

La condition de symétrie est d’ailleurs plus restrictive qu’il n’est
nécessaire. En efi‘et :

t° On peut modifier la loi Ê‘,,”_’, pour les valeurs de a: dépassant en
module un nombre grand Î,, (pouvant dépendre de x., x,, . . .,æ,,-,).
Si la série ZŒ,…

! |xn | > X,,l a la probabilité de sa convergence égale
à l’unité, cette modification est évidemmentsans effet sur la loi limite.

2° On peut modifier la loi E‘,,"_’, pour les valeurs de w inférieures en
module à un nombre assez petit ÎL. Pourvu que X;, soit petit par
rapport à d'”, on peut prendre Î> Xl, et pourvu qu’en outre cette
modification soit sans effet sur la valeur probable, on peut remplacer
la loi E’î,”_’, par une loi symétrique sans changerni & _. { x',,} ni &… { æ,,’ },
et, asymptotiquement,cette modification est sans effet sur la loi dont

, $ !depend -—(—l-

\/t
3° Pour les valeurs de x de modules compris entreÎn et X… on peut

se contenter d’une symétrie approchée. On remplacera par exemple 
(‘) Il est entendu que la probabilité de la convergencede 2x,. est nulle. Cela

résulte implicitement de ce que, par hypothèse, t augmente indéfiniment.



394 PAUL LÉVY.

l’intervalle(_X, +X) par un intervalle dissymétriqne(—X… +X',,)
déterminé de manière que â,,_. {x,,} soit nulle. Pourvu que X,l et X'”,
vérifiant cette relation, puissentêtre pris petits par rapportà c’,,, et tels
que la somme qui remplace “@ soit petite, le théorème VIl s’applique
toujours. Si en outre les valeurs de x,, supérieures à X'” et inférieures
à — X,, ont des probabilités dont le rapport ne soit ni très petit ni
très grand, les raisonnements qui nous conduiront tout à l’heure au
théorème réciproque ne subiront aucun changement essentiel.

Ces remarques permettentde définir une condition(62) ou condition
de symétrie approchée, beaucoup plus large que ( C’. ), et qui peut rem—
placer (6.) dans l’énoncé du théorème fondamental. L’essentiel est
que la variable xÇ, déduite de x., en remplaçant par zéro les grandes
valeurs de x,, vérifie, en plus de la condition fondamentale du théo-
rème VII, la condition que la somme

Ze… { æ'. ;

1

soit, sauf dans des cas très peu probables, petiteparrapport à a',, = \/t.
Enfin c’est une remarque banalequ’on peut élargir encore la condi-

tion (G,); pourvu que la somme précédentediffère, non de zéro, mais
d’une certaine fonctionw(t) d’une quantitépre$quetoujours petite par
rapport à \/t, le théorème VII s’applique en remplaçant $(t) par
$(z) _ J£. _

Pour simplifier l’exposé, dans la démonstration du théorème réci—
proque, nous n’introduirons que la condition (G.), et non la condition
plus large (69). Mentionnonssimplement qu’on peut simplifierencore
beaucoup plus en introduisant la symétrie parfaite; non seulement
chaque loi Efi,”_’, serait symétrique, mais elle ne dépendrait que des
modules [a:. |, |sv2 |, . . ., |æ,…l.

21 . LE THÉORÈME BÉGIPROQUE.

THÉORÈMEVIII. —— Si la condition de symétrie est vérifiée et s’il n’y a ‘

pas de terme non individuellement négligeable, la deuæième condition
! ! r \ . . 3 tde [ enonce du théoreme V]! est necessaire et suffisante pour que —-(—ë

«?
dépénde d’une loi tendant,pour t infini, vers celle de Gauss.
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Il n’y a plus qu’à démontrer que cette condition est nécessaire.

Supposons donc qu’elle ne soit pas vérifiée. Donnons—nous X assez
grand, et faisons croître t jusqu’au moment où « [probabilité que le
plus grand terme de $(t), en valeur absolue, soit > X] a atteint ou
dépassé une valeur donné &; dire que la condition considérée n’est
pas réalisée, c’est dire qu’à ce moment, au moins pour certaines
valeurs, arbitrairement grandes, de X, ‘q'=% dépasse une valeur

\
déterminée s'; en outre, chaque terme étant par hypothèse indivi—
duellement négligeable, oc varie lentement, tant que n’ n’est pas très
petit, de sorte qu’à l’instant considéré on a eâa<2e. En d’autres
termes, pour des valeurs de e et e’ assez petites, mais fixes, il existera
des systèmes de valeurs de X et t, indéfiniment croissantes, pour
lesquelles n’ > E’ et eîoc < 25.

Dans ces conditions, cherchons d’abord une borne supérieure de
, X , - - ° , ; Il

€!3{
S,, > ;} Des1gnons par 5 cette probabilite, et par mn et— mn les

moyennes (compte tenu des probabilités) des valeurs de S'” respec-
. , . , . Xt1vement supérieures au plus egales a ;- On a

X,3m,,: (1 — {3) m,',, m,, > Î’ m,', > o,

')l=°‘î?îÔ'”î?+(t— 5)…‘,‘, >??—
On en déduit

||\/
|)”

r ' /t
t -- a 5 _4_.

‘
S

a { ,.) < 2 + X*

Divisons maintenant l’intervalle (o, t) en un certain nombrep de
parties égales;p sera pris assez grand, mais indépendant de t; pour :
croissant, comme il n’y a pas de terme individuellement non négli—

ll/\
\-

(24) €?
:

s,,

lt
geable, à chacune des valeurs

;—)
(h = I, 2, . . ., p) correspond une

section pour laquelle of a la valeur considérée avec une erreur rela-
tive arbitrairement petite. Il y a alors au moins un intervalle partiel
pour lequel la probabilité on,, de l’existence d’un terme x., de module

> X est 25 (car Ea,,ê a). Nous désignerons un tel intervalle par (t, t”).

Soit v, pour chaque chaîne contenant un ou plusieurs de ces

Jour-n. de Math., tome x1v. - Fasc. IV, …35. 5!
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termes, le rang du premier d’entre eux. D’après l’hypothèse de
symétrie, il y a une chance sur deux pour que a:, ait le signe de
S,_, — 3 (t’) et que par suite

[SV—$(t’)|>X.

La formule (24) limitant la probabilité que $(t”) — S,, ait le
signe contraire du précédent et soit en moduleèë» il vient

a . , X ou, M a [.z
J.»3lî—S(t)—$(t)l> ;i> ;(1— ;)Î" —2s>g$(r—_ÿî—g—se),

d’où, comme xg s’ fi,

æ{&>ëdfil> ip (I I;É;È-—ze') [$U”)—$U’)=E\/ä-]-
Or, 7, s et s’ étant fixes, on peut prendre }) arbitrairement grand.

Cette formule donnant pour les grandes valeurs de 5 des probabilités
qui ne décroissentpas assez vite, la loi dont dépend E ne peut pas être
rendue arbitrairement voisine de celle de Gauss, comme cela serait le
cas, pour n’importe lequel des intervalles partiels [%, (h+ z')£J»
si

Ê-£;—’
dépendait d’une loi tendant, pour t infini, vers celle de Gauss.

Il ne peut d’ailleurs être question, si a est petit, d’un coefficient de
réduction qui ne soit pas voisin de fi; s’il est plus petit, la même
contradiction subsiste, et il ne peut pas être plus grand pour la raison
indiquée à propos du théorème V. Le théorème VIII est donc
démontré.

22. LA SOMME D’UN NOMBRE DONNÉ DE TERMES : EXEMPLES ET REMARQUES.

I° Les théorèmes précédents s’appliquent naturellement à l’étude
de S,, pour une valeur donnée de n si a',, est constant (à une erreur
près relativement très faible). Tel sera le cas notamment si, les x,,
étant bornés, &… { x,,} et &… {wi} ne dépend que de n.

'Il y a au contrairg un cas important où une extension de ces théo-
remes montre que Tu ne peut pas dependre asymptot1quement de la
loi de Gauss; c’est celui Où, en posant S,, = a,, E,,, E,, dépend asympto—
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tiquement de la loi de Gauss et est (à peu près) indépendant de a…
La formule

5 l 551 = 5 l 051 l 5
1 8713 (P entiër)

montre que S,, ne peut dépendre de la loi de Gauss (à un facteur
constant près), que si les moments successifs Câ{ afj} varient en pro—
gression géométrique, ce qui n’est le cas que si a,, n’est pas une
variable aléatoire.

Je rappelle (renvoyant pour plus de détail à mon travail antérieur)
que cette circonstance se produit si c,, est à peu près indépendant
de $,… . Tel sera le cas (en supposant assurée l’application dela loi des
grands nombres), dans l’hypothèse de la symétrieparfaite, où chaque
loi E‘,{‘_’,, non seulement est symétrique, mais ne dépend que de |æ.|,
lac, [, . . ., |æ,,_.|; elle pourrait même sans inconvénient dépendre des
signes d’un nombre fini de termes précédant x,, (qui ne constituent
qu’une fraction négligeable de S,,_' ).

Dans ces cas, la condition que a,, soit constant (pour chaque n et à
une erreur près relativement très petite si n est grand)est nécessaire
et suffisante pour que S,, soit à la limite du type de Gauss.

2° Indiquons un exemple de cas où la somme de deux termes non
gaussiensconduit à une somme gaussienne; d’après cet exemple notre
lemme hypothétique Ill ne s’applique en tout cas pas aux variables
enchaînées, même dans l’hypothèse de la symétrie parfaite. Suppo—
sonsxégal à 0, a, ou — a, avec les probabilités 1 — a, %, %: y dépendra
d’une loi continue, symétrique, de densité f(y) ou g(y) suivant
que lx] sera nul ou non. Pour que la somme a:, y dépende de la loi de
Gauss, il suffit que

(I—d)f(æ)+d
.r’g(x + a) + g(æ --- a) : —’=_e_ï

? \/21t
 

condition facile à réaliser; il n’y a qu’à prendre g(æ) pair et au plus
egal à _l

\/2 e—ll.l'|+fly:’
0‘ n

et en déduire f(x). On peut d’ailleurs rendre à volonté les moments
+: .+°°[ fifU'> (bi— ! )”â’U'l d.”

*—ac
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égaux ou différents, de sorte que la loi de Gauss peut se trouver
obtenue, soit pour une section à t constant, soit pour une section à t
variable.

3° Voici un autre exemple, utile pour la suite: il n’y aura plus
symétrie, mais le jeu sera équitable (ce qui permet le calcul de a{ S }

par les mêmes formules que si les variables étaient indépendantes (‘ ).
-Donnons-nous une suite de nombres positifs )…, et, pour n> I,
prenons ou,, tel que S,,=i (1 + 7…)S,,_., c’est-à—dire que x,, a les
valeurs possibles X,, S,… et — (2 + 7…) S,,__,, leurs probabilités étant
proportionnelles à 2 + )\,, et X,, (pour )\,, très petit, la probabilité de

IlÀ .la seconde est donc N ;)- On a donc surement

lsnl=læli(I+)\il([+)‘zl--'(Ï+)\n)a
et pour les signes, la loi est symétrique si celle de x, l’est, et tend à le
devenir, quelle que soit la loi initiale E,, si la série Z)… est divergente.

Supposons alors que x, dépende de la loi de Gauss, et que pour n
indéfiniment croissant, )… tend vers zéro, et que la série 2)… soit
divergente. Dans ces conditions, tous les S,, sont du type de Gauss,
le coefficient de réduction étant

P,,=(1+ l,) (l+7x,). ..(l+7…).

Mais °'Î= 1 +æÏ(PÏ— 1) dépend de æî; la section n= const. n’est
pas une section à t constant. D’autre part la somme ZX, ne peut être
négligée que pour un groupe de termes pour lequel la variation
relative de P,, est aussi négligeable, et est grande si cette variation est
grande. Si donc, pour chaque terme de S,, pris individuellement, la
probabilité qu’il dépasse e,-| S,,| peut être négligée, celle que le plus
grand terme de S,, dépasse cette valeur tend au contraire vers l’unité.
Nous avons ainsi obtenu un exemple de tendance vers le type de loi
de Gauss, en écartant en même temps deux des hypothèses du théo- 

Il

(1) Nous entendons par là que 02 {
S,,

}
= 2 a‘2 { æv }, a"2 { æ3} étant la

1

valeur probable de a.?_,
{ æ.,} ; il ne faut pas confondre a‘ et a,,-,.
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reme VII (constance de a,, pour la section étudiée, et hypothèse des .

grands nombres).
4° Cons1déronsune suite de variables gaussiennesindépendantes an,.

(sans coeffic1enls, c’est-à-dire que ô{æî } = i; à chacune d’elles
assocmns une variable y,,, dépendant d’elle comme æ,, dépendait’ | r , .de S,.-. dans l exemple precedent, et etud10ns la somme

Sn=æ1+_y1+.. .+x,,+y,,.
Toutes les sommes S…, aussi bien que les sommes intermédiaires

S,,_' + x,,, sont du type de Gauss. On a ici
Il

-) ‘ .,a;,= > (1 + )…)-æ3,-
1

n

de sorte que si est variable; mais sa valeur probable est 2(1 + )…)",
l

et l’inégalité de Tohebychefl‘ montre aisément que l’erreur commise
en remplaçanta,, par cette valeur est relativement très faible, si le plus
grand des XÎ, est négligeable devant leur somme. C’est précisément la
condition pour que les grandes valeurs des y., soient négligeables,de
sorte que non seulement chaque terme de S,, est individuellement
négligeable, mais l’hypothèse des grands nombres est vérifiée. Dans
ce schéma qui conduit à la loi de Gauss, il faut donc conserver ou
abandonnerà la fois les deux hypothèses du théorème VII.

5° Voici un autre exemple, dans lequel nous définirons x,, d’après
deux formules différentes, qui alterneront à chaque retour au zéro de
la somme S,,_.; nous appellerons série l’ensemble des termes consé—
cutifs définis d’après une même formule. La première sera la règle du
jeu de pile ou face ordinaire, avec enjeu constammentégal à l’unité; la
seconde sera celle du jeu de pile ou face avec enjeu doublé chaque fois
(à partir du troisième coup de la série), de manière à augmenter les
chances d’un retour rapide au zéro; le premier enjeu A sera ter-
miné, soit en fonction du nombre 2p—1 des séries précédant celle
étudiée, soit en fonction du nombre total de leurs termes. Le
nombre probable des termes d’une série est 3 avec une seconde
formule; avec la première, il est infini (bien que la probabilité
d’une série infinie soit nulle). De ce fait, à l’aide des principes connus
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on déduit aisément la prépondérance du premier procédé; pour une
grande valeur de n, la probabilité que n soit choisi d’après la seconde
formule est sensiblement 3

' i, et 8—1 dépend d’une loi tendant vers
TC”. n

celle de Gauss. Mais le choix des A, s’ils ne sont pas bornés, influe
d’une part sur la valeur de a,., d’autre part sur la probabilité de
l’existence d’un grand terme dans S… Ici encore, une étude sans
difficulté montre que si les A sont assez grands pour que l’hypothèse
des grands nombresne soit pas vérifiée, on ne peut pas sans une erreur
non négligeable remplacer c,, par sa valeur probable. La conclusion
est la même que pour l’exemple précédent.

6° Voici enfin un exemple de convergence vers le type de loi de
Gauss d’un caractère beaucoup plus général. Soit d’abord une variable
aléatoire œ; désignons parf(a:) da: la probabilité qu’elle soit dans un
intervalle dx (avec une erreur aussi petite qu’on veut sur la proba-
bilité totale, la probabilitéélémentaire est de cette forme). Soit g(æ)
la plus petite des fonctions f(x) et

æ3[ __f1(x)— Êe -,

et soit 1 — et son intégrale (de — oo à + oo). Lions a: et m’ par la
relation ,[ mo —— g<&>] d£=j wo -— gŒ)]dî,

et définissonsypar les conditions suivantes : si f(x): g(æ), y = o;
sif(æ)>g(x), |y{ a les valeurs 0 et |æ’—-æ| avec des probabilités
pr0portionnelles à g(æ) et f(x)—g(æ); les deux signes de y sont
d’ailleurségalement probables. On voit aisément, en étudiant x +y, '

que le nombre et qui définit (ou borne supérieurement) l’écart de la
loi dont dépend a: et de la loi de Gauss, est rendu deux fois plus petit
(au moins) par l’additionà a: du termey. En recommençant, on obtient
une convergence rapide vers la loi de Gauss.

Faisons alors alterner le procédé précédent avec un autre, abso-
lument quelconque, que nous interromprons pour la p‘èm° fois lorsque '

l’on aura

:|
> al),

a: u’

Œ’S"<a£’_\/2LTÎ
e_î du

 

ô,,= Max [  
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a étant d’ailleurs, soit déterminé de manière à rendre 3,, aussipetit que
possible, soit égal à o{S,,}; les et,, sont des nombres donnés tendant
vers zéro. Quelque soit l’autre procédé, pourvu seulement que chaque
terme soit individuellement négligeable, il est clair que l’alternance
indiquée forcera la convergence vers la loi de Gauss; ce sera en prin-
cipe une convergence avec oscillations,et l’on peut régler l’amplitude
des oscillations en modifiant convenablement la règle suivant laquelle
on fait alterner les deux procédés. ,

Nous ne pouvons pas déterminer a,, sans faire d’hypothèse sur le
second procédé; mais nous pouvons étudier la part des termes choisis
d’après le premier procédé, tant en ce qui concerne la somme a,, qu’en
ce qui concerne la probabilité de l’existence de grands termes. La
conclusion de cette étude, que nous nous contentons d’indiquer, est
la même que pour les exemples précédents : si l’hypothèse des grands
nombres est vérifiée, la part du hasard est négligeable pour les termes
de of, que nous considérons; dans le cas contraire, le rôle prépon—
dérant de quelques termes fait que les variations possibles de a,“, ne
peuvent plus être négligées.

Ces exemples nous conduisent à formuler l’hypothèse suivante : si la
condition (8), pour le cas des variables bornées, et une condition de
symétrie approchée, pour le cas des variables non borne'es, sont vérifiées,
et si chaque terme est individuellement négligeable, on ne peut obtenir
asymptotiquement la loi de Gauss que si les deux autres conditions du
théorème VII (section à t constant et possibilité de négliger le plus
grand terme de S,,) sont toutes les deuævraies ou toutes les deux fausses.
Cet énoncé comprend deux propositions, dont l’une est le théo—
rème VIII (complété par les remarques finales du @ 20); il s’agit de
savoir si l’autre est exacte.

25. PRINCIPE D’UNE MÉTHODE vous L’ETUDE DES vsmmtes sucuxméss LES

rms GÉNÉRALES. — Nous supposerons seulement tous les ë,{x,.} bien
définis (sauf peut-être dans des cas dont la probabilité a priori est
nulle) et 65 {æ,,} = 0, cette dernière hypothèse n’étant pas restrictive
(il n’est pas question ici de section à t constant; nous nous proposons
d’étudier S…). Posons

J'v,n=6v{xnl _ëv—1i—L'nl l”âü: 6nl£nl=xnl,
Yv,n=yv,v+ v,v+—1 + - - - + )'v,n-
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Ces expressions représententrespectivement les parties de x,, et de S,,
qui cessent de devenir aléatoires au moment de la détermination de æv.
Chacune d’elles, avant cette détermination, mais après celle de æv_.,
a sa valeur probable nulle. On peut donc étudier la somme

S,.= Y…+ Y.,…+. . . + Y,…

par application des méthodes précédemmentexposées. Le fait que Y…
dépende de n n’empêche pas d’appliquer les résultats obtenus à l’étude
de S,, pour chaque valeur de n,

Ainsi, en supposant, les Y…, bornés dans leur ensemble, on pourra
définir la quantité ‘

n.

°'71=2 5v—1 {
Y3,n }

1

qui jouera le même rôle que dans l’exposé précédent. Seulement il
n’est pas sûr qu’elle croisse avec n, et l’on ne pourra pas définir les
sections à t constant.

Un cas d’application important de cette méthode est celui où y…
décroît rapidementquand n — v augmente; Y… tend alors rapidement
vers une limite Y… Chaque expérience, outre sa répercussion
immédiate sur æv, a bien un efl’et retardé, mais agissant seulement sur
un petit nombre de termes et atteignant vite sa valeur limite. On
pourra donc, sans grande erreur, remplacer S,. par une expression de
la forme

Y71 + Y2+ . . . + Yn—p+ Yn—p+1,n+ - - - + Yn,lla

et si 1) est assez petit pour que les 1) derniers termes puissent être
négligés, on pourra obtenir des résultats simples.

Je me borne ici à cette brève indication; j’espère revenir sur cette
question, et indiquer des applicationsde cette méthode. Malgré le rôle
que joue une hypothèsede presque indépendance de w., et an,, si n — v

est grand, le principe est assez différent de celui que M. S. Bernstein
a appliqué à l’étude de cas de ce genre, et semble pouvoir donner des
résultats nouveaux.


