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Sur les solutionsquadratique:de l’équation harmonique (A3 ,) ;

Pan M. A. Tu. MASLOFF.

'l . Les systèmes de solutions quadratiques de l’équation
020 6 ?.(Am) m—[—W+Wzle

sont donnés par M. Gambier dans un Mémoire inséré au Journal de
Mathématiques, t. IX, 1930, p. 333—361. M. Gambier a obtenu ces
solutions en considérant comme plus que vraisemblable que la condi-
tion fondamentale

'. 5) '. ”’ '. \H ’. ”’

‘EZlu<‘l‘)‘ “(Q) W”) —(3) %=°\ u lt \ V V

est nécessaire (‘). Dans la Note présente je donne la démonstration
de la nécessité de cette condition. Soient (i,—(i: 1 , . . ., n) les solutions
quadratiques de l’équation (A3,,) :

29?=U(11)+V(V).

On sait que l’équation ( A…) est transforméede l’équation

d'3z 2(El) dudv__ (u—v)“-‘”

par la solution particulière (» = (u — v)”(u + v) (la transformation 
(‘) Gunn, loc. cit., p. 340.
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de Moutard); soient zi(i=l, . . ., n) les solutions de cette équa—
tion (E,) qui se transforment en 0;(i=1, . .., n). D’après mon
théorème (Recueil Math. de la Soc. Math. de Moscou, t. XXXII, 1925,
p. 576), l’expression

I
(a — v)”*(u + v) (2353—29?)

est la solution de (E,), d’où

EZ%=U + V — 2[Cp,(lt)— ç2(V)] (u‘2— V2)+—(cp"+ <pî_,)(u __ V)2(lt + V).

Désignons par yi(i= 1, . . . , n) les solutions de l’équation
d’y _

du dv
_ 0

qui se transforment (') en z,-(i=1, . . ., n) par la solution u—-—v.

D’après mon résultat (loc. cit., p. 575), l’expression

I
u—v (E)"? — 25?)

doit satisfaire nécessairementà la condition

02 1 2 _—_p __ 2 d2 -2
duôv[ (2y’_2"’)]_— u — vâudv(E”’)'lt—V  

En intégrant nous obtenons

ZJ'î 32»? +(u — V) [MV(?'. — %)
+ 2vcp1—— 2u<pz+ 3v‘lcp’, — 3u2(Pl2+)\(lt)+P—(V)].

Dans cette équation remplaçons chaque fonction y,— par son expres—
sion

_}’i= Uoi(u)+ Voi(V)a

et dérivons en a, puis en 0; nous obtenons

ZU’3iV3i=-—6vcp'f— 6uç'5 ZU'3,—V$i=_- 6…PW— 6%”,

2U3iV’äi=—6<P'£'— 6u<Pä“a 2U’äiVä”i=—6<P‘.“ —- 6%“, 
(‘) Dunoux, Théorie des surfaces, 2° éd., t. 2, p. 171.
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d’où nécessairement

2(uuU'5. _ U$t)(V v;,",._ vgi)=o («).

On pose, d’après M. Gambier,
2(…—v,_z,—=u}+v',— ,u—v

d’après les propriétés de la transformationde Moutard nous avons
!Uni: — ui V0i=+ V',.

D’autre part, nous avons (d’après les notations de M. Gambier)
(lUi , dV,— ,%=U,, (W,-= —=V,-.un,—=

dv

En remplaçant dans la formule (‘) nous obtenons la condition de
M. Gambier I = o.

2. Considéronsplus généralement l’éequation de Darboux( )
029 __ 2ô'—’log[((u—v)œ](D) ôudv__ duôV 0

où tu est la solution la plus générale de l’équation (E,),
_ / / 2(“ “' fi) .“’—“ + 5 _ ..î»

l’équation (A32) est le cas particulier de l’équation (D) obtenu
Vi»poura=;etB=—g—-

Nous obtiendrons, si a’”# 0, B”’# o, par les mêmes considérations
la condition fondamentale

zl“"(%>m—“(U'>Mllfi'”<ä)…-fi"(Ë>”l“°
pour les fonctions U,-, V,—(i= 1, . . ., n) qui entrent dans les expres- 

’ G,AIBIBR loc. cit.p. 340.
Dmnoux. loc. cit..p. 172.

( )
(’)
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— L’ÉQUATION HARMONIQUE (A…).

sions des solutions quadratiques

9—(Uli)l V’,>’
2UQâlog[œ(u— v)]

‘— '— ___—__— 
a'” —ET” a’” dv

VÇ dl ° — .

>+2—@Vî
Æä(£t_—vfl+â(Uz— V:) (!=1, ...,n)

de l’équation (D).
Si a'”;£ o, B”’=o, la condition prend une forme plus simple, et se

réduit à
2(“'”U"JiV'3i—d“‘U'LiVÏn)= 0

pour les fonctions U…—, VO,—; enfin, si a”’=o, B”’=o la condition
recherchéese réduit à

2U'äf‘"äi= 0,
a

ce qui est évident a priori, car (D) devient simplementW = o et
3 r : Ilon & pose 0,—= U0,-+ Voi'


