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SUSPENSION ÉLASTIQUE DES PENDULES. 113 
Théorie de la suspension élastique des pendules;

Pu M. J. HAAG.

INTRODUCTION.

La théorie de la suspension élastique des pendules a été faite pour
la première fois par Bessel (Astron. Nachrz‘chten, 1843, p. 136 à 159),
dans le cas où la lame électrique est à la fois mince et courte. Dans son
Mémoire, l’illustre astronome se préoccupe uniquement d’évaluer la
longueur du pendule synchrone, en fonction des caractéristiques de
la lame et de l’amplitude 00 de l’oscillation. Il se borne d’ailleurs au»

calcul du terme constant et du terme en 03. Malheureusement, il se
trompe dans ses approximations (‘) et ces deux termes sont faux,
comme on peut s’en rendre compte en passant au cas limite de la
suspension par fil.

M. Keelhoff (Journal Suisse d’Horlogerie, janvier 1906) a également
'

étudié la question, mais en se plaçantsurtout au point de vue pratique
de la fatigue de la lame et de la souplesse de la suspension.

M. Le Rolland (Thèse de Doctorat, 1922) semble être le premier 
. 1 . u . .(') A la page 151, Il remplace p et p’ par ;sm;- Il commet amsx une erreur

de l’ordre de cp’— u; ce qui se traduit par une erreur de l’ordre de 92 dans son
équation (16), qui est l'intégrale des forces vives. Il remplace également cp’ par u
dans les crochets de ses formules (14); ce qui a une répercussionanalogue. Ces
erreurs influent sur le terme constant de sa formule (20).

A la page 150, il néglige le carré de cp’—ç, pour éviter les transcendantes
elliptiques dans l’intégration de l‘équation de la lame. Cette approximation a
une répercussion sur le terme en 95. ,:
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114 J. HAAG.

auteur qui ait traité le problème d’une manière à la fois correcte et
complète, en ce qui concerne la première approximation. Il a égale-
ment donné le principe d’une méthode permettant d’atteindre la
deuxième approximation. Mais, il n’a pas développé complètement
ses calculs et s’est borné à en indiquer le résultat dans quelques cas
particuliers (‘ ).

En 1929, M. Tricomi (Nuovo Cimento, mars 1929) a publié une
théorie de la première approximation, qui ne diffère pas essentielle—
ment de celle de M. Le Rolland.

Trois mois après (Comptes rendus, 3 juin 1929), j’ai publié à mon
tour une théorie analogue, sans connaître, bien entendu, les recherches
de mes prédécesseurs (’).

Dans tous ces travaux, la lame est supposée uniforme. Or, il arrive
dans la pratique qu’elle ne l’est pas, parce qu’on la perce par exemple
d’un trou. Après avoir fait la théorie complète de la lame uniforme,
j’ai essayé de l’étendre àla lame non un:forme (3) et je me suis aperçu
immédiatement que le cas général est en somme plus simple que le
cas particulier, parce qu’il évite le détail de certains calculs.

C’est cette théorie générale et complète (“) qui fait l’objet du pré-
sent Mémoire.

Dans un premier chapitre, j’étudie le mouvement en première
approæimation. Je mets en évidence le rôle fondamental des points
que j’appelle les foyers. J ’évalue l’influence de la température sur les

-deux périodes. J ’examine les différents modes de lancement du pen-
dule. J’étudie la forme de la lame, sa fatigue et sa souplesse. Je déter— 
( ) Ses calculs comportent d’ailleurs des erreurs, car, dans le cas de la sus-

pension ordinaire (p. 206), sa formule (15) ne donne pas la correction clas-
sique iâ’ lorsqu’on suppose une lame infiniment mince. Cf. n° 79 du présent
Mémoire.

(’ ) J’avais égalementesquisse la seconde approximation. mais sans poursuivre
les calcu15, de sorte que je n ’ai rien publié3 ce sujet.( ) Cf J HAAS, Théorie générale de la suspension élastique des pendules
(Comptes rendus, 6 juin 1939, t. 1%, p. 2021).

(") J’ai fait aussi la théorie d’une méthode d’approæimations successives,
permettant d’obtenir l’approximation de n’importe quel rang. Mais la seconde
approximationparaît largement suffisante dans la pratique.
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mine enfin la position de l’axe de la fourchettepour le meilleur fonc—
tionnement de l ‘échappement.

Le Chapitre II est consacré à la théorie des perturbations. J ’applique
cette théorie à l’erreur d’isochronisme, aux erreurs d’encastrement, %!

l’influence de l’inertie et du poids de la lame, aux corrections de la loi
de la fleæion plane, aux frottements internes et aux dissymétries de la
lame.

Dans le Chapitre III, j’exa‘mine ce que deviennent tous ces résultats
dans le cas de la lame uniforme.

Dans le Chapitre IV, je traite directement le cas de la suspension
par fil et je vérifie que les résultats obtenus sont bien d’accord avec ce
qu’on déduit du chapitre précédent, quand on suppose que l’épaisseur
de la lame tend vers zéro.

Dans le Chapitre V, j'examine le cas particulier du pendule ponc-
tuel et aussi le cas où l’on peut obtenir des battements entre les deux
oscillations.

Le Chapitre V1 est consacré au pendule à lame courte. Les formules
de la théorie générale se simplifient par approximation.

Le Chapitre VII contient la théorie complète du pendule de gravité
à suspension directe, avec le calcul du coefficient de sensibilité, des
corrections de température, de l’erreur d ’isochronisme, des erreurs
d’encastrement et de l’influence des dissymétries.

Le Chapitre VIII expose la théorie du pendule de gravité à lame
renversée, qui se déduit de la théorie précédente par une modification
très simple.

Enfin, le Chapitre IX étudie deux exemples de lame non uniforme.
J’aurais voulu consacrer un dixième chapitre à des exemples numé—

riques concrets. Mais, j’ai craint de trop allonger ce Mémoire et je
me réserve d’étudier les applications dans une publication plus
technique. ‘

CHAPITRE I.
PREMIÈRE APPROXIMTION.

1. Éommons DlFI-‘ÉRENTIELLESDU PROBLÈME. — Soit OA la partie libre
de la lame, qui est encastrée en 0 dans le support fixe et en A dans la
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tige du pendule. Nous supposerons que la tangente Ox en O est verti—
cale et que la tangente AT en A passe par le centre de gravité G du
pendule. Nous poserons AG: a.

A l’axe Ox, nous adjoignons l’axe Oy, perpendiculaire à Ox et
dans le plan d’oscillation.

Appelons oc, B les coordonnées de A et 6 l’angle de Ox avec AT.
Ce sont les inconnues dont dépend le mouvement du pendule.

Soient maintenant E le module de Young de la lame et I le moment
d’inertie de sa section droite par rapport au plan neutre. Si la section
droite est variable, ce moment d’inertie est une fonction quelconque

. . . A I l . .de l’absœsse curv1hgne s: OM; et l’on pourrait au551 1magmer
que E dépend de .v.

Soit m la masse du pendule. Nous poserons

M _ 131_ mg(1)

et nous considéreronsM comme une fonction connue de s.
Appelons mgN le couple d’encastrement en A et mgX, ng les

composantes de la réaction d’encastrement. Soient x, y les coordon-
nées du point M de la fibre neutre et cp l’angle de Ox avec la tangente
en ce point. On a, d’après la théorie bien connue de la flexion plane,

d(2) M£=N+(a——x)Y—(fi—y)X.
En outre,

dx_ dy_ .(3) Æ—°°“?: Æ—S‘“°P'

Les forces agissant sur le pendule {sont son poids mg, appliqué
en G, le couple — N et la force (— X, — Y) appliquée en A.
,Appliquons le théorème du centre de gravité; nous avons

(4) ma”—ma9"£cosô—ma9”sinâ=mg(1—X),
(5) mÇ”—— ma6'%in9+maô”cosô=… ng.

Appliquons maintenant le théorème du moment cinétique par rap—
port à G : »

(ô)
. I56”:—N—t—a(YcosÔ——-Xsinô),g
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en appelant R le rayon de gyration du pendule par rapport à l’axe
passant par G et perpendiculaire au plan x0y.

Les équations (2) à (6) constituent les équations différentielles du
problème.

2. INTEGRATION DE L’ÉQUATION DE LA LAME. — Dérivons l’équation (2)
par rapport à s, en tenant compte de (3) :

d dcp , . ,(7) Æ(MÆ)_Xsmo-—ïcosqp.

Si l’on se borne aux petites oscillations, on a, en considérant 0 et cp

comme des infiniment petits du premier ordre et négligeant le second
ordre dans (3) et (4 ),

où la désigne la longueur de la lame.
L’équation (7) se réduit à

d .(8) Æ(M<P')=<P—lfi

Considérons l’équation différentielle
(9) M o” — v = o.

Appelons v et w les solutions définies par les conditions suivantes :

(IO) VB=Vî=—x, w'0=o, w3_=1,

Posons
(Il) q>1=1+v_', cp==w';

de sorte que
(12) Ÿto=(PfA=oi Ÿ!o=o, CPE/.:!-

Posons enfin
(13) 9=Y91+9+=-
D’où

_ Y a(14) <P’= _Æ_°Z.
M
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On vérifie aisément quecette fonction satisfait à l’équation (8), quels
que soient Y et 0. De plus, on a

(90:09 (P)i= 6,

conformémentaux conditions d ’encastrement.

5. PROPRIÉTÉSnas FONCTIONSv ET w. — On a d’abord

6Îç(vw'—— wv’): vw”—— wv’= o,

d’après (9). D’où
(15) vw’-— wv’=w…

d’après (10). En particulier,
(16) vx+wx=wo,

La fonction M est positive (—' ). On en conclut que 0” a toujours le
signe de v. Si, pour une certaine valeur :, de s, 0 et v’ sont positifs,
ces fonctions demeurent positives et croissantes pour s>s,. Si elles
sont négatives pour s=s,, elles sont négatives et décroissantes
pour s > :. .

De cette simple remarque, ou conclut d’abord que V., est nécessai-
rement positif, sans quoi 0’ ne pourrait plus prendre la valeur —1
pour :=)… De même, % est positif, afin que w’ puisse atteindre la
valeur + 1 . En outre, %> w… '

De la propriété précédente résulte aussi que &” s'annule au plus
une fois; donc, 0’ ne peut avoir plus d’un maximum ou minimum.
Comme v',',> o, 0’ commence par croître et reste constamment supé-
rieur à — 1, quand : croît de o à 1. On en conclut que la fonction
: + w est croissante dans cet intervalle. Donc,
(17) fi,=).+w— vo>o.

D’autre part, v’ prenant la valeur — 1 pour s=o et pour :=)…
v" et par suite v s’annulent une fois et une seule dans l’intervalle. Il en
résulte que w<o. L’inégalité (17) nous apprend ensuite que B,, vo
et — v; sont inférieurs à X. 

(‘) Sauf dans le cas de la lame renversée (n° 100).
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Voici encore une autre propriété, qui nous servira plus tard.

L’identité (15) nous donne
)\£a_fl_ fids>lWo,

w0 W"A 0
w2 w{

 
puisque la fonction w est croissante. Cette inégalité s’écrit, en multi—
pliant par woM et en tenant compte de (_ 16),

(18) 51M+Vî<—Àvx(x+ %)<—21m<21*.

Voici enfin une dernière remarque. On a
'

x ‘Aw]: W”dS=f -—ds_fo ., M

Soient M. et M,: uM, le minimum et le maximum de M, quand s

croît de o à 1. On déduit de l’égalité ci—dessus

M,< Kw,, M,> kw0

 
ou

M=<Xawx, M > &;
1 \ P.

d ou
}(lg) WO <M<)\HWA.

4. CAS DE LA LAME svmÉrmoua. — Supposons la lame symétrique par
rapport à son milieu; autrementdit, M est une fonction paire de s—— 5-

Considérons la solution 39 de l’équation (9) qui s’annule pour s =
-È

et
dont la dérivée prend, pour cette même valeur de 3, une valeur arbi-
traire A. Cette solution est une fonction impaire de s— à- Détermi—

nons A de telle manière que la dérivée æ’ ait la valeur —— 1 pour s = 0.

Comme cette dérivée est fonction paire de s— à, elle prend aussi la

valeur — 1 pour := 1. On en conclut que la fonction ne n’est autre
. . . . 1que la fonctzon v, laquelle est donc une fonctzon zmpazre de s — ;- En
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particulier, on a

(20) v;=—v… B,=À—zv… w,\=w,+v0

5. CALCUL DE Y ET N EN FONCTION DE 0 ET ?. — On a

(21) Ô=f çds=Y@,+9@æ
0

en posant
(22) ôi=l+v‘A—Voy ÇZ=M—_Wo=_vl-
D’après le n° 5, ces deux coefficients (3, et B, sont positifs.

De l’équation (21), on tire
(23) Y=B+ÛV;_

@.

On a ensuite, en faisant s=l dans l’équation (2) et tenant compte
de (16) et (22),

. 2
(24) N=Mx<PÂ=Yv—L+Ûwl=w%fiM. 1

6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU MOUVEMENT. — Si l’on néglige le
second ordre, les équations (5) et (6) se réduisent à

fi”+ a9”=— gY,
R”0”= g(—— N + aY — a9)

ou, d’après (23) et (24), (25) fi”+a9”=gp—z%_—Ês{

(26) R290=gfi(a_VÀ)—Ûla(l‘—Vo)+"ä+61“’k]_
1

7. INTEGRATION DES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT. —— Le système linéaire
ci—dessus peut être intégré par diverses méthodes, élémentaires et
bien connues. Nous adopterons la méthode des variables canoniques.

Cherchons, sur la tige du pendule, un point F qui soit animé d‘un
mouvement sinusoîdal, quelles que soient les conditions initiales.
Posons G—F =z. L’ordonnée de F est
(27) y=fi+(a+z)ô.
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On a, d’après (25) et (26), ,u=gÔ=9— @ + é_’_î

5(a— V).) — 9[a(7\ —— v,) + v—2 + b1wx] :_ n‘-‘y,
51 R 51

à condition que l’on ait
(28) %6.=:— ,%(a_…,

2 z(29) %(a+z)fia=—Bz+ ñz[a(Â—vo)+vî+ôth].

Eliminons n2 entre ces deux équations; il vient

_a2+al—Rî—a(Vo+v—,_)+v—Î+B,w,
a—v—,_ —R2=0.(30) 52 + 

Cette équation a toujours deux racines réelles et de signes
contraires. Donc, ily a deuxpoints répondant à la question. Ces deux
points, que nous appellerons les foyers, sont situés, de part et d’autre,
du centre de gravité. Sauf avis contraire, nous désignerons par F le
foyer inférieur et par F’ le foyer supérieur. Les racines correspon—
dantes de (30) seront représentées par : et z'. Elles satisfont aux
relations
(31) zz' =—— R2,

(32) (a—cq)(z+z')+a2+aÀ—R2—a(vo+n)+vï+fi,uq=o.
D’où l’on déduit, par addition, et pour éliminer R,

(33) (a+z—v,)(a+z'—w_)=—fi,(a+vw).
En portant 2 ou 2’ dans (27), on obtient les deux variables canoniques.

, . 27[8. CALCUL DES 1>Émoons. — La periode de F eSL Î’ et l’on a n

par (28). En tenant compte de (31), on peut écrire

(35) fil:—$,
en posant
(35) K=- ““”—:_”,

51
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ou, d’après (33),
(35) _ a+w—A_a+z—V)‘

On a des formules analoguespour n’ et K’, en intervertissant z et z’.
Signalons l’identité

a + on
51’ (37) KK’=——

qui résulte de (33).

9. CONDITION D’EXISTENCE DES DEUX VIBRATIONS. —- D’après (34), K doit
être positif. Comme @. > 0, on doit avoir
(38) a+z’——v;<o.

Au contraire, K' doit être négatif. Donc, on doit avoir
(39) a+:—v;>o.
D’après (33), on en conclut
(40) a + M > o.

Réciproquement, si l’on a (40), les quantités (38) et (39) sont de
signes contraires et, comme la première est la plus petite, les inéga—
lités (38) et (39) sont vérifiées. Donc, pour que les deux vibrations
existent, il faut et il suffit que a soit algébriquement supérieur à la
distance critique
(41) as:—W}.-

Si a <a., les quantitée (38) et (39) sont de même signe. D’autre
part, on a a < m, car — w, < v,, d’après (16). Donc, l’inégalité (38)
est vérifiée et (39) ne l’est pas. Le foyer inférieur F peut seul vibrer;
le foyer supérieur F' est en équilibre instable. Comme on ne peut pas
réaliser rigoureusement cet équilibre, les oscillations du pendule sont
pratiquement impossibles.

10. CALCUL DES entres VARIATIONS DE PÉRIODE. — Il peut arriver que,
pour une raison accidentelle quelconque, l’une des quantités a, R, )»

varie légèrement. On peut aussi imaginer que la fonction M subisse
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un petit accroissement. Proposons-nousde calculer la répercussion de
ces variations sur l’une ou l’autre des deuxpériodes.

Nous avons, d’après (34),

ï— Î_2dT dn_ 1 dz’ dK
”<? _

K )
S' I’ l l d 35 b '

1 on ca cu e Î au moyen e( ), on 0 t1ent

dT_ dz' a — V)_ da—dw+de,“” 2î—“7' KB.
+

KB.
' 

On peut aussi calculer % au moyen de (36). D’autre part, on a,

d’après (3 l),
__2—-dz+dz’_ dR? 7 a

En éliminant dz au moyen de cette relation, on trouve
— dB

dT dz’ a_p—, d“'-dW1+K(da——dw)+2Kz_R
(43) 2_—_I_K l .

z a_ai a....tl1T
 

I
En éliminant

%—
entre (42) et (43), il vient

(44)
2QÊ—T

:
2KzÎJR—R

+ (2K — i)da + K2(dÀ — dv0) + K(K — 2)dv; —— don,

en posant
(!!—5) Q:“ _ai+K2pl=K(z_z/)'

“ CALCUL DE %, CÆ)-‘, Œ- — D’après sa définition la fonction v' dk dl dl ’
est une fonction des deux variables s et X. Posons

_êï“_01
Cette fonction a satisfait évidemment à l’équation (9). En outre,

du _ àv'(46)
0—3 —\äï'
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Pour 5 = 0, cette identité donne
HAAG.

du dv'(47) ($)n=d—;=o,
d’après (10).
Pour s=X, on a

(«Lv' + «La _ dva _
ds ds —A

_
d_Â

_ 0’

d’après (10). D’autre part,
v’ ”_ VX _ V _ ü'

On a donc
du _ v—A(48)

<ô_S/i__ M_>

La fonction u est une solution de l’équation (9), définie par les
conditions (47) et (48), analogues à (10). On en conclut que

 
W V}.

De même,
dw W:.

V(50)
F}?

—_ M_)\W.

On en déduit
(51) %- ff __ "‘/.Wo %_ w—,\w0.

d)‘ _ d)‘ 0_ MX
’ d)\ _

M‘,\

Puis, Ë_ d" +ÊË _ ViW;.

(5) di“‘ Îs ail—_ _M—,\’
2

Î)Î _ Ë+Î )\_ _ m‘
Comme vérification, la formule obtenue en dérivant (16) par rapport
à X est vérifiée identiquement.

12. CALCUL DE dv.,, dm, dwu roux UN PETIT ACCROISSEMENT DE LA

FONCTION M. — Supposons que la fonction M subisse le petit accrois—
sement eM, où & désigne une très petite fonction de s. Soit æ
l’accroissement subi par la fonction 0. On a

(53) Mm” ——æ=-—— eMv”
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et
xÇ,=æi=o.

En appliquant la méthode de la variation des constantes et tenant
compte de (15), on trouve
(54) $=AV+(B+A‘,_—B‘,_)W,

en posant

(55) A=—1f£wv”ds, B=—Ïlfevv”ds.wo 0 wo _,0

On a des formules analogues pour les accroissements subis par la
fonction w; il suffit simplement de remplacer v” par w” dans les
formules (55).

Nous avons maintenant
A

dvo=x0=(A‘A—B—A)wozf%(v+w)vds,
(56) ,

°

‘5dw =f —(v+w)wds;0
0 M

puis, en tenant compte de (16),
)\

€
dV‘,_: a“).: A;Wo:] Î/Ï WV ds,

0

X
8dw,=f _ w'-’ ds.

0
M

Comme vérification, l'équation obtenue en difl‘érentiant (16) est
satisfaite identiquement.

(57)

15. CALCUL EXPLICITE DE ÏTÏ — Portons (51), (52), (56), (57)
dans (44); il vient, après un calcul facile,

)
(58) 2Q%£=2Kz%+(2K—1)(da+dï)+Ë.dÂ—f €Pd8,

0

en posant
_ (Kv+w)z.(59) P_—_M_
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14. INFLUENCE D’UNE VARIATION DE TEMPERATURE. — Appelons on et ou’ les
coefficients de dilatation linéaire de la lame et du pendule, ce dernier
étant supposé homogène. Soit, d’autre part, {3 le coefficient thermo-
élastique de la lame. Si la température augmente de 1°, on a les
accroissements suivants :

d dB dÂ dE dia_ I =“, _E_=B, T=4a, E=Ô+4d.a _Î=a’ Î
Portant dans (58), on obtient

dT(60) 2Q-î,—: sza’+ (2K — I)(a’a + aÀ)+ alP—A — ({3 + [.a)G=,

en adoptant la notation définie par (79).

15. INFLUENCE D’UNE VARIATION DE g. — On a

E = — È
(?

De plus, en différentiant (34), il faut tenir compte du facteur g, ce
. Tqui ajoute — —-d—ga d —On obtient ainsi

2 g T
'

dT _ 1 dg(61) î — ; ? G»

en posant
(62) G =— I + %-
Le coefficient G sera appelé le coefficientde sensi"bzlzté.

En rapprochant cette formule de la formule (80), on a la formule
remarquable

2 W
mgQ’_

où W représente l’énergie de déformation de la lame pour une élan—
gation dun radian. ‘

 (63) G=—I+

16. OSCILLA'IION PRINCIPALE ET VIBRATION PARASITE. —— Nous appellerons
oscillation principale le mouvement du pendule quand le foyer
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supérieur F' reste fixe (‘). On a, dans ce cas,

(64) Ô+(a+z’)6=o.
Portant dans (23), il vient
(65) Y: K9.

Portant dans (13) et (14), on a ensuite

? = 9(Kq>. + %>.
(66) d_<p : 9

K p + w_
ds M

Nous appellerons vibration parasite le mouvement du pendule
quand le foyer inférieurFreste fiæe. Il est déterminé par les équations
précédentes, où l’on doit simplement intervertir les racines z et z’.

Le mouvement le plus général résulte de la superposition de l’oscii— .

lation principale et de la vibrationparasite.

17. DÉTERMINATION DU MOUVEMENT I>AE LES CONDITIONS INITIALES. — Les
mouvements des deux foyers se déterminent séparément si l’on
connaît la position et la vitesse de chacun d’eux au temps zéro. Ces
positions et vitesses résultent elles-mêmes de la connaissance de la
position initiale et de la vitesse initiale du pendule. Le mouvement de
chaque foyer étant obtenu, on en déduit le mouvement du pendule.

Nous allons examiner explicitement quelques cas particuliers,
correspondant à des manières concrètes de lancer le pendule.

18. LE PENDULE EST ABANDONNÉ SANS VITESSE INITIALE. — Imaginonsque
l’écart initial soit réalisé en exerçant une force Q perpendiculairement
à la tige, en un certain point B, défini par KË: b. La réaction exercée
par la lame se compose du couple — N et de la force (— X, — Y). En
annulant la somme des projections des forces extérieures sur Oy et
leur moment résultant par rapport à B, on obtient, au second ordre
près, les valeurs initiales suivantes de 0 et de {3 :

Q b — V}_ _ Q b—Vx _(67) o— nÎêcÈî’ po—'m—g(fii—Vxñ) 
(‘) En première approximation, bien entendu.
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L’amplitude A du mouvement de F est la valeur initiale de l’ordon—
née y donnée par (27). En tenant compte de (35) et (36), on trouve

(68) A: [”à—”W-
On voit que l’amplitude du mouvement de F est proportionnelle à la
distance F’B (‘ ).

On a l’amplitude A’ du mouvement de F’, en remplaçant F’ par F
et K par K’ dans (68). Elle est proportionnelle à la distance FB (”).

En divisant les deux formules membre à membre et tenant compte
de (35) et (36), on obtient

5 __ @ (a+z—v;_)”_(69) A' _ îB {Ma—a.)

Cette formule nous permettra de comparer les amplitudes de l’oseil—
lation principale et de la vibration parasite.

La formule (68) nous apprend que, pour que l’un des foyers ne
bouge pas, il faut attaquer le pendule à l'autre foyer. En particulier,
pour éviter la vibrationparasite, il faut attaquer en F.

19. LE PENDULE EST LANCÉ PAR UN cuoc. —— Supposons que le choc
s’exerce au point B précédent. Ecrivons la conservation du moment
cinétique par rapport à ce point (“) :

 (70) (fiÇ,+a93) (a—b)+R”93=o.
On en déduit la vitesse du foyer F :

, ?(71) V0=605 Ê '

La vitesse de F’ est donnée par une formule analogue. 
(‘) Remarquer aussi que A a le signe de @. Donc, le point F va du côté

de Q ou du côté opposé. suivant que B est au-dessous ou au-dessus de F’.
(”) A’ a le signe de B_F. Donc, F' va du côté de Q ou du côté opposé, suivant

que B est au—dessus ou au—dessous de F.
(3) La percussion de réaction de la lame doit être considérée comme nulle.

La réaction qui s’exerce en A ne dépend, en effet, que de la déformation de la
lame et cette déformation est très petite, si le choc est très sec. Tout se passe
comme si le pendule était libre.
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Comme au numéro précédent, on voit que, pour que l’un des foyers

reste au repos, llfaut exercer le choc à l’autre foyer.
Les amplitudesdes mouvements vibratoires pris par F et F’ consé-

cutivementau choc sont
Vo V‘(72) A: “;;

) AI= î; ‘

Leur rapport est _
(73) A_(a+:——v—QR BF'

A' JÈ<_—”_) FF

20. Supposons que le choc soit produit par une masse m', lancée
horizontalementcontre la tige, avec la vitesse V. Soient V’ la vitesse de
cette masse après le choc et h le coefficient de restitution, qui est
compris entre zéro (choc mou) et un (choc élastique). On &

_v'+ (31, + bô},=hV,
m(ô'0 + a01,)+ m’V’= m'V.

En résolvant le système formé par ces équations et l’équation (70), _

on trouve
(74) 9'o=(l+h)V b—a

(a—b)‘-’+ R2(1+ %)
 ,

(a— b)’—’+
R2<1_ ici”—,)m

(a —
b)’—’+Rfi(1 +h%)

En portant (743 dans (71), il vient
(75) vo=(I+/l)V

(75) V'=V 
z.Î’°Ë

(a — b)*+ R2(1+ %)
On a une formule analogue pour v'.

Le coefficient h peut être déterminé expérimentalement au moyen
de la formule (75).

 
2l. FORME DE LA LAME. — Son équation approchée se déduitde(13) :

(77) y=Y(æ+v—vo)+9(W—wo),
où l’on remplace s_par x.

Journ. de Math., tome XIV. —- Faso. 11, 1935. _ 17
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En remplacant Y par la valeur (23), on voit que la forme de la
lame dépend uniquement de @ et de 0, c’est-à—dire de la position de son
eætre'mité A et de la tangente en ce point.

Nous reviendrons sur cette question, avec plus de détails, au
Chapitre VI.

22. FATIGUE DE LA LAME. — L’effort au cisaillement est pratiquement
toujours très faible; nous ne nous en occuperons pas.

L’effort à la traction comprend d‘abord la tension T, due au poids
du pendule. On a en outre la tension T’ provenant de la flexion.
Cette tension s’ajoute à T, sur la surface de la lame qui se trouve du
côté de la convexité. Elle a pour valeur

6019'I_ _ .I‘_E2 ds' 
en appelant e l’épaisseur de la lame au point cunsidéré. D’après (14)
et (l), on a

e YV + GW _ mge(78) T=E5 M —21 (Yv+@w).

On ne peut évidemment étudier la variation de T’ le long de la lame
que si l’on connaît la forme de celle-ci d’une manière explicite.

25. SOUPLESSE DE LA susvmsmrz. -—- La souplesse de la suspension
est une qualité assez difficile à évaluer mathématiquement. On peut
toutefois, avec M. Keelhofi' (loc. cit.), raisonner comme il suit.

Une suspensionpeut être considéréecomme souple, si elle amortit
très peu les oscillationsdu pendule. D’après M. Le Rolland (loc. cit.,
p. 113), l’énergie absorbée par les frottements internes à chaque
oscillation est proportionnelle à l’énergie de déformation maximum
de la lame. D’autre part, cette perte d’énergie ne doit pas être consi—
dérée d’une manière absolue, mais comparativement _à l’énergie
emmagasinée dans le pendule. Ceci nous conduit à mesurer la sou—
plesse de la suspension par le rapport

8 = %>
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où W’ et W désignent respectivement l’énergie du pendule et
l'énergie de déformationde la lame.

L’énergie W’, pour l’élongation 6, est
}

W’=
£'—z-Ër<a9=+f <pïds>.2 0

)\

W= ’”_gf Mq:’*ds.
2 0

On a ensuite

Nous poserons, d’une manière générale,
“A

Fn=f (Kç1+ c_o._,)"ds.

(79) °

G _ {""(KV—i—W)"
"— Mil—l0

,. , . . .Nous avons alors, en supposant qu Il n y a pas de vzbratwn paraszte.   WI: mîô;(a+Fz)i
_ 2

(80) W—
mÎG G2.

D’où
a+F=S—

G..
'

On peut écrire, d’autre part, d’après (1 I) et (9),
"A

F,+ G,: K”f (1 + 2 v’+ v"‘+ VV") ds
0 i i

+ 2 Kf (W’+ v’w’+ vw”)ds+f (W"3+ ww”)ds
0 0: K=(s + 2 v + vv’)à + 2K(w+ vw’)â + (WW’)3‘

ou, en tenant compte de (10) et (16),
(81) F:+G:=KËfi1+ÇVA.
Donc,
(82) S=ŒÎË_G.
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24. CENTRE DE FLEXION. —— On appelle habituellement centre de
flexion le point fixe autour duquel le pendule semble osciller. Si l’on
néglige la vibration parasite, cepointn’estautre que le foyer F’ (n° 1 6).
Sa position sur la verticale Ox est déterminéepar

(83) W=X+ F'=z+.a+zr_

Il faut bien remarquer que ce point n’est fixe qu’au second ordreprès
en 0. La même propriété appartient d’ailleurs au point de rencontre
de 0.27 avec la tangente en un point quelconque de l’arc OA (‘ ).

25. EMPLACEMENT OPTIMUM DE L’AXE DE LA FOURCHETTE. — Voici
maintenant un autre point de Vue. Soient C l’axe de la fourchette et
CM = L sa longueur. Cherchons à rendre minimum le glissement de
M sur la tige, c’est-à-dire la variation de AM : r.

Posons O—C: c. On a

2=(az + rcosÛ — c)2+ (@ + rsin9)2
ou
(84) r"+2r[(a—c)cosô+fisinô]+(a—c)’+fi*—Lî=o.
D’autre part, si l’on suppose qu’il n’y a pas de vibration parasite,
on a (64) et

F2(85) a = )\ —— — 92.
4

La formule (64) est exacte au troisième ordre près en 6 et la for—
mule (85) l’est au quatrième ordre près ("‘). Portant dans ( 84), nous
obtenons, au quatrième ordre près,

r2+ 2r(l — (:) + (X — c)‘-’-— L‘—’= A6‘-’,

en posant
A=r[À—c+F,+ 2(a+ z’)]— (a+:’)"+(l ——c)F._,. 

(’) Cela résulte de ce que les différentes positions de la courbe, pendant
l’oseillation, se déduisent de la position extrême par simple réduction des
ordonnées dans un rapport constant, comme il résulte des équations (77) et (65).

(’) Remarquer que 5 est une fonction impaire de 9 et a: une fonction paire.



SUSPENSION ÉLASTIQUE nas PENDULES. 133
On en tire, toujours au quatrième ordre près,

A _,(86) r_L+cv—l+î9,
en remplaçant, dans A, r par L + c — X. -

Cette formule nous montre que, si l’on choisit arbitrairement la
positionde l’axe de la fourchette, le glissement de celle-cisur la tige du
pendule est du second ordre en 0 (‘). Mais, il peut être abaissé au
quatrième ordre, en choisissant convenablement la position de l’axe. Il
suffit, en effet, d‘annuler A, ce qui donne, en posant “A — c = x,
(87) (L—æ)[x+F,+2(a+z’)]—(a+s’)'—’+xF,=o.
On peut se donner L a priori et calculer x par cette équation du
second degré; ou bien se donner la position de l'axe, c’est-à-dire w et
calculer L. Nous verrons, au n° 77, la formule pratique à employer
dans le cas du pendule ordinaire.

CHAPITRE II.
DEUXIÈME APPROXIMATION ET THEORIE DES PERTURBATIONS.

26. THÉORIE GÉNÉRALE nas PERTURBATIONS. —— Supposons le pendule
soumis à des forces perturbatrices quelconques. Soient mge,, mge,
et mge3 leurs projections sur Oæ, Oy et leur moment résultant par
rapport à G. Supposonsen outre que la lame soit, elle aussi, soumise à
des forces perturbatrz‘ces et appelons mge, l’accroisSement subi, de ce
fait, par le moment fléchissant.

Nous admettrons que toutes ces forces perturbatrz‘cessont très petites
vis—à—vis des forces considérées dans la première approximation et
nous nous proposons de calculer leur influence sur la durée de l’oseil-
lation. 

. . . . . . _ A(‘) Le glissement entre la pos…on verticale et la pos…on extreme est 2—Lôä,
en appelant 90 l’amplitudede l’oseillation.
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Les équations (4), (5), (6) doivent être remplacées par les
suivantes (' ) :

(88) I——X+e1=o,
(89) Ô"+ a9”=g(— Y + E:).-

(90) R‘—’6”=g(—N+aY—aâX+e,).

Au premier abord, on peut être tenté de calculer l’accélération
perturbatrice AO" au moyen de l’équation (go), en évaluant le second
membre à partir de la première approximation. Connaissant cette
accélération, on en déduit la perturbation de marche par la théorie
générale des perturbations. Mais, une objection vient immédiatement
à l’esprit. Rien n’empêche de faire le mêmecalcul avec l’équation (89)
et l’on n’est pas sûr d’aboutirau même résultat (°).

Le point faible de ce raisonnement est qu’on nepeutpas calculer les
secondsmembres de (89) et (90) à partir de la première approximation.
On ne connaît, en effet, par cette approximation, que la rela—
tion (64) entre ? et 0. Cette relation comporte une erreur du même
ordre que ce que l’on calcule.

J’ai indiqué (3) une méthode générale permettant de trouver la
correction à faire subir à l’équation (64). Mais j’ai démontré aussi
qu’on pouvait ne pas tenir compte de cette correction, en calculant
l’accélération perturbatrice de la variable canonique. Cette dernière
méthode étant la plus simple, nous allons l’employer ici.

La variable canonique de l’oseillation principale est définie par la
formule (27). Son accélération perturbatrice est

f:y”+zfiy=f3”+aô”+zô”+n’y

ou, d’après (89) et (go),  
.!

(91) f:g(—AY+&;+ AN_aAYÎaÔAX_8”>. 
(‘) Nous négligeons toujours les termes du second ordre en 0. Quand nous

Voudrons en tenir compte, nous les ferons rentrer dans s.,, a,, sa. (Cf. n° 29.)
(2) On obtient effectivement un résultat différent.' (3) Congrès International des Mathématiciens, Zürich, 1932 (Bull. Sc.

mal/t., 2° série, t. LVll, mai 1933).



SUSPENSION ÉLAS'I‘IQUE nas PENDULES. 135
en appelant AX, AY, AN les corrections qu’il faut ajouter à X, Y, N,
quand on évalue ces quantités en fonction de 0, B.Il convient de remarquer que tous les termes du premier ordre
doivent a priori disparaitre identiquement, si : et n° ont les valeurs
données au premier chapitre. C’est ce qu’on vérifie sans peine en
faisant le calcul.

27 . CALCUL DE AX, AY, AN. —-— L’équation (88) donne d’abord
(92) AX: E,.

Revenons maintenant à l’équation (7 ). Elle s’écrit, en seconde
approximation (‘ ),

d_e,d , _
d—S(Mcp )_o+çAX—Y—AY+

ds

Appelons &: l’accroissement qu’il faut ajouter à ça pour passer de la
première à la seconde approximation. On a

d , _ .(93) Æ<Mæ)_æ—5_AY’
en POSflDt

, , d:(94) €=CPE1+ E.’|7 sa: d_;°

Cette quantité & peut être calculée à partir de la première approxi—
mation. .

Pour intégrer l’équation (93), posons
Mæ'=y'

d’où
,

(95) æ=y’—e+AY,
(96) My”—y=MF—ï

L’intégrale générale de cette équation est (n° 12)
(97) y=AV—l—BW—l—C9+C'W, 

(') Comme au n° 26, nous négligeons les termes du troisième ordre “en cp.

Quand nous voudrons en tenir compte, nous les ferons rentrer dans e,. (Cf. n° 29.)
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C et C’ désignant les constantes d’intégration et A, B étant définis
par les formules

S A‘sw 1A=—— s’cvds=a,——- + — eq:2ds,
wo 0 wo wo 0(98)

.:

B=_I_ e’vds=—sfi €E+—’—[e(l—_p1)ds.0cv.,
0 w0 wo "’a u 0

Pour:: 0 et := X, on doit avoiræ= o, doncy’= ° —AY. On en
conclut que
(99) C=AY— €…
(100) —Ax+Bx—C+C’=ex—AY.

Nous avons maintenant )

B=f (<p+œ)ds.

Comme la valeur de B est donnée a priori ('), son accroissement
est nul et l’on a ‘

f.,
}

ÂAY—f EdS+A}\V)+'BÂW)+C(V)‘—vo)—C'V)\=o.
o

l ).

æds=lAY —f eds+yx—y,,=o
0

011

En remplaçant % par wo — vx et tenant compte de (99) et (100), le
premier membre s’écrit

>\

@ AY _f sds— v…+ v..e..+ woBi
0ou, d’après (98), )
Ç,, AY

——f
scp1 ds.

0

On a donc
_

(101)
@1AY=f scp, ds.

0

- L’équation (2) nous donne ensuite, pour s = )t,

M1.xi= AN + E,;,_ ; 
(‘) Il s’agit, rappelons-le, de calculer X, Y, N en fonction de 6, @.
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d’où

AN =)'>.—— Eu.= v).( X}. + C) + w,_(B).+ C’) + en.= Wn(A>. + C) + W/.(E>. — AY) —- En.
ou

R

(102) AN =f ecp,ds+ v—,\AY—s,;£.
0

28. CALCUL DE f. — Portons (102) dans (91) et tenons compte
de (35); il vient

(r
2
ZI

,.i
f= <s,z’+aÔSI—êa+j ao,ds—s,g—t—KÔ,AY)0

ou, d’après (101), (34) et (94),
i, i

f=— %[s,z’+aâe,—s,+s,f q>(K<p,+cp,)ds +f e',(Kcp,+ ç,)ds—s,>].0 0

Nous poserons, d’une manière générale,

 
i

(103) Hn=f (Ycp1+6cp,)"ds.
0

Nous avons alors
_ "’ ,, ! ôH, dH,(104) f—— ‘K

[E:—o

+a95,——&,+ ;€l<KW+ dg)
’A

+] 5lfo(K(?1+
cp,)ds—e,—,_].o

En effectuant une intégration par parties et tenant compte de (14)
et (10), les deux derniers termes du crochet peuvent, si l’on veut, être
remplacés par l’intégrale

" Kv+w(105) —[ e,,
M ds. 

29. ERREUR n’1socuaomsma. — Supposons que les seules forces exté-
rieures agissant sur le pendule soient les forces de pesanteur. Autre—
ment dit, nous n’avons pas, à proprement parler, de forces perturba—
trices. Mais, il nous faut tenircompte des termes négligés, en première
approximation, dans les équations (4), (5), (6) et (7). Nous avons

_

Journ. de Math.. tome XIV. —— Fasc. II, 1935. 18
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ainsi ga=aŒW+an_aa

wav
€a=a@fi+—2)a! 

Üæ)
%=aÊŒ—3Ù,

,
<{>2EA=Ë(3Y_ÇP)P Es).=0-

En outre, dans le calcul de @ fait au n° 27, nous devons pousser le
développementde sincp jusqu’au troisième ordre, ce qui nous donne le

.
A 3 .terme supplémentaire[ % ds, à ajouter au second membre de (101).

0

Il en résulte qu’il faut ajouter %H;, au crochet de (104).
On pourrait tout de suite simplifier les expressions(106), en tenant

compte de la première approximationet supposant qu’il n’y a pas de
vibration parasite. Mais, à cause du calcul de la répercussion des
erreurs d’encastrement, qui sera fait plus loin, nous avons intérêt à ne
faire ces simplificationsqu’après avoir calculéfpar la formule (104).

Nous avons d’abord

«=]-âH5
d’où

, dH ,dH ,dH ,dH,2.(107) ——2oc =(Y”——-à—Y
+9 09>+ (Y —d—Y

+9 755)
Puis,

011 dB
_H3+/e,(Kcp,+cp,)ds=

2—1“4<K5Ÿ +ÎôÎ)’
en posant *

Dans ces conditions, on a

8
(me) f=—%[fi,<za+z'>âfiâ"+g‘fi<a+zf>æ»_gw

1 KdH, âH au
an)].+-e,(K â—Ÿ—+ Te)+aâ6——(3Y-8)+ ;4<K— +7)—9

Supposonsmaintenant que le mouvement se réduise à l’oscz‘llatz‘on
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principale. On peut d‘abord remplacer 0” par -— n°0. On a ensuite

a'=—Fz(90”+O'”);
d'où

ge1= (a + F,) (9’2— n‘39‘1).

Puis, en appliquant l’identité d’Euler,
dll, ôH, _ ôH àH _K-dî+—ô—9——_QÛF,, KäŸ+â—Û-_493F,

en posant
(no) F=H(K,l)=AKE,—F…

On voit dès lors quefse présente sous la forme

f= An293 + B66’î.
’ ' \ o

,
On a, d autre part, en prem1ere approx1matmn,

J' = (” _ Z,)Û,

de sorte que la perturbation de O” est :—_Lz-, . On en déduit

A_T_ __ 93 (3A + B).
T _ 8(z — z')

Cette formule nous montre qu’on peut, sans changerAT, remplacer
0'“ par

13—6—.
Nous obtenons alors

A ' 02(111)
TI?-
:

%—
%,

Q étant donné par la formule (45) et Q’ :: 6AK par la suivante

(im) Q’=a(r—4K)—Œ(a+F,)’—F.
z

50. REMARQUE IMPORTANTE SUR LE CALCUL D’UNE PERTURBATION QUELCONQUE.
— Quand aucune perturbationproprementdite ne s’exerce sur le pen—

dule et qu’il est soumis à son oscillation principale, on a

(113) 6=91(1+5), 61=Gocoscp, cp=nt;

& désignant une fonction de t, infiniment petite du second ordre par
rapport à G.,.
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Supposons maintenant que s’exerce une perturbation infiniment
petite, dont l’accélération perturbatrice soit développable en série
entière suivant les puissances de 0 et O’ :

AO”: F = A 61'6"/(1 + 01),

oz représentant une série entière sans terme constant et dont les coef—
ficients sont finis. La perturbation de la période est donnée par la for—
mule classique

211!
:_.(114) AT:

’-fiô-0£
Fcoscpdcp,

où 6 doit être remplacé par (1 13). On obtient ainsi
' 211

(115)
AT=n—:â—f A6'{6'3(1+Ç3+a)coscpdo,

° 0

avec
fi=(1+s)”(1+e’)fî—1=pe+qe’+

Pratiquement, on remplace 0 par 0. dans (114), ce qui revient à
négliger {3 dans (I 15). Si p et q ne sont pas tous deux nuls, @ est du
second ordre en O,; il est donc complètement illusoirede garder, dans a,
d’autres termes que ceux du premier ordre. Autrement dit, on ne doit
conserver, dans F, que le premier terme non nul et non constant et les
termesde de'gre’ immédiatementsupérieur.

En conséquence, on ne peut obtenir le développement de AT suivant
lespuissances de G.,, comme on le fait quand le mouvement non perturbé
est rigoureusementsinusoi'dal ('). On calculerait en effet des termes du
même ordre que des termes que l’on néglige implicitement, en rem—
plaçant @ par zéro.-

Si p est pair et q impair, les termes calculablessont tous nuls; on ne
peut même pas évaluer la partie principale de AT. Dans les autres cas,
un seul des termes calculablesest différent de zéro, il donne la partie
principale de AT. 

(‘) On pourrait l’obtenir, à la rigueur, en évaluant & par approximationssuc-
cessives et remplaçant @ par la valeur résultante dans la formule (1 15). Mais ce
serait compliqué.
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Une conséquence de cette remarque est que l’erreur d’isochmnisme
ne peut être calculée avec plus de précision qu’au numéro précédent(').

5l. INFLUENCE mas ERREURS D’ENCASTREMENT. — Supposons que la tan—
gente Ox ne coïncidepas exactement avec la verticale CV et posons .

_ /\l : OV, O.c.

Supposons également que le centre de gravité G ne soitpas exacte—
ment sur la tangente AT et posons

_ /\L'= AT, AG.

Avec les notations du n° 26, nous avons, en posant toujours AG = a
et négligeant i3 et i’-‘,

")
e,=—- ‘— + Ëi'(e”cose _ Û’ïsinô) — irz<e"sine + 9’*cosÛ),

2 g 2e
(116) s,:— i + gi’(ô”sin6 +9"‘ cosÛ)+ %Ïi”(0”cosô—6"£ sin9),

O

e,=—ai'(Xcosô+Ysin9)—+—%i/z(xsine_Ycose).

Si l’on porte dans (104), on voit que les termes du premier ordre
en i et i' sont des fonctions pairesde 0, 0’. Donc, la perturbation de
marche est nulle. Autrement dit, l'influence des erreursd ’encastrement
sur la durée d’oscillation est du second ordre par rapport à ces erreurs.

Pour la calculer, il nous fautpousser plus loin l’approximation.C’est
ce que nous allons faire, en nous bornantàla partieprincipale,confor-
mément à la remarque du numéro précédent. 

2(') De même, la formule générale (114) ne PCUÏ donner que le terme
107“;

du

développement bien connu de la période du pendule simple. On prend alors

93F=n*(0 — sin9)=nîë—-

Les termes négligés dans le développement de sin9 conduiraientà des termes
en 60 qui seraient totalement faux.
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32. POSITION D’ÉQUILIBRE EN PREMIÈRE APPROXIMATION. — Nous devons
remarquer, en premier lieu, que la position d’équilibre n’est plus
obtenue pour @: 0 = 0. Elle est donnée par les équations suivantes :

X=1, Y=———i, N=a(Y—X9—i'X)=—a(9+i+i').
En portant dans (23) et (24), on obtient un système linéaire en (&

et6, d’où l’on tire, en posant 9 =j et B: la,

(a— v;)i+ ai’
a—al ’(117) j: ji=—fi,i—VU.

L’angle que fait le pendule avec la verticale, dans sa position d’équi—
libre, est

W'0 [ _ ail(118) J=l+J= a—a,

55. CHANGEMENT DE VARIABLES. — Aux variables 0 et (3, nous allons
substituer les variables O. et B, définies par les formules
(119) 9=J+9u Ô=h+l5n
de sorte que la position d’équilibre sera maintenant donnée par
0, = Q, = 0.

Si l’on effectue ce changement de variables dans les équations (89)
et (go) et si l’on s’en tient aux termes du premier degré en O., (3. , on
retombe nécessairementsur les équations (25) et (26), où 0 et B sont
remplacés par 0, et B,. Si l’on suppose que l’oscillation principale
existe seule, on a

(120) 6','=—n“9,,
(121) 6,=—(a+z’)01.
De plus (' ),
(122) Y=K9,—i.

54. CALCUL DE LA SECONDE APPROXIMATION. — Quand on passe à la
seconde approximation, les effets des diverses perturbations ne 

(*) Pour 9,=o, Y doit se réduire à —— i. On peut d‘ailleurs vérifier directe—
ment la formule (122), en substituant (119) dans (23) et tenant compte de (1 17).
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s’ajoutent pas algébriquement, car elles n’entrent plus linéairement
dans les équations. Chaque perturbation se répercute sur les autres et il
faut les envisager toutes simultanément (' )

Calculons d'abord l’accélérationperturbatrice[ provenant unique—
ment des erreurs d’encastrement. En portant (116) dans (104), nous
obtenons une fonction impaire en i, j, 6‘ et paire en 0',. Les termes
hnea1res en t, _] sont pairs en 0, ou 0.- Ils donnent un

%— qu1 est le
produit de 03 par une forme quadratiqueen i, j. Les termes du second
degré en i,j sont linéaires en O,. Ils donnent un T qui est une forme
quadratique en i, j, indépendante de 00. D’après la remarque du
n° 50, il serait donc illusoire de calculer l’effet des termes linéaires.
Autrement dit, nous devons réduire f a ses termes quadratiquesen i, j.
Nous obtenons ainsi

K .,. '2 K ., ., .(123) 981=91(-z—,at1—%), 82=îË,t(t +2])91.

Puis,
(124) sa:ÎÎ—’[(1—K)(i”+2i’j)+2t'i’]—uz"AX.

D’après (92), nous devons remplacer AX par e,, en ne gardant que les
termes linéaires en i, j, soit
(125) AX= -Ë$m.
Nous avons ensuite
(126) â(K-Ü—Ÿ-+ %)=G,F.,+h,
en posant
(l27) h=â<K%% +dÎfäl>v=—4,O=Ï.

En multipliant (126) par a. et ne gardant que les termes quadratiques,
nous obtenons
(128) 61(—’—:F,+Kai’h).ZI 

(‘) C’est pour la même raison qu’on ne peut calculer séparément les pertur—
bations dues à i et à i’. '
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Finalement,
(129) f=&[a(i+i’)'—'+2ai'j—aKi’(l’+zj)

—%z’(al’+a1+h)+fil‘2J.

55. Voyons maintenant quelle est la répercussion mutuelle de
l’erreur d ’encastrementet de l’erreur d’isochronisme.

La répercussion de la seconde sur la première consiste uniquement
en ce que AX doit être augmenté de la quantité &. donnée par la pre—
mière formule (106), cette quantité devant d’ailleurs être réduite à
ses termes linéaires en i, j.

D’après (107) et (127), nous avons
(130) oz”: n"9,/c.

D’où
e,= ë(aj+ h)Û,.

Kf . . ,
Donc, —

?— d01t etre augmente de

(131) %—f—’i’(aj+ h)6,.

Voyons maintenant quelle est la répercussion de l’erreur d’encas—
trement sur l’erreur d’isochronisme. Nous devons remplacer Y par
KG,—i et 6 par 0,+j dans (109) et ne garder que les termes du
second degré en i, j. Les cinq premiers termes du crochet donnent, en
tenant compte de (130) et (126),

’Î—Ÿ— [<aj+ h>2+ 21,1 +
“—f’ <Kfi—f—au).

I' « r ' \ h .Le dern1er terme se réduit a —— 0. , en posant
21:

ô2H , d"'ll ()2"[_ 2 _ —— _ °(132) h —— [K de + 2I\dY 09 +
092 ]ï=-z,0=i

Finalement, la répercussion mutuelle des deux perturbations se
traduit par une augmentationdef égale à

c)
..

'

. . .
],

Af= :K91la(Jï+2ÿ—2KJ-2)+ 2—zä(aj+h)(alI—aj—h)— _l_:l.12
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En ajoutant ceci à (129), nous obtenons l’accélération perturbatrice
totaleprovenant de l’erreur d ’encastrement et de sa répercussion mutuelle
avec . l’erreur d ’isochronisme,

en posant
a . ., ._, aK ., .

___

K ., .
("—’ h’(133) Q,_Z(z+z+'1) —

—-g—(z +_/) —— Ë(at +a_;+h) + zF,— 4—8-

D’où résulte la perturbation de marche

(13û) ATÏ=%’

Q étant toujours donné par (45).

56. INFLUENCE DE L’1NERTIE DE LA LAME. —— Il faut appliquer la for—
mule (104), en ne tenant compte que des termes en a... On a donc, en
utilisant la formule (105),

X
n‘-’ Kv+w

f—ÊÂ“_Î—Æ
Appelons y. la densité linéaire de la lame au point d’abscisse curvi—
ligne 3. On & (n° 26)

} d2’V,
mln'e :_ u'——‘_,—(s'—s)ds'.? ’t

0
dt‘

Or, on a, en premièreapproximation, __ z :: Il

ddt__
_ n9f (Kçï +cp._ )ds.

Donc,

s=——9flu'(Kçä,—l—oë)(s'—s)ds'ds" (o<s”<s’,s<s’<l).
D’où w p’(Kq>',' + cp'é)(s’——s)dsds’ds”   

(o<s”<s', o<s<s'<l).
Journ. de Math., tome XIV. — Faso. ll, 1935. 19
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Or, on a si KV + w “. “"[ M (3/_s)ds=f (sf__s)d(Kcp1+cp,)=f (Kç,+ç,)d3.
0 0 0

L’intégrale triple peut donc s’écrire

ÆH'(K%+<P=)(K?’{+<P’£)dsd_s’ds”
).[ F)'2 ds,

0

en appelant y l’ordonnée du point d’abscisse curviligne s, pour 0 = 1 .
Cette intégrale définie n’est autre que le moment d ’inertie l—,\ de la lame
par rapport à Ox, lorsque l’élongation du pendule vaut un radian (').
On a dès lors

Oll

AT_ I)\ __ KI),(135) T——2mz'(z—z’)—— zm z”
On a toujours un retard, conformémentau bon sens.

57. INFLUENCE DU roms DE LA LAME. — On a
)\ ,‘

mm:—f p'(y’—y)ds'=—j] u’ç”ds’ds” (s<s”<s’<l).
D’où

&  f=_ %; p’ç”££—Ëd5ds’dfl (O<S<S”<S'<Ï)-
Or,

—""K0+W‘d —K ”+ n___<£:/_
0

M 3——- 91 ‘P2— 9
Puis,

‘ f <p”2ds"=2(s'—æ’).
0

Posons
).

I

J_Ë’£ p.(s—x)ds, 
(‘) Cette élongation est purement théorique, parce que trop grande. Il est

plus correct de dire que h est le quotient par 92 du moment d‘inertie dela lame
pour une élongation 9 très petite.
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cette intégrale étant calculée pour 6 = 1 . Nous avons

zm’J f=— n‘*9.
D’où

Km
' AT m’ J(136) Î—_ —nÎ @.

On a une avance, conformément au bon sens.

58. INFLUENCE D’UNE CORRECTION DE LA LOI DE LA FLEXlON runs. —— La
théorie de la flexion plane est, comme on sait, une théorie approchée.
Elle repose, d’autre part, sur la loi de Hooke, qui, elle aussi, n’est
qu’approximativement exacte. M. Le Rolland (loc. cit., p. 140) a
émis l’hypothèse que le moment fléchissant est en réalité de la forme

(137)
EIc<1+2a,c"), c=ê;(:=!

les termes correctifs (1ch étant très petits vis—à-vis de l’unité (‘).
Par raison de symétrie, le moment fléchissant est une fonction

impaire de la courbure 0. On en conclut que les termes correctifs de
rang impair doivent être nuls, à moins d 'admettre qu’on doivey prendre
0 en valeur absolue. C’est cette dernière hypothèse que M. Le Rolland
semble avoir faite implicitement.

L’influence du terme correctif a.,c” sur la durée d’oscillation peut
être calculée par notre théorie générale. On a, pour ce terme,

d 444

On en déduit, par la formule (104), l’accélération perturbatrice

(138) n=— ’{ 0v+'gq+.<aq>,

en posant
(139) &;(æ)=j ‘—M——""+;")"“… 

(‘) Le coefficient a,, est la puissance 1)“ d’une longueur. Cette longueur doit
donc être très petite par rapport au rayon de courbure p.
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ou, si l’on suppose a: constant

(140) é’fi=æGf/+lr

d’après (79).
La formule (138) montre immédiatement que les termes correctifs

de rang impairn’influentpas sur la duréed”oscillation, sion les considère
en valeur algébrique. Ils donnent au contraire uneperturbation si on les
considère en valeur absolue (' ).

Si l’on admet ce dernier point de vue, on a

A, T i, , v", a, ,
(1… + = _ Æ_q_5L/) 96.—

en posant
-—'l:l

. 2l,,= Ëf cos'Mpdcp,
0

si q est pair;
c’est-à-dire
(142) i,,=

(153) i,,= si q est impair.

En principe, ces formules permettent de calculer les perturbations
de marche dues aux différents termes de la formule (137). Mais, il ne
faut pas oublier la remarque du n° 50, en vertu de laquelle le calcul
devientpratiquementillusoire à partir du troisième terme (°).

59. Considérons le casparticulier 9 = 0 et a0 constant. Il revient à 
(‘) M. Le Rolland (loc. cit., p. 213) conduit son calcul de AT de manière à

obtenir une perturbation non nulle. Il donne comme raison que les termes cor-
rectifs ajoutés au moment fléchissant ne dépendent pas de la vitesse. Cette
raison n’a rien à voir avec son calcul. Quand le signe du couple perturbateur
dépend du signe de la vitesse, il faut calculer AT sur une demi-période et
ensuite multiplier par 2. Dr, M. Le Rolland opère sur un quart de période et
multiplie par 4. Ceci provient du fait qu'il veut, en réalité, éviter le changement
de signe des termes correctifs de rang impair au moment où le pendule passe à
la verticale.

(*) A moins que les coefficients g,, n’augmentent rapidement avec q.
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augmenter le module de Young de la quantité AE donnée par

AEÎ : an-

La formule (141) devient
AT G. M:
T _— E “E'

Elle doit être identique à ce que donne la formule (60), quand on y
, E . . .remplace oc et «' par zero et B par à.— C’est b1en ce qu1 a heu.

40. INFLUENCE nu FROT‘I‘EMENT INTERNE DE LA LAME. — Prenons la lame
dans une position déterminée, correspondant à une élongationposi—
tive 0 du pendule. Supposons que ce dernier se déplace avec la vitesse
positive 6'. La courbure c de la lame augmente en valeur absolue; on
s’éloigne de l’état naturel. Nous conviendrons d’appeler frottementsor—

tant le frottement interne qui résulte d’un tel mouvement et nous
émettrons l’hypothèse que ce frottement se traduit par une diminu-
tion du moment fléchissant, qui est une fonction de c et de la

äc_‘dt
(144) M(ZZa,…c”c’”),

dérivée c’: et que nous représenterons par

les coefficients a,,,, étant inconnus.
Supposons maintenant que, la lame étant dans la même position,

le mouvement ait lieu dans le sens négatif. La courbure c diminue;
on se rapproche de l’état naturel. Nous conviendrons d’appelerfrotte-
ment rentrant le frottement interne qui résulte de ce mouvement et
nous admettrons encore qu’il se traduit par une diminution de la
valeur absolue du momentfléchismnt,que nous représenteronspar
(145) M(22b,,,,cl‘c"’),

la dérivée c’ étantprise en valeur absolue.
Rien ne dit a priori que les coefficients b,,,, soient égaux aux coef—

ficients a,,,,.
Prenons maintenant la lame dans une position symétrique de la

précédente par rapport à la tangente d’encastrementOx. S’il existait
une entière symétrie par rapport à cette tangente pour les propriétés
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élastiques de la lame, on aurait le même frottement sortant et le
même frottement rentrant que précédemment. Mais, dans la pra-
tique, cette symétrie n’eæiste pas, ainsi que l’a constaté expérimen—
talement M. Holweck. Dès lors, nous appellerons a,,, et b,”, les
coefficients du frottement sortant et du frottement rentrant pour les
positions de la lame correspondant à une élongationnégative.

41. Cela posé, supposons, par exemple, 0 et O’ positifs. Nous
avons, avec les notations du n° 26,

(Kv+w)P+q
Mpfl__1 9p9/q_55= _ a,”,

D‘où, par la formule (IO/|) et avec la notation (139),
2

(146) f: —— % g‘,,+,,(al,q) 9/’9"ï.

Pour 0 > o et 0’< 0, on a une formule analogue, en remplaçant a…,

par — b,,,, et 0’ par — 6’. Pour 0< o et 0’< 0, on remplace a,“, par
—a,,,, 0 par —0, 0’ par —6’. Enfin, pour 0<0 et 0’>o, on rem—-
place a,,,, par b,”, et 6 par — 0.

La variation de période est donnée par la formule
AT n‘7(147) î :

@ €p+q(bw+ 0},“ a…, " a,,,,)i…_,_,,ô{î”",

en posant
T- m+l n+t

[ ——i _af 1 2 9.
mn— nm— ‘" ___—“__!

Tr 0

 
cos’”cp sm"cp dÇP: “E l‘ (

m + n +
2)2

soit(')
1.3.5...(m— 1).1.3.5.…(n— !)

2.4.6...(m+n) ’

2 2.4.6...(m— l).2.4.6...(n—— l)' 2.[;.6….(m+n)
1.3.5...(m— l).2.5.6...(n— 1)

1.3.5...(m+n) ’

 fn…= m. n pairs,

( 148) imn: , m, n impairs, l'…: m pair, n impair.
à…

fil 
(‘) Si le dernier facteur d’une des factorielles est égal à zéro ou à — !, rem-

placer cette factorielle par I.
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Remarque. — L’hypothèse du n° 58 peut se ramener à celle du

n° 4—0. D’abord, nous devons faire q=o dans (144), y remplacer })
par q + 1 et a,,,(] par a.,. En outre, la correction du n° 58 est indépen-
dante des signes de 0 et O’; de sorte que, dans la formule (147), il
faut également remplacer a' _qu et _b;7q par a.,. On constate
alors que la formule (147) deÜient identique à (141).

42. CALCUL DE L’AMORTISSBMEN'I‘. — L’accroissement algébriqued’am-
plitude pendant une période est

1A9 :__ d9,
.

0 n2(5"'5')60 [
. sott

A9 _ TC 117 l) , , . ”+,,(149) 0—_ ; Q gp+v(a/H/+ I"I+ a… + bm)1/w+u90 -

45. DETERMINATION EXPÉR1MENTAI.E DU FROTTEMENT INTERNE. —— L’étude
expérimentale de la durée d’oscillation en fonction de l’amplitude
permet, en principe (' ), de déterminer les quantités

' I . ' !gP+‘l ( bl”! + b/N/ _ a,”? — a/N/) et gp+r/( blu, "|“ bl”! + up,, + a,,,,).

Si l’on suppose les coefficients tels que a…, constants, on en déduit
I_ l __ I r _apq— b/w+ bm _ “M_ a,,,, et Ôw— b,,,,+ b… + “W + a,…

d’où les quantités
1 , 1 ,

; (apq+ a…) et ; (b/"I + bI“/)’

c’est-à-dire les valeurs moyennes du frottement sortant et du frottement
rentrantpour despositions symétriques de la lame. Mais, il est impossible
de décelerune dùsymétrie par de telles expériences(cf. n° 46).

Rappelons aussi qu’il ne faut pas perdre de vue la remarque du
n° 50, de sorte qu’on ne peut guère tenir compte, dans (144) et(145),
des termes dont le degré en c, c’ surpasse de plus d’une unité le degré
du premier terme non nul et non constant (2). Si ce premier terme 

( 1) J. Hua, Sur la détermination expérimentale du couple d’amortisse-
ment d’un oscillateur (C. R. Acad. Sc., t. 19h, p. 838, 7 mars 1932).

(") A moins de supposer que les coefficients g,…,(a…,) n’augmentent rapide-
ment avec p + q.
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est d’ordre1), on obtient des formules de la forme

AT_a _,,_, p
(150) T_9—0+1)90 +090+.…,

A60 =a’+ b’â{;+ c’t93+l +. . ..

D’après les expériences de M. Le Rolland, la perturbation de marche
serait de la forme

AT : a90+ b6â + 093.T
Ceci prouverait d’abord que on…,: 0, c’est—à-dire que

aoo+ abo: boo+ ”00-

Il faudrait ensuite supposer (‘) p: 2 dans les formules (150) et
pousser le développement jusqu’au terme en 02. Mais, on tombe alors
sous le coup de la remarque du n° 50. De plus, pour calculer les
divers coefficients on… a… . . ., a… il faudrait faire plusieurs séries
d’expériences, en faisant varier n, c’est-à-dire la période, ceci sans
changer la lame, ni le poids du pendule.

Le problème paraît être extrêmement compliqué.

44. INFLUENCE D'UNE mssvmÉmm DE LA LAME. — Supposons que le
module Lde Young ne soit pas le même, suivant que la lame fléchit
d’un côté ou de l’autre de sa position naturelle. Appelons AE= eE
l’excédent du module à droite sur le module à gauche, en convenant
que l’axe Oy est dirigé vers la droite. Rien n’empêche, bien entendu,
d’admettre que a est fonction de :.

Nous supposerons,en second lieu, qu’il y a des erreurs d’encastre-
ment, définies comme au n° 51. Nous avons, avec les notations du
n° 26,

d
e.:-— SM ÎÏ" pour 6>0;
e,=o, pour 6<0. 

(‘) Ceci ne prouve pas que les termes linéaires n’existent pas dans le frot-
tement interne; ces termes donnent une perturbation de marche constante, qui
ne peut être mise en évidence en faisant varier 6...
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. . dcoDans la premiere de ces deux formules, nous devons remplacerd—s par

son expression générale (14), puis Y et 6 par les formules (119)
et (122). Nous obtenons ainsi

e,=—— e[9,(Kv + w) + wj _, vi].
D’où, par la formule (104) et en reprenant la notation (139),

(;51) f=—ËlÆ.æa(s)—Ai+ Bi]-
Nous avons posé ici

>, 1K(l52) A=f …eds, B=f Med3_, M
0

M

Si l’on connaît déjà g. (e) en fonction de K, ces coefficients A et B
sont les demi-dérivées de g. par rapport à K et par rapport à la
variable d’homogénéité. Leur calcul ne nécessite donc aucune nou-
velle intégration.

. . TE 1r . .Appelons ma1ntenant ?. l’angle compris entre — ; et + ;, défi…
par l'équation

 
(153) 9,,singo,=—j.

Nous avons

AT 1
T‘“?' . .—,—=———— 0' € G,,smo—Ai—+—B sin d ,

[‘ 27r(\)60Â
lol( )

. J.l <? <?

011
., AT "‘ l . A1—B‘’ s’ _. —_ fil _ u' _ [_l(104) T _

4Q+47rQ […(2ç, sm2cp,)+4
60 coup,].

A cette quantité, il faut, bien entendu, ajouter la perturbation(134),
qui n’est d’ailleurs pas modifiée par la dissymétrie de la lame (‘ ).

45. Supposonslependuleentièrementsymétrique,de sorte que i’ = o.

La perturbation(134) se présente sous la forme %, C désignant un 
(') Cette dissymétrie ne concerne que &, et n’influe pas sur AX (n° 34).

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. II, 1935. 20
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coefficient constant, que nous savons calculer. D’autre part, on &,
d’après (! 1 7), _ _ .a + W;t _ a — v;

On a également l’identité évidente
AK + B: 55,

Dès lors, la perturbation globale est proportionnelleà la fonction sui—

vante :   sin2cpl 2AK:
1r (g,+a >—2C63coszqa,.(155) P=2C93—-&+2q2.%‘+ _VÂ

Cette fonction n’est pas paire par rapport à _] . Donc, la durée d'ascilla-
tion n’est pas la même pour des positions d ’équilibre du pendule symé-
triquepar rapport à la verticale.

Nous reviendronssur cette question à propos du pendule de gravité
(n° 98).

46. On peut étudier de la même manière l’influence simultanée du
frottement interne et des erreurs d’encastrement. On constate que la
durée d’oscillation est symétrique par rapport à la verticale dans les
deux cas suivants :

PREMIER CAS. — La diflérence entre le frottement rentrant et le frotte-
ment sortant est la même à droite qu’à gauche.

DEUXIÈME CAS. — Le frottement est indépendantde la courbure.

Mais, étant donnée la petitesse des frottements internes, il est pro-
bable que la dissymétriequi existe, quand on ne se trouve dans aucun
de ces cas, est toujours très faible. Il en va de même pour les dissymé-
tries qui pourraient résulter du fait que les coefficients a, du n° 58
n’ont pas la même valeur à droite et à gauche.
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CHAPITRE Ill.
CAS DE LA LAME UNIFORME.

  
4-7. CALCUL DES FONCTIONS v, <», (p,, <p.” — Le rapport M est constant

et positif(‘). Posons

2___1__ 12mg _ _2_À 3mg_“… “’ _ M — Ee“Tc’ “—À°’—
e Eeh

On a
‘

Sh(Ë _ ms) chaos(157) v=À——u_, w=lushu;uch -—

Ch<Ë
_

cos) shœs(158) (P1=I—Ts (92: Shu.
2

D’où
U , }

Vo=_VÀ=ÀIÎ’ Wo=zUu Wl= au:;(159)
U U

fi,=l(i—2-ü—>. p,=xî;
en posant, pour simplifier l’écriture,

u 1 l(I60) U=lh;s U1=;lîüs U,—l—hÎi°

Signalons les identités suivantes vérifiées par ces fonctions :

U2=U + U,,
(161) 1—U”=2UU,,

( Uâ—Uï=r.

48. CALCUL DES lNTÉGRALES G… — La fonction a:: Kv+ w satisfait 
(‘) En supposant g> 0, c’est-à-dire que la lame est dirigée vers le bas. (Cf.

n° 101 ).
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à l’équation (9) et à la suivante, qui en résulte,

(162) Mæ"-’=æ‘-’+Mx'?—æa=æ‘—’ +MK'—'—æf|

Onadès lors
)’ "_| 71—1 n_oæ[gd

Gn=£ %æ”ds=[%]î—(n—I)f x——Mn_2

ou, d’après (162),
_ .-vä

-— MK2 (1 — K)æ" ’—+— Kæ;;*'nGn— (” _ [)
M2

G”_g+ ——W——2— .

Posons
(163) Gn=)\<;>n—îrni
la relation précédente devient
(164) nI‘,,= (n —1)U1(U1+2kU)l‘,,_a

+ K(U,+ KU)"—'+ (I — K)|U1+ (l—K)Ul""
u
 

en posant
_ ' _ ' _ (a—a1)(5—wo)(165) k_K(I I\)_ (a+z—m)‘*

On a d’autre part l‘o= : . La formule de récurrence ci—dessus permet
donc de calculer de proche en proche tous les I‘…

Le numérateur de la fraction qui est au second membrede (164) est
une fonction symétrique entière des racines de l’équation du second
degré

t’—— t + k=o.
C’est donc un polynome en lc et il en est de même de tous les F,, (' ). 

(’) Cela résulte aussi de la formule
u

i 2 ch sh y "
rn= %fü

__) —l—l_( 2K)î (ly:

shî— ch -
2—‘)_.

qui montre que l‘,, est un polynome pair en 1—2K, donc un polynome en
(1— 2K)*=;- 4k_
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Voici l’expression des l‘,. jusqu’à n = 5 (') :

; I‘1=—r I‘==â<UÏ+%)+/fÜ(Ul—ä))
—_ _I_ 2__ 2I‘;=_u(3 +U. kU ))
_3 ,. 5 , U2 kU 2U‘-‘+ 3U1U,(166) r‘_ËU'+ËEU‘U=+[ÎL—c+Î(3U‘— u )

2 2 _+ [{ U
<3U%+

U
3U1),2 u

l 4 ., kU , _, 8 k*U"

49. CALCUL DES lNTÈGRALES F… — Si l’on pose qu, + 302
= x, on &

Mæ”=x—K
et

Mæ’”=æï—2Kx+(KU+U1)2.
Puis,

F,._=£kx"—‘(æ”+K)ds

=KFn_1+M(æn—læ’)à—(n—x)f‘Aæn—2[æî—2Kx+(KU+UÆ]ds
0

ou, si n>1,
(167) nFn=(2n—I)KFn_,—(n— 1)(KU+U,)2Fn_2+ â(U2—KU).

D’autre part,
) _ F1_U U(168) Fo—)‘a Î _î+K<1_—2î). 

(‘) Les fonctions symétriques S,,= [@+ (I — K)" se calculent aisément par la
formule de récurrence

S,,= s,… _— kS,,.,.

On vérifie facilement que le terme de plus haut degré en k est (2p + 1)(— k)"
pour S,,»H et 2(— k)P pour S.;,,. On en déduit que le terme de plus haut degré

2

en k, dans I‘,,…, est UÎP(— k)".
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La formule de récurrence (167) donne ensuite, pour n = 2 (' ),
U 3U“ ‘
—’——-U;—'>+KU(1 —U,)+Ks(x+UU,——).“ u ”

Nous avons enfin besoin de la fonction définie par la formule (1 10).
En appliquant (167) pour n = 3 et 4, on trouve

4F=3F,[2K2(3— UU1)+2KUU1+UÎ]

_6F,K(KU+U,)2+ Î—,(Ua— KU)(3K— 1)-

D'où, en remplaçant F. et F, par (168) et (169),
F ; U.2 ,, K zU+U.…3UU2 .(170) Î=ä[î(3Uï—2)—3Uî]+î[—î—ÂL————'——3UU,‘]

2+ 525 [E:—([+ 3Uî)+ 3Uî(UU,—i)]
1+UU1

u+3K3U[ +U,(UU,—z)]
+ 3K’*

[— %(7+UU1)+1 +2UU,—
âU*U?ÏI-

50. FORME DE LA LAME. — Reprenons toute la théorie des deux pre—
miers chapitres et voyons quelles en sont les particularités dans
l’hypothèse actuelle.

Dans l’équation (30), signalons seulement que vo+v, est nul
et que

)\2"Ï+ ÔiWÀ= ? (uU:_ l)'

L’équation approchée de la lame est, d’après (77),
(171) dy=Y[œæ—shœx+c(chwx—1)],
en posant
(172) c=U+U.%—
A une amplification des ordonnées près, on voit que les différentes
formes de la lame ne dépendent que du paramètre c. Dans le cas de 

(‘) On peut calculer F, par l’identité (81). Il est facile de vérifier qu’on
obtient le même résultat.
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l’oseillationprinczpale, ce paramètre vaut

21(173) c=Ul+ K

Dans le cas de l’écart statique, on a, d’après (67) et en se rappelant
__ Qque Y .—

;n—g,

aU + bU,+
{%(174) 0: ___-W.

51. FATIGUE DE LA LAME. —- La formule (78) devient

(175) T’: t/3"E'T Y r,

en appelant T la fatigue %? due au poids du pendule et posant

(176) I‘=cchœs—shœs.

La fatigue est maximum en même temps que la valeur absolue de F.
Or, cette fonction, ayant le signe de sa dérivée seconde, varie tou—
jours dans le même sens, ou bien possède un minimum positif, ou bien
possède un maximum négatif. Dans tous les cas, sa plus grande valeur
absolue est atteinte pour l’une des valeurs extrêmes o et ). de s. Ceci
revient à dire que la plus grande fatigue a toujours lieu à l’un des
encastrements( ' ).

Nous devons, dès lors, comparer les valeurs absolues des deux
quantités
(177) I‘o=c, l‘;=cchu—shu.

52. Flacons—nous d’abord dans le cas de l’écart statique. La valeur 
(') Il convient toutefois de se rappeler que la théorie de la flexion plane

est incertaine au voisinage des encastrements [cf. J. llAAG, Extension de la
théorie de Saint— Venant aux fils élastiques (Ann. soient. de l’Éc. Norm. sup.,
1929, XLVI, note de la page mo)]. Nous ne pouvons donc pas répandre de
l’exactitude physique des conclusions relatives aux encastrements.

On trouvera une étude physique de la question dans un article de M. L!
ROLLAND, publié dans les Annalesfrançaises de Chronométn‘e (1933, n° 3).
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de c est donnée par (174) et l’on a

(2a— b)U +
Î—L“_“=——7:7—4’1

b(Ui+ U2) +
%ro+rx=———_.a—a1

Bornons-nousau cas où l’on suppose que 6 est compris entre 0 et za.
Les deux quantités précédentes sont positives et l’on a

_ 1‘o< Pl< 1‘0'

Donc, c’est I‘0 qui constitue la plus grande valeur absolue de I‘.
Autrement dit, la plus grande fatigue a lieu à l’encastrement dans le

support. Elle est donnée par (175), en remplaçant Y par ”% et I‘
par (1 74).

55. Si le pendule oscille, l’influence de l’oseillation principale est
donnée par

__ sh(%
—

cos)
(178) T’=6\/3ET K———— +U…h…uch—9,

Les valeurs extrêmes du crochet C sont
(179) CO=KU+U1, C;=U2—KU=U1+U(I—K).

On a
C0+C;=U1+U2>O

et
C0——C)‘=(2K—I)U.

Si K> â, on a la même conclusion que précédemment; la plus

grande fatigue est au support. Mais, si K< %; C0 est compris
entre — CX et + C-A; la fatigue est à la tige.

L’influencede la vibrationparasite est donnée par des formules ana—

logues, où K doit simplementêtre remplacé par K’. Comme K’ <Ïo < ;,
on voit que la plus grande fatigue est toujours à la tige.
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54. Si les deux vibrations existent simultanément, les deux efforts
s’ajoutentalgébriquement,suivant le principe de la superposition des
déformations. Bien entendu, il faut évaluer chacun d’eux aumoyen
de la valeur correspondante de 0. Si A cos(nt+p) et A’ cos(n't +p')
sont les ordonnées des deux foyers au temps t, ces valeurs de 0 sont

Acos(nt+p)
et A”co’s(nt+p)

' f_—'
Les tensions extrêmes sont

———(KU +U.)Acos(nt+p) — (l\[ + U,)A’cos(n't+p )

KU)Acos(nt +p) »—— (U._,— K’U)A’cos(n't +};')
;. -!o—c

:.—— V3TE

T=,_: f3‘TÏ:
( U °-’

_

Supposons par exemple que le pendule ait été lancéparécart statique
(n° 18). On a ,_ f——'—_Q_T°_V3hrmg

<U-+ UÎ>(b-—a —:’)cosnt
—/U—{<

+%)( I) —a — :)cosn’t
>< _ _ 1

(180) ‘—°
Tfl= SETE—, \/ mg    Î

<[K- >(b—a—s')cosnt— <%—U)(b—a—s)cosn’t
;- r-I.! v
 

Si le pendule est lancé par choc (n° 19), on a
(1 + h)VTQ,=V3ET

m(a—b)‘*+
R'—’(1+ —,>m

 
-

. ’t(K“+Ul><b=—as+lv)slînt—<K'U+U.><bs—a' +R2)“"Î‘
(181)

<

X 5—5,

T'=VÊ (1+lt)V
(a— b)’+R‘-’(1+ Æ,)

   
’!(U —KU)(bs—az+Rî)3innl—(U —K’U)(bs’——a*,+R_)sinn

x '
,

v

\ Z—Z

  
  

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. II, 1935. 21
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Dans le cas général, il est difficile d’évaluer la fatigue maximum.
Nous ne le ferons que dans des cas particuliers, qui seront envisagés
ultérieurement. '

55. Pour ce qui concerne la souplesse et le centre de flexion, il n’y
a rien de particulier à signaler dans le cas de la lame uniforme, si ce
n’est que les fonctions F2 et G,, sont maintenantdonnées explicitement
par les formules (169), (163) et (166). Il en va de même pour l’erreur
d’isochronisme et pour les erreurs d’encastrement, la fonction F étant
donnée explicitementpar (1 70).

56“. CALCUL DE I—,_. —4 Si m’ désigne la masse de la lame, on a, en
utilisant (77) et reprenant les notations du n° 48,

, ).

11=%f (æ+Ks—æo)2ds.
0

L’intégrale s’écrit , _ :1 :!

MG,+2Mf (Ks— xo)æ”ds+ (—K—’——ÎKÀ—Î—î
0

D’autre part—, .

"‘
.[ (Ks — æ0)æ” ds=[(Ks — w,,)x’—— Kæ]{‘,

0

=k(À —— 2v0) — W,: â[k(u — 2U) —— U,].

Portant dans l’expression précédente, il vient, en tenant compte
de (163) et (166),

,À'-’
2 u"—’ 5U(182) I)‘_m

Ëz[K <Î -—1—uU + Î -—— 3UU,> ,

3
U—3U,]

, 5U , 2
—l—I\(z———uU,-+—3UL1 +—U,+

u
_

' 2 au

En portantdans (135), on obtient l’expressionexplicite de la per-
turbation due à l’inertie de la lame.

57. CALCUL DE L’1NTÉGMLBJ . — On a
:

x=s— âf (Kq>.+æ.)?ds
0
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où, d’après (| 58),

u _

K2 chu+9. ÀSh(Ë_œs> À sh(aws—u) 31s—x=— s——+z—————+— —————
2 chu+ 1 u u au chu—+1 au

s 37& 7 ) ’ ch<aœs— %)
u uch—

—— +2(chu+1) !;u [.u
a

2
—

%‘-[s— £—äshzœs]-

En intégrant par rapport à s et multipliant par %”, = {, on trouve

 ). 1 K7.‘ | 3 l=— —— ]2 ——- —— — ——(183) J 8(u2 L’) [| [chu—Ft +u<U’ u)J
KÜ chu+2 U__ _3_ .

[; _ch—u.+r u

En portant dans (136), on a la perturbation de marche due au poids
de la lame.

Il n’y a rien de particulierà signaler pour ce qui concerne les n°3 58
à 46; sauf que l’on connaît explicitement les fonctions G,, (n° 48).

CHAPITRE IV.
SUSPENSION A FIL.

58. PASSAGE A LA LIMITE. — La suspension par un fil inextensible et
parfaitement flexible peut être considérée comme cas limite de la sus-
pension à lame élastique; quand l’épaisseur de cette lame ou bien son
module d’élasticité tend vers zéro. D’après la formule (1), il revient
au même de dire que la fonctionM tend vers zéro. Nous nousbornerons
d’ailleurs à effectuer le passage à la limite dans le seul cas de la lame
uniforme. D’après (: 56), il nous suffit de supposer que u devient
infini. -

‘

Les formules (1 59) nous montrent que vo, e,_, M,, M, B,, U. tendent
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vers zéro, tandis que ?, tend vers )\ et U et U, tendent vers uni. D’après
(157), v et w tendent vers zéro, pour toute valeur de 3 prise dans l’in-
tervalle (0, À), limites comprises.

' '

D’après (158), cp, tend vers un, si : diffère de zéro et de "A. Pour
s=o ou 1, og, reste constamment nul. De même, q;2 tend vers zéro,
sis diffère de )\. Pour : = X, ça, reste constammentégal à un.

D’après (79), on conclut de ce qui précède que F,,_ tend vers K"7\.
Daprès (164) et (163), la valeur asymptotique de G,, est

'

_ Ku _ K n n—:i
(184) c,: _+_(;1_)<.‘Âî> ._

Enfin, les formules (182) et (183) nous donnent, à la limite,

(185) l;£=m'£ËP, J=
%ËÏ.

59. Nous allons maintenant faire une étude directe du mouvement
du pendule et nous obtiendrons, par comparaison,des vérifications de
notre théorie générale.

Employons les équations de Lagrange.
La force vive du système est, en négligeant la masse du fil et appe-

lant 41 l’angle qu’il fait avec la verticale,
(186) 2T : m[(R*+ a’)9’2 + Pal/a+ 2aM/6’ cos(9 — LP)].

On a, d’autre part, la fonction de forces
(187) U=mg(lcos$+acosô).

En première approximation, nous avons, en négligeant m’,
(188) '

, zT=m(Rfi+afi)e'-z+iwæ+zawe',
(189)

_ U=--’Ïl£(iæ+ü?).
D’où les équationsdifférentielles

,
(Rï+aï)0”+ ahÿ”+ga6=o,

(‘9°) . ,

.

a9”+hp”+gxÿ=o
et, par une combinais0n évidente,
(191)

' '
R’9’—l—ga(9 _ tp): ”o.
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Ces équations sont identiques à ce que deviennent les équations (25)
et (26) quand on y remplace {% par >.o et qu’on passe à la limite. Dès
lors, l’intégration du n° 7 s’applique au cas particulier actuel. Les
deuxfoyers sont toujours donnés par (30), où l’on doit annulerv,, v;
et W,… .

La valeur critique a, , définie par(41), est nulle. Donc, le centre de
gravité G doit être au—dessousde A; ce qui est bien évident a priori.

Les formules du n° 8 continuent à s’appliquer, en se simplifiant.
Les formules (44) et (58) se réduisent toutes deux à (‘)

_dRdT(192) 2Q—T—_2K.—Î + (».K — |)da + K“-’dl.

D’après (184), G2 a une limite nulle; de sorte que la formule (62) se réduit à G = — 1 . La variation du coeflicient de sensibilitén’est donc
possible qu’avec une suspension élastique.

La formule (64) devient ,

(193) =P=—aîz 9=K9-

Les questions traitées dans les n°° 18 à 20 constituent, dans le cas
actuel, des problèmes élémentaireset les vérificationscorrespondantes
sont évidentes.

L’équation (77) devient, à la limite,
v‘}': Yæ.

La forme limite de la lame est donc une droitepassantparO. On vérifie
en outre que la tension (X, Y) est dirigée suivant cette droite.

L’équation (78) et les formules (157) montrent immédiatementque
l’efl'brt T’ tend vers zéro, si s diffère de 0 ou de )., c’est—à-dire en dehors
des encastrements.Pour s = 0, on a, avec les notations du n° 51 ,

T;,= VîÎT Y.
Pour s= X, on a de même

T',= «3 ET(9 _ Y). 
(‘) Il est facile de voir que P; a pour limite (|——K)", tandis que l’inté-

grale (58) tend vers zéro. ‘
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On pourrait être tenté d’en conclure que la fatigue aux encastrements
ne devient nulle que si le module d’élasticité tend vers zéro. Mais en
réalité, les formules ci—dessus sont incertaines, pour la raison signalée

dans la note de la page 159et aussiparce quele rapport
%

devient égal

E
devient infini, alors qu’il doit être très petit (cf. J. HAAG, lac. cit.,
p. 128 et 129).

La formule (82) nous donne une souplesse infinie.
Rien n’est à changer aux n°5 24 et 25.

à 2 \/£; au facteur Y ou 0 -— Y près. Si Etend vers zéro, ce rapport

60. Pour le calcul de l’erreur d’isochronisme,on peut employer la
méthode suivante (' ). '

Repreno'ns les formules (186) et (187), en négligeant seulement les
quantités d’ordre supérieur au quatrième et tenant compte de (193) :

2T= m[R‘£+ (a + lK)‘*— aÀK(1— K)292]9’2,
2 (, #

U=—Ê(lKM—a)+ m2°6&
 (ÀK‘+a).

L’équation de Lagrange nous donne
(19Â) 9"[R’+ (a + ÀK)’— aÂK(1 — K)‘-’9’] — a_ÀK(1—- K)’99"

=-g(a+ ÀKË)0 + Ë(a + lK*)9=‘.

L’accélération perturbatriceest, au cinquième ordre près,
_

(195) A9”: aÀK(1 —' K)?9‘9/2+ Ë(a+ XK‘)6“—— naqzK(x— K)‘!93

_(a+ÀK)*+R2 "
En négligeant le troisième ordre (194), on voit immédiatement que
le dénominateurde la fraction (195) est égal à

g(a+lK’)
n2 ==.Î Î(a+lK2)y

d’après (34). En tenant toujours compte de (34) et remplaçant 6"" 
(’) Cf. J. Hue, Congrès de Zurich et Bull. Sc. math. (loc. cit.).
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292 _par ”T (n° 29), le numérateur s’écr1t

— & l“+““+—“‘”—K%K—r>*l""”
On en déduit

AT 63 a+ÀK*+4—ÎK“(K-1)2
(196) Î— 16 a+ÀK'—’
 

D‘autre part, les formules (45) et (1 12) donnent

(197)
'Q=a+ÂK‘-’,

iQ'=a(r—4K)— %<d+…*fi—31Kn
En tenant compte de (35), on vérifie facilement que Q’ est identique
au numérateur de (196); de sorte que la formule (1 1 1) devient iden—
tique à (196).

61. Les formules (1 17) se réduisent à

j=—i——i’, h=—Ài;
elles expriment que les droites AG et OA sont verticales, dans la
position d’équilibre.

Les formules (127) et (132) deviennent ensuite, en remarquant
que H,= XY“ et H: 371Y",

h=—1Ki, It’= 3671i‘2K‘2.

Portant dans
(133),K

il vient

Qi=— % iî—2—K(“ + 71K)2l'— % l"=— -K—l(a + z’+ IK): o,

en tenant compte de (35). La perturbation due aux erreurs d’encastre-
ment est donc nulle, ce qui est évident a priori, puisque la direction
des encastrementsdu fil ne joue aucun rôle.

62. Pour tenir compte de l’inertie du fil, il suffit d‘ajouter
2 fi

m'-Ë1lfl=m’}? 9"’ 
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à la force vive. Cela nous donne l’accélération perturbatrice
.

A6”— m’PK'—’n'—’9
. _ m’ PK“

n'—'6-_ z’ _

__ E 35’(a+lK'—’) ’—3m—(a+lK-‘)K
d’où £ __ m’ PK“

T _ ; 65’(a+1K'—’Û'

C’est bien ce que devient la formule (135), si l’on tient compte
de (185) et de (197).

65. Pour tenir compte du poids du fil, il suffit d’ajouter m'gÀ _, m’gÀ K"2 _,_ , -:___ 9-
4 4

àla fonction de forces. Cela nous donne l’accélération perturbatrice

m’le’9 m’ ÀK‘-’”__ B __ _ -"_1A9 _ a+lK2 _ m 2(a+lK*)” 9'

AT m’ K K2
î——_rÎ 4(a+lK'—’)°

C’est bien ce que devient la formule (136).
Un voit que toutes les vérificationsse fontparfaitement.

CHAPITRE V.
PENDULE PONCTUEL, BATTEMENTS.

64. PENDULE PONCTUEL. — C’est le pendule théorique dont toute la
masse est concentrée en un seul point t‘). Autrement dit, le rayon de
gyration R est nul. 

(‘) C’est ce qu’on appelle le pendule simple, dans le cas de la suspension
à fil. Mais ici, on doit supposer une tige rigide, de masse négligeable.
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L’équation (30) nous donne 2 = o et

a2+la—a(v..+ vx) + vï+5.wx
a—vx

(198) z’= 
Le foyer F est donc en G et les formules (34) et (36) nous donnent

sa période, sans aucune particularité.
Par contre, en échangeant z et s’, on obtient n’=œ. La vibration

parasite a une fréquence infinie ('). Physiquement, ceci n’a pas de
sens. Cela tient à ce que l’hypothèse faite n’est pas rigoureusement
réalisable; R peut être très petit vis-à—vis de a, mais pas rigoureuse-
ment nul.

Si l’on considère seulement le rapport E comme très petit, on a asymp—a
totiquement

z' étant donné par la formule (198). D’où
,, a‘H—Àa—a v,,+v_ +v”+ %(199) ” _=g (

R2fiî)
)\ 51 . 

La fréquence de la vibrationparasite est très grande. La conséquence
pratique est qu’elle s’am0rtit très rapidement, car les frottements
internes de la lame et la résistance de l’air exercent un freinage
d’autant plus énergique que la fréquence est plus élevée.

Les théories générales des Chapitres I et II s’appliquent sans modi-
fication au cas particulier actuel. Signalons simplement que, dans la
formule (58), il faut supprimer le premier terme du second membre.

65. MASSE PONCTUELLE rrxr‘m A L’EXTRÉMITÉ DE LA LAME. — Il suffit
de faire a = 0 dans le numéro précédent. On obtient, en particulier,
dans le cas de la lame uniforme (’),
(…) ne=£'_“_chï_.

1 uchu—shu 
(') L’équation (26) donne 9”: oo, si la position du pendule n’a pas été

choisie de manière à annuler le numérateur du second membre.
(2) Cf. La Bonne, loc. cit., p. 189.

laura. de Math., tome XIV. — Faso. 11, 1935. 22
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Comme vérification, cette formule nous donne, pour u =oo, la
fréquence du pendule simple de longueur )\.

Si u est au contraire très petit, on a asymptotiquement
3g _ Ee3h2—- _ _.(201)

. n_lu2_413m
La pesanteurdisparaît devant l’élasticité.

66. CAS où LES DEUX PERIODES SONT couronnuss. -— Pour que les
deux périodes soient confondues, il faut et il suffit, d’après (34)
et (35), que l’on ait

(a— v;)(z—z’)=o.

Une première solution est z=z’ . Autrement dit, l’équation (30)
doit avoir une racine double, qui est nécessairementnulle. Mais alors,
n et n’ sont infinis, si a — v, n’est pas nul. Physiquement, ceci n’a pas
de sens, pour la raison expliquée au n° 64. En réalité, on peut seule-
ment supposer que 2 et 2’ sont très petits.

Si a — v, n’est pas infiniment petit, la formule (35) nous montre,
dans ce cas, que K et K’ ont le même signe et la formule (34) nous
montre ensuite que n2 et n’2 sont de signes contraires. Donc, les oscil-
lations sont impossibles; l’équilibre est instable (n° 9).

Voyons maintenant le cas où l‘on a

(202) a = v,.

Les racines de (30) sont 0 et co. Mais, il est plus simple de remar-
quer que les équations (25) et (26) deviennent

(203) p”+a9"=_ Êî(p+ae).
(204) RW’=- gw09.

Elles s’intègrent séparément. La première donne le mouvement du
point G, qui est le foyer F’. La deuxième donne le mouvement du
point à l’infini sur la tige, qui est le foyer F.

Pour que ces deux mouvements aient même fréquence, il faut et il
suffit que l’on ait R = R,, en posant
(205) R0: vai—“70
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Dans ce cas, l’équation (30) est indéterminée, comme on le voit en
tenant compte de (16) et (22); tous les poznts de la tige sont des
foyers (‘) et vibrent avec la même fréquence F0 =

Î—ä_

, n., étant donné
par la formule (")
(206) ua:

ÏF°l%

67. BATTEMBNTS. — Supposons que les conditions (zoe) et(205)ne
soient vérifiées qu ’approximativement et posons
(207) a — v—,_= eR, a‘-’+ la + R”—a(vo+ v-,\) + vî+ 5,uq= 2peRä.

p désignant un facteur fixe quelconque. L’équation (30) s’écrit
(208) z‘*+2pRz—R‘-’=o.

Ses racines z et z’ sont deux longueurs quelconques, de l’ordre
de R. Les formules (34) et (35) nous donnent '

_ z
n’=nä<1-—SË)-

Les fréquences des deux vibrations sont, en négligeant le carré de &" ,
R

z z'(209) F=Fo(l—E2—R)) FI:FO(I_EZ—ñ).
Si les conditions initiales sont quelconques, tout point du pendule
autre que les foyers est soumis à des battements, dont la fréquence est

(…) f=F’-F= Fai—_—:——R—
=eFo\/Î_Ï+p-

Le facteur 9 est défini par la seconde équation (207). Cette équa-
tion s’écrit d’ailleurs, en tenant compte de la première et négli-
geant ”e”,

_R°__R + _I_ &,211 =( )
P a_-ao 2 W0

en appelant a() la valeur critique vx. 
(') Cela est évident sur les équations (203) et (204).
(2) La longueur du pendule synchrone est B,.
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CHAPITRE VI.
PENDULE A LAME COURTE.

68. DÉTERMINATION APPROCHÉE DES row-ms. — Supposons le rapport—}:
très petit, comme dans le cas du pendule ordznazre et convenons de

négligeræ2‘—Î devant l’unité. L’équation (30) s ’écrit ! __ __ . ,:z
(212) (Z+a)<s—Ë)=;

a51+lv,_ (@1tv,_+s,\),
“. a—v—,\

enposant(‘)
R2(213) ' l=a+;.

D’après (18), le second membre de (212) peut être réduit à

_z(— @1 + în).
On en conclut que les racines z et 3’ ont les valeurs approchées sui-
vantes :

(…” »

z=l"Ë a-î—îî <@’—a
“

""—>'

(215) 'z'=—a+<v;_—%fà).

La distance AF est donc très légèrement inférieure à la longueur nor—
male du pendule synchrone et le foyer F' se trouve a une très courte
distance _au-dessusde A. '

69. PÉRIODE DE L’OSCILLATION PRINCIPALE. —4 La formule (36) nous
. 1donne, au second ordre pres en ;,

_a _“2 R"
@_V_z)]_(2‘6) K_l[l+a +7+a1(7 a 

(‘) On sait que l est la longueur normale du pendule synchrone, corres-
pondant au cas où le pendule oscille autour d’un axe fixe passant par A.
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En portant (21 5) et (216) dans (34), on a ensuite

(217) rzïà‘Ë(1+—È‘+Lÿ—fiië>.
Si l’on suppose que w,_ est de l’ordre de ’A (' ), on voit que l’osa'llation
principale est très voisine du mouvement normal du pendule à axe flæe.

L’accroissement de longueur du pendule synchrone imputable à la
lame est approximativement

l(218) Al:—;m_—2v>_+fi,%-

Avec les pendules ordinaires, R2 est trèspetit vis—à—visde a2 et l’on a
approximativement
(219) Al=À—vo—wô.

Dans le cas de la lame uniforme, cette dernière formule se réduit
à (°) '

(92°) Az=i(l_ %>.
Pour u:œ, on retrouve bien Al: k. Si la lame est véritablement

élastique, l’allongement est moindre. Il est positif pour u > 1 ,2
environ et négatif pour u< 1,2. Dans ce dernier cas, la lame rac-
courcit le pendule synchrone au lieu de l’allonger.

70. INFLUENCE DE LA TEMPERATURE. — Elle est toujours donnée par la
formule générale (60). Voyons à quoi se réduit cette formule, quand
on néglige Pet R2 devant a2 (3 ).

Les formules (45) et (216) nous donnent d’abord
(221) Q=a+m+fi,=a+l+wo—vo. 

(') Ceci n’a pas nécessairement lieu. Par exemple, avec une lame uniforme,
‘ . - . ' . . . - 0

% est infiniment grand, 51 u est 1nfin1ment peut. Dans la pratique, 51 la lame

n’est pas trop épaisse, on peut admettre‘ toutefois que la condition ci-dessus est
remplie.

(’) Cf. LE ROLLAND, loc. cit., p. 350, et Timo-1, lac.pcit., p. 16 et 17.
(°) Nous supposons en outre que w;; est de l’ordre de )…
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On a, d’autre part, *

(v;+ W),)’_ WäP’= M) —M_{

D’après (19), cette quantité est inférieure‘a {LW—,—Si l’on suppose

que p. n’est pas très grand, P, est de l’ordre de grandeur de l’unité. ,

De même, on peut écrire

L "
_ewo_+M_>ïG:<,w0£(vo+wx)ds— w.

Si wo n’est pas très petit, G2 est de l’ordre de grandeur de X.
Dans ces conditions, la formule (60) s’écrit approximativement

dT_ , l—wo—vo‘ ?. Wä G2
î—«<I— @ )+«z<+m—+…

Dans le cas de la lame uniforme, on a

(223) c—ËrÏ=î+À[—O£'(Il—U—)+a<1—Uï—2—U’>_Ê<Ui+ä)].2 2a u u 2 u

On aboutit au même résultat, en faisant le calcul directà partir de la.
formule (220)

71. VIBRATION nimsrrfl — La formule (35) donne apÿroxinia-
tivement

. _,

(224) ' '

K’=-_—_—
â_1_; _,

d’où
(225) n” _

-—ÊÎË———,

Le rapport des fréquences de la vibration parasite et de ‘l’oscillation‘
principale est

‘
' n’ ! E' l 5(”G)

. .. Ë_Ë\/E>ñ\/î'
Il est extrêmement grand._Qn en conclut, comme au n° 64, que la
vibrationparasite s’amortit très rapidement.
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La formule (69) s’écrit approximativement

ê_' _ _ “‘—_B . a_f3u( 227) A _ @ 12

Donc, quand le pendule est lancé par écart statique initial, l’amplitude
de la vibrationparasite est beaucoupplus petite que l’amplitude de l’os-
cillationprincipale.

De même, la formule (73) devient

A’_ fifi a'-' E,(228) X_—-ñ—.l—ñ ;.
On a une conclusion analogue à la précédente, mais moins nette, car
le rapport de la fraction (228) à la fraction (227) est {—,\/â- Il est

1

très grand. Donc, la vibration parasite est relativement beaucoup plus
grande dans le lancement par choc que dans le lancement par écart
statique.

72. INFLUENCE DE L’ÉCHAPPEMENT SUR LA VIBRA'I‘ION mmsnrs. -—— Si l’on
considère l’action de l’échappement pendant un temps infiniment
petit, on peut l’assimiler à un choc instantané. Les accroissements dfi’
et d6’ qui en résultent satisfont à l’équation (70). En intégrant pen—
dant toute la durée de l’impulsion, on a la même relation entre les
accroissements finis AB' et A0’ ('). Les accroissements de vitesse Av
et Ac" des deux foyers F et F’ sont liés à A0’ par la formule (71) et la
formule analogue. Dès lors, l'effet de chaque impulsion consiste
à superposer au mouvement existant précédemment une vibration
sinusoïdale, pour chaque foyer, le rapport des amplitudes de ces deux
vibrations étant donné par (228). Il s’ensuit que, si la vibration para—
site n’existaitpas avant l’impulsion, elle eæiste après.

Toutefois, son amplitude est très faible et, comme elle s’amortit très
rapidement, elle est éteinte au bout d’un temps qui est vraisembla— 

(') On peut démontrercette propriété directement, en écrivant les équations
différentielles auxquelles satisfont les acéroissements 8fi” et 66' provenantde la
force F agissant au point B. En éliminant F entre ces deux équations, on obtient
la relation (70) entre 85” et 66”. En intégrant pendant la durée de l’impulsion,
on aboutit à la même relation entre A5’ et A9'. Ceci suppose, bien entendu,que
le point B reste fixe pendant l’impulsion, ce qui est pratiquementexact.
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blement une très petite fraction de l’intervalle séparant deux impul-
sions consécutives. Pratiquement, cette vibration parasite est imper-
ceptible.

Il n’en subsiste pas moins qu’une certaine quantité d’énergie est
empruntée à chaque impulsion, pour le renouvellement de cette
vibration éphémère. Le rendementde l’échappement est donc un peu
diminué. Mais, cela ne doit pas avoir une bien grande importance (').

Pour éviter ce léger inconvénient, il faut que le point d ’tmpulsion B
coïncide avec le foyer F. C’est pratiquement impossible avec les
échappements mécaniques ordinaires, parce que la fourchette serait
trop longue. Avec les échappementsélectromagnétiques, la condition '

est, au contraire, presque remplie, car l’impulsion a lieu au bas du
pendule, donc dans le voisinage de F (2).

75. FATIGUE n‘»: LA LAME. — Pour ce qui concerne la fatigue en écart
statique, il n’y a rien à ajouter à ce qui a été dit au n° 52. Voyons ce
qui se passe pendant les oscillations. A cet effet, reprenons les for—
mules (180) et (181). Dans chacune d’elles, le terme en cos n’t ou
en sin n’t varie beaucoup plus rapidement que l’autre terme (n° 71).
D’autre part, il s’amortit en un temps très court. Il s’ensuit que, pour
avoir le maximum de T' ou de T',, on peut pratiquement faire t: 0
dans le premier terme du numérateur.

Supposons d’abord le pendule lancé par écart statique z°"mttal.

D’après (224),K,est très petit. Si l’on néglige toujours R2 devant a ,

on a sensiblement K = 1 . Dans ces conditions, les valeurs maxima de
T'“ et T', sont respectivement( "‘)

/

F’F
(229)

T'—V3Ë Q U,.‘F’B+U.FB’_ 72%Ÿ’
les‘distañcës F’ B, FB, F'F étant prises en valeur absolue. 
V(‘) A condition toutefois de ne pas réduire la distance BF’ d’une manière

exagérée, c’est—à-dire de ne pas prendre une fourchette trop courte.
' (?) Cf. La Bottmn, loc. cit., p. 354.

( ') Elles sont atteintes pour n' t = 0 ou 11, suivant le signe de BB.
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D’après (161), c’est la première expression qui est la plus grande.

Donc, la plus grande fatigue a lieu à l ’encastrement dans le support.
Si B se trouve entre F et F’, la première formule (229) s’écrit, en

tenant compte de (67) et confondant F' avec A et F avec G,

(230) T:, = V3 ET 9, (U, + U
%>.

Pour une amplitude 60 donnée, cette quantité est d’autant plus petite
que !) est plus voisin de a.

Si B est au-dessous de F, ou a

(231) T;,=V5ET6,<U+U,-UË>—

Cette quantitéest d’autant plus petite que b est plus voisin de a.
Donc, dans tous les cas, il y a intérêt à attaquer le pendule le plus

prèspossible du foyer inférieurF.
_

Si l’attaque se produit en ce point, les formules (230) et (231) se
réduisent l’une et l’autre à

(232) T‘(, =v3ET U: 90.

74. Supposons maintenant le pendule lancé par choc.
Les deux formules (181) donnent sensiblement le même maximum

pour T2, et TÎ,\. Autrement dit, la plus grande fatigue a lieu simulta-
nément aux deux encastrements. Elle provient d’ailleurs uniquement de
la vibrationparasite et a pour valeur (933) T'_—_(T ET

(‘+/‘)V
m

,

(a—b)*+R*<1+$)
en posant
(234) e— Ua.Bl« _UR.BF__W_Ê
Toutes choses égales d’ailleurs, elle est d’autant plus grande que la
lame estplus courte.

75. Bien entendu, les formules (230) à ( 233) ne s’appliquent
qu’au début du mouvement, quand la vibration parasite n’a encore subi
aucun amortissement. Au bout d’un temps très court, cet amortisse-

Journ. de Math., tome x1v. — Fasc. n, 1935. 23
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ment est completet ilnesubsisteplusque l ’oscillationprincipale. A partir
de ce moment, on doit appliquer le n° 55. Comme K est voisin de
l’unité, la fatigue maximum a lieu à l’encastrementfixe et sa valeur
est donnée par la formule (232).

76. SOUPLESSE. — La formule (82) se réduit pratiquement à

2a 2a ush2u]a(235) S G,
À<UÏ4—%Ë>

X u—+shuchuII

On vérifie aisément que le dernier facteur est une fonction croissante
de u. Ouen conclut que la souplesse augmente avec u, c’est—à—dire
quandon diminue l’épaisseur, la largeur ou le module d’élastz‘cite' de la
lame, ou bien quand on augmente le poids du pendule. Tout ceci est
bien conforme au bon sens.

Si l’on fait seulement varier X, on voit que S est proportionnelle
à la fonction
(236) sh2u

1u+shuchu’

qui est aussi une fonction croissante de a. Donc, quand il ne reste
plus qu’à choisir la longueur de la lame, on augmente la souplesse en
prenant cette longueur la plus grande possible ('). Il faut toutefois
remarquerque la fonction (236) atteint rapidement sa valeur asymp-
totique 1. Par exemple, pour u=4, elle vaut déjà 0,993. Il n’y
a donc aucun intérêt, du point de vue de la souplesse, à ce que u
dépasse la valeur 4.‘

77. CENTRE DE FLEXlON. — Les formules (83) et (2 1 5) nous donnent

ÙF_'= l\ '+ "‘A_ %51
ou, en confondant ! avec a,
(237) W=_v…

'
Flacons—nousmaintenantau point de vue du n° 25. L’equation (87) 

‘
. . .

‘
À .(1) On suppose tOUJOHI‘S, bien entendu, que :: reste pet1t.
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admet une racine très petite et l’autre très voisine de L. Cette dernière
est à rejeter, car elle conduirait à une fourchette agissant sensible-
ment en A, c’est—à-dire à l’extrémité de la tige. Il faut donc prendre
la petite racine.

Comme elle est de l’ordre de )t, ainsi que F, et a+z’, on a, au
second ordre près,
(238) x=—F._,——2(a+z’)=—l’._,—2V,_+2%fi,.

Supposons la lame uniforme et négligeons toujours R’ devant a‘.
La formule (169) nous donne, pour K = 1,

(239) li”=r—2—U+U "”._,

À u 2u 2
 

Portant dans (238), on trouve

d’où
(240)

c=À—w=—<——”— ?>.

tandis que l’on a, d’après (237),
(“)—F7: ?:.

u

Donc, si la lame est très mince, l’axe de la fourchettedoit être au milieu
du segment OF' et non pas en F’, comme l’ont préconisé divers
auteurs(‘).

78. PERTURBATIONS. — Pour le calcul d’une perturbation proprement 
(’) Cf. Kutnorr, p. 1 et 13; La ROLLAND, p. 353. Bien entendu, pour de

petites oscillations, ceci n’a pas grande importance pratique. Quel que soit
l’emplacement de l’axe de la fourchette, le glissement sur la tige est toujours
très petit. Mais, si l’on tient à donner une règle aux constructeurs, il vaut évi-
demment mieux leur indiquer l’emplacementqui donne le glissement minimum.
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dite, la formule générale (104) se réduit à

(24') f=n'—’(as,—as,ô+e,),

en négligeant )\ devant a. Il revient au même de dire que l’accéléra—
tion perturbatrice est pratiquement la même qu’avec un axe rigide. En
particulier, la théorie de l’échappementpeut se faire sans tenir compte
de la lame. -

On pourrait évidemment pousser plus loin l’approximation, en
négligeant seulement 70 devant a”. Mais, cela ne présenterait vrai-
semblablement aucun intérêt pratique.

79. ERREUR D'ISOCHRONISME. — La formule (112) donne, en négli—
geant 73 et R’ devant a'—’,

Q’=a -— M + […,—+ 8F,— F.

Nous avons Q par la formule (221). D’où

9_’_ —57\+5v0—w0+8F,—F(242)
Q— + a

' 
Si l’on suppose la lame uniforme, F2 est donné par (239). En faisant
K = 1 dans (170), on obtient, d’autre part,  F_—-42U+22U,—i--3U,Uî ,__, 1 …(243) î— :… +3(1_U,—gL,).
Portant dans (242), puis dans (1 1 1), il vient

AT 92 6'—' Â( 7U Ul . 3U.U'—’ 3 .,! __ _2 __0 __ __ _ _ >_ __ .! _ - | _ .o(244) T _16+16a \ Qu ’_.I{ll ’" 8u SU'>'
Comme vén'fication, on retrouve, pour u=oo, la f0rmule classique
qui donne l’erreur d’isochronismedu pendule simple ( ‘ ). 

(') Il doit bien en être ainsi, car nous avons affaire, dans ce cas, à un pendule
simple de longueur a+À, puisque nous négligeons le rayon de gyration R.
M. La ROLL\ND (loc. cit., p. 336) trouve, avec nos notations,

AT _ 93 63 À

( 2U)IlT _
16 16 a

Mais, sa formule est nécessairement fausse, car, pour u =oo, la vérification ne
se fait pas.
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Si u > 4, on a approximativement

On voit que l’influence de la lame sur l’erreur d ’isochronisme consiste
en une très légère diminution de cette erreur. Elle est pratiquement
négligeable.

80. Enneuns D’ENCASTREMENT. — La première formule (1 17) s’écrit,
en négligeant '—-;

a—z

. . . I'W +i’w(246) ' ,] —+—l+l’=+";
ou, dans le cas de la lame uniforme,

71 .. . .,_ _ .,(247) j+z+z_au(zU1+zU,).
La formule (133) donne, en négligeant toujours 73 et R2 devant a2

le . ., . , Àet remarquant que & et 1 + : + _] sont de l ordre de E’
'2 _ _

'-_r , I
(248) Q1=%(V“——A)—IH+IZFg—— Îä'
Si la lame est uniforme, on calcule h et h’ par les formules (127),
(132), (169) et (170). En tenant compte de (239), on trouve, tous
calculs faits,

AT_ 1
[.,(2U.—3U—3UUï

/ u__ 1 3(21.9)
-T—_—I-6—âz “ —qUUfi—U, sw.)

..
(U,—

!;U — 3UU?+lj ” —4UU,+2Uî—3UUÏ)
'2 / ‘-'

+J_<_ U24__+“" +6U‘f+ 3U:)].2 u

Pour u > 5, on a approximativement

AT_ } .2 .. .!(25°) î_— m(31 +41]+2_} ).

Cette formule montre que si les angles i etj sont seulement de l’ordre
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du degré, l’influence des erreurs d’encastrement sur la durée d ’oscilla-
tion est extrêmement faible.

81. INERTIE ET roms DE LA LAME. — Bornons—nous au cas de la
lame uniforme et négligeons toujours 73 et R’ devant a2.

En faisant K = 1 dans (182) et portant dans (135), on trouve, pour
la perturbation d’inertie,

Æ_rn’ P(1
U2 1

U—-3U,+ËÆ)__—— ———+—_+T 2ma2 3 u u- 2u3 ou2
(251)

Si u > 5, on a pratiquement

(252) êI_ m’
P(1

1 1 1

T _ 2m et2 3 u u'—’ 2 a“ ,

En faisant K = 1 dans (183) et portant dans (136), on trouve, pour la
perturbation due au poids de la lame,

(253) %:--%â<z—ô%+%—Uî)
ou, siu>5,

AT fi 6“… Î=_è%ä(2_î+%)'
On voit que l’influence du poids de la lame est beaucoup plus grande
que l’influence de son inertie. La première est proportionnelle à E’
tandis que la seconde est proportionnelleau carré de ce rapport.

CHAPITRE VII.
PENDULE DE GRAVITÉ A SUSPENSION DIRECTE.

82. CONDITION DE GRANDE SENSIBILITÉ. — Pour que le pendule soit
très sensible aux variations de g, il faut et il suffit, d’après (63), que
Q soit très petit. Or, en tenant compte de (35) et (36), la formule (45)
peut s’écrire

z‘3+ R2(255) . Q:(a-—a,)….
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Cette quantité ne peut être très petite que si le facteur a — a. est très
petit. Donc, pour que le pendulesoit très sensible aaa: variationsde g, il
faut que la distance a soit légèrement supérieure à la distance cri—
tique a,, c’est-à—dire que le pendulesoit très voisin de l'instabilité(n° 9).

85. POSITION APPROCHÉEDES rovsns. — Posons
(256) a—a,=sk,

& désignant un nombre positif très petit.
L’identité (33) nous apprend que l’une des racines z et z' est très

voisine de v,— a = w,— E)\, donc très voisine de W,. Comme w.,> 0,
cette racine est la racine positive. Pour des commoditésde notations,
nous appelleronsdorénavant2 la racine négative et z' la racine positive,
contrairementà la convention du n° 7. Autrement dit, F sera le foyer
supérieur et F’ sera le foyer inférieur.

. . . ' . . R2Dans ces conditions, z’ est v01s1n de wo et z v01sm de —
a)—

- La for—
0

mule (33) nous donne alors la valeur approchée
(257) zl=Wo(l+sl)a

en posant
R2À— vo—m— ——,_ B,Wo—- Wä<— R2_ Wo_(258) s_e)\

—wo(w‘f,+R2)_sl—————WË+R,
Onaensuite

5
R2 '(2 9) z=—;Û(1-—e).

En portant dans (36), on & approximativement

_ eÀw0 __ SX(260) K... — W __ z—:Î"
Puis, d’après (37),

'

(261) K’= ””_'Î_Z.
fil

84. VALEUR APPBOGBÉE nu cosmcumr DE SENSIBILITÉ. — Si l’on porte
(256) dans (255), on obtient

(ê=ûs(s—wo+el)'



184 J. HAAG.

Si l‘on remplacez par z’, cette quantité devient
("';—:+ R'—’)’—’

51 Wii

Elle n’est pas infiniment petite avec &. Ceci nous prouve que, pour
mesurer les variations de g, c’est la vibration du foyer supérieurF qu’il
faut utiliser (‘ ). -

Pour cette vibration, on a approximativement Q = s).; d’où

G=_ 2VV(262) G=ä _mgls’
en ne gardant que la partie principale.

On vérifie bien que ce coefficient de sensibilité devient infiniquand &

tend vers zéro. De plus, il est positif. Donc, la durée d ’oscillation aug—
mente avecg, contrairementà ce qui se passe avec le pendule ordinaire.

On voit aussi que le coefficient de sensibilité est proportionnel à
l’énergie de déformation de la lame, pour une élongation donnée du
pendule.

85. Dans le cas de la lame uniforme, G,.=‘Al‘2 est donné par la
seconde formule (165). D’autre part, la formule (260) nons montre
que lc: K(1 — K) est infiniment petit avec &. On peut donc réduire I‘._,

à son premier terme et l'on a
(263)

G=L<UÎ+Ë=>.28 u

Si l’on considère & comme donné, on voit facilement que G est une
fonction décroissantede u. On a donc intérêt à prendre u aussi petit
quepossible (2).

Si u est très petit, on a approximativement
i _ nez’=—-=—a, z...
u2 a 

(‘) C‘est la vibrationparasite du n° 16.
(“Z) Il faut remarquer toutefois que ceci augmente la valeur absolue de a1 et

par conséquent la longueur du pendule. Pratiquement, on prend des pendules
courts, pour qu’ils soient facilement transportables. De ce.fait, on ne peut pas
donner une très petite valeur à u.
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Le foyer F’ est sensiblement en A et le foyer F est sensiblement à
l’extrémité du pendule synchrone (cf. 11” 68)

En outre, la formule (263) se réduit‘a
\ ' _(264) (.:—__: a

.su- a—u1
 

86. CALCUL APPROCHE DES remouss. — La fréquence de l’oseillatwn
principale est donnée par les formules (34), (260) et (257):

21(265) n =Sm-
L ’oscillatwn principale est dautant plus lente que le pendule est plus

sensible.
La fréquence de la vibrationparasite est donnée par

(266) n"’ =Ë<I+WR_‘Î)'
Elle est de l’ordre de grandeur de la fréquence du pendule simple de

longueur 7&. Elle est donc beaucoup plus rapide que l'oseillationprinci—
pale et, comme au n° 71, s’amortit très rapidement.

Revenons à la formule (265 ), en supposant la lame uni/orme, avec u
très petit. On a approximativement

51 al ' ‘. .. )\
.‘t 2— _ — r_ — Q .(267) ,. _gR‘z+a'z —é a;— / + …!

D’où, en tenant compte de (156),
1r2 _ g Ee"/t(268)
'I_‘Z— -l + 12malÏ

Si l’on appelle T et T’ les durées d’oscillation correspondant à g et g’,
on a

I I(269) é’l—g=lfi2<TTæ—'Î2)'
On obtient exactement la même formule que pour le pendule ordinaire
à aæe fixe (‘ ). 

(‘) Il ne faut pas oublier que l est négatif, de sorte qu’en réalité il y a un
changement de signe.

Journ. de Math., tome XIV. — Fasc. Il, |935. 24
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Si g’— g est infiniment petit, ceci s’écrit
TAg=—2lfiz%)

formule identique à (61), si l’on tient compte de (267) et (264). Mais,
il est bien entendu que les formules (267) à (269) ne sont valables que
si u est infiniment petit.

87. INFLUENCE D’UNE VARIATION DE TEMPERATURE. — La formule (60)
devient, pour e infinimentpetit,

;
dT a’wÀ+a<—l+li—VÂ—AG,)—ÇG2(270) ——= " .T 281
 

On voit que l’influence d’une variation de température sur la durée
d ’oscillation est asymptotiquementproportionnelle au cacfjicient de sen—

sibilité.
Voyons quelle est la répercussion sur la mesure de Ag.
Supposonsque la température augmente de 1° entre la première et

la deuxième expérience. La correction à ajouter à la valeur expérimen-
tale de % est donnée par

dg_ 2 dT
? _— Ü T

ou, d’après (262),
dg_ } wï ,w,_(271) ?_p+a[4+G—z(lwm>]—ŒŒ'

Elle est indépendante du coefficient de sensibilité.
Avec une lame uniforme la formule ci-dessus devient

dg_ oc(uUî—+—2U,)—oüU.2(272) E—5+2 uUï+U._, 
Si u est infinimentpetit, on a

(273)
%:fi—l—3a—a’.

Comme vérification, on peut obtenir directement cette dernière for—-
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mule en différentiant (268) :

2 u ’ '3 o-

d<%)=— "? +<%
— %>(fi+3a ——2oz’) 

ou, en négligeant % devant %;

d(%)=—-Ë(Ç+ 3a—a’).

En se reportant à (269), on voit qu’il faut diminuer g’ de Id (%:),
c’est-à-dire augmenter g’ de g(B + 3oc — oc’). C’est bien ce que donne
la formule (273).

88. LANCEMENT DU PENDULE. — Dans le cas du lancement par écart
statique initial, la formule (68) et la formule analogue donnent,
d’après (260) et (261),  _ Q FF’.BF’ ,_ Q «B_(274) A—m—g' a ’ A-nÿ«w»
d’où

A W î‘î«‘72(275) Â7— Î_ B&B—,.

On voit que si B n’est pas très voisin de F’, l’0scillation principale a,
comme il convient, une amplitude beaucoup plus grande que la vibra—
tton paraszte.

Bien entendu, pour éviter complètement cette dernière, il faut
attaquer le pendule au foyer supérieur F.

Dans le cas du choc, la formule (73) donne

A F’ R.FF’
A’ _ F z’ «?m‘j

Le rapport de cette fraction à la fraction (275) est

 
RVeÀ—B,W'

Il est très petit. Donc, il faut éviter le lancementpar choc.
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89. FORME DE LA LAME. — Si le pendule est écarté statiquement, la
£Lmg

pourvu que b ne sont pas très v01sm de v)‘, c’est—à-d1re de a + 5’. Dans
ces conditions, l’équation (77) se réduit pratiquement à

formule (67) nous apprend que Y : est très petit vis—à—vis de O,

(277) J'." .9(ct‘—u'.,).

Cette équation est approæimatiæmentvalable sous la seule condition
qu’on n’attaque pas le pendule très près du foyer inférieur F'

. On peut,
en particulier, l’appliquer pendant l’oseillatz‘on normale du pendule.

D’après les propriétés générales de la fonction au (n° 5), la courbe
représentée par l’équation (277) est partout concave vers les y positifs,
si l’on suppose 0 > 0.

Dans le cas de la lame uniforme, on a, d’après (157),

—(chœæ—1).(278) œ)’
sh u

La lame se déduit d'un arc de chaînettepar amplification des ordonnées

dans le rapport sh u
.

Si u est trèspetit, on a approximativementla parabole

æ2— 2 a_
6_}’.

90. FATIGUE DE LA LAME. — En se plaçant dans les mêmes conditions
qu’au numéro précédent, la formule (78) se réduit à

(279) T’=ômg—=ÛE 2’
21 M°tol®

Bien entendu, on ne peut en étudier la variation le long de la lame que
si l’on connaît la constitution de celle—ci. Par exemple, dans le cas de
la lame uniforme, on a, avec la notation du n° 51 ,

chaos
shu
 (280) T’=9\/3_E_T

La fatigue est maximum à l’encastrement dans la tige du pendule. Elle
6V3ETvaut, en ce point, _tlÎ
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91. SOUPLESSE. — La formule (82) nous donne, pour & infiniment

petit,
S =— 1.

Ce résultat s’explique aisément, si l’on considère que le mouvement
du pendule est infiniment lent (n° 86). Son énergie cinétique est infi-
niment petite; donc, le travail total W + W’ est infiniment petit et

/
le rapport% est infinimentvoisin de — 1 .

La conclusion pratique est qu’avec un pendule de gravité très sen—

sible, l’amortissementest beaucoupplus rapide qu’avec un pendule ordi—
naùe.

92. PERTURBATIONS. — La forme générale (104) se réduit asympto-
tiquemenl à

. i 1n-(281) _—-—;,=——
Î}.<€’W"_E“_E’Ûf

ww”ds —f e,,w”ds>,“__" 0 0

en tenant compte de (81). Le second membre constitue l’accélération
perturbatrice subie par 6. En lui appliquant la théorie générale des
perturbations, on peut calculer l’effet d’une force perturbatrice quel—
conque sur la durée d’oscillation ou sur l’amortissement. La présence

I . .du facteur
51

nous montre que cet efl”et est proportionnel au coefficient
de sensibilité.

95. ERREUR D’ISOCHRONISME. — La formule (1 12) se réduit à

Q’=a — F=F.—W‘,_,
avec

_

I.

(282) l‘}: w”* ds.

La formule (1 1 1) donne ensuite, d’après (262),

AT 9‘—’
3 _=__2(28) T 16GC’
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en posant
w+fw’(1—w’)dsw,—-F ___,w—F

Ga

=wo+fW’(1——w')ds

Comme w’ croît de o à 1, quand s croît de o à 1 (n° 5), les deux inté-
grales ci-dessus sont positives. On a de plus

1f w"1(1 —— w"£) ds
0

Ga

  (284) C:

C—[= >O.

Donc, C > 1. D’où la conclusion suivante :

L’erreur d’isochronisme du pendule de gravité est égale à l’erreur
d ’isochronisme du pendule simple, multipliée par le coeflïcient de sensi—
bilité, puispar un coefficient> 1 et enfin changée de signe.

Dans le cas particulier de la lame uniforme, le coefficient C a pour
valeur, d’après (170),

ë2U,+UU? —uU" __3 sh4u—4u
[; U,+uUÏ ==8 sh'—’ u(shzu+zu) (285) (3:

On démontre aisément que C est une fonction croissante de u. Elle
3vaut1 pouru=oet;pouru=œ.

94. Ennzuas D’ENCASTREMENT. —- La formule (118) nous montre que
si iwo— ai’ n’est pas très petit, l’écart du pendule avec la verticale,
dans sa position d’équilibre, est approximatiæment proportionnel au
coefficient désensibilité. Il peut donc être très grand, même si les
angles i et i’ sont petits.

On peut régler l’inclinaison du support de telle manière que le pen-
dule soit sensiblement vertical dans sa position d’équilibre. Dans ce
cas, les anglesl, i’ et_} ont le même ordre de grandeur.

95. Evaluons maintenant la répercussion sur la durée d’oscillation.
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Si le pendule n’estpas réglé (n° 94), la formule (133) donne . F '2

Q!=JZaî
,.

=—%CGL—
d’après (284).

D’où
(286) Ê,IÏ : _

JÎ GC.

Comme j contient le facteur
%;

on voit que la perturbation est une
avance proportionnelle au cube du coefficient de sensibilité. Elle peut
donc être très grande.

Supposons maintenant le pendule réglé; de sorte quej a le même
ordre de grandeur que i et L". La formule (133) devient

!4Q,=a(i+ i'+j)*+ i'2Fz— %.
D’autre part, la formule (132) se réduit à

,_ d‘il! _ _£
\ .. .2h _(Ü_ÛZ)Y=_5,O=/—IZAÜJ —6AIU + 2A2l ,

en posant
(287) F=2A,,Kfl.

On a dès lors :
l_. u‘)_ (i + ("+/')2+ l"" F2_ A‘\o.l.2+ â'A1Ü.

_
6 A2i'zAI _ -(288) T — … 

Cette fois, la perturbation n’est plusproportionnelle qu’au coefficient de
sensibilité.

Dans le cas de la lame uniforme, on trouve, en se reportant à (170)
pour les coefficients A,,,

AT_ 1 U! . ., - 2 Ë<U|+Uz_3UUÏ+U2_3UU3)(289) T_[Ë[_Î(l+l+J)+û _—u | «

+
% <2U._,+

U,—3UU%
—3UU;‘) +); <2Uz—îUaUï+3u:)]—u

Si le pendule est bien symétrique par rapport à l’encastrement de la
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lame dans la tige, on a t": o et la formule (1 1 7) donne

(290) i: ——j.

Le rapport; étant infiniment petit, onpeutappliquer la formule (286),
à laquelle se réduit d’ailleurs la formule (288) si l’on ne garde que les
termes en j‘*‘.

96. INFLUENCE DE L’INERTIE ET DU roms DE LA LAME. — Dans le cas de la
lame uniforme, l’influence de l’inertie est, d’après (182),

U — 3U
, , 3Uî + ————’

2 )
AT

7
m % u

1 —— = -( 9 T [un RHH+PUÏ
 

Elle est indépendantedu coefficient de sensibilité.
L’influence du poids est, d’après (136),

£__ m’ J
_(292) T — ï£î»

soit, dans le cas de la lame uniforme et d’après (183),
_ AT m' 1 2(293) T*”Œî<îfl“U'>'

Elle est proportionnelle au coefficient de sensibilité.
Examinons l’influence d’une variation de température sur la pertur-

bation (292). On a, en se bornant à la partie principale,
‘

d(AT) __ dT de
AT T &
 

Le premier terme est donné par (270). Calculons le deuxième. On a

e—fiÎ_ÏZ—._ }
D’où

de _ az’a+ dw,_Î_ eÀ
’

en se bornant toujours à la partie principale. Or, on a, d’après (52)
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ct(57),

,2
dw—,_=a1 I_“_'- + (@+4a)G,.

M}.
Donc,

M)
& SX

2

d a’a+aÀ(1—fi)+(fi+4a)G:

En comparant avec (270), on voit que  
de dTÎ— “TP—'

Donc,
d(AT)_3d_T_

AT _ T
D’où
(294) d(âT)=3fl-CÏF—T

Le rapport de la nouvelle perturbation thermique à l’ancienne est égal à
3m' J , , . ,

_ . . m .—
-m—8 X' Il n est tres petit qu a la condition que le rapport

r_n_’
sort beau—

coupplus grand que le coefficient de sensibilité.

97. CORRECTION A LA LOI DE FLEXION PLANE ET FROTTEMENT INTERNE. —

Dans l’application de la formule générale (141), signalons d’abord
que l’on doit annuler K dans la formule (139), ce qui la simplifie. Il
faut ensuite remarquer que la présence du dénominateur Q : sl rend
la perturbation proportionnelle au coefficient de sensibilité. Il semble
donc que le pendule de gravité pourrait, au point de vue de la déter-
mination expérimentale des coefficients a,, rendre des services ana-
logues à ceux qu’il rend pour la mesure des variations de g.

Les mêmes observations s’appliquent aux formules (147) et (149),
qui concernent l’influence du frottement interne.

98. DISSYMÉTRIE DE LA LAME. — Reprenons la formule (154), en sup-
posant i’= 0. En se rappelant que i est négligeable devantj et ajou-
tant à (154) la perturbation (286), nous obtenons une perturbation

laura. de Math., tome XIV. — Fasc. II, 1935.
25
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globale donnée par la formule
4 AT _ .__,

g.<
2cp,— sin2<p, jcoscp,

ou, d’après (153), et en supposant & constant (n° 44) ('),
5 AT_G 25 e |) .

9
C9';’, C9};(29) —T—_—A—_—icpl+fl(2nf smxp,+

2
cos2<p,——e——— '

?.
 

La dérivée du crochet par rapport à <p. est

D: E + EE(211—1)cos2qu———Côäsin291.
TC 11

Si l’on pose
_ 2e(21r—— |)(296) tunnel—W,

ona  D—
C95[51na_cosoc 27r——1 —sin(2cpi—a)J-

Supposons, pour fixer les idées, & positif (?). L’angle ou est compris
Tt . .entre 0 et ;- Appelons B l’angle, compris entre 0 et oz, dont le smus  . . sin a , . ,

est egal a - La derwee D s’annule pour27Î — I

et a — 7Î
? :_+B et (Pi: @ _ _°‘ 2 2 2

Elle est positive quand :p, est compris entre ces deux racines. Il
, - AT .

s ensu1t que — est maximum pour T
(297) j=- 90 sin üg_5
et minimumpour
(298) j=6.,cosa;ô- 

(‘) Si &: n’est pas constant, il faut le remplacer par
5—71?

(n° 38). Ne pas con-

fondre cet & avec celui de la formule (256).
(’) Autrement dit, le module de Young estplus grandâdroite qu’à gauche.
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Il convient toutefois de faire la remarque suivante. Dans la

pratique, il est vraisemblable d’admettre que e est petit vis-à—vis
de 60 ('). Donc, les angles ou et B sont petits. Il s’ensuit que
l’angle (297) est petit vis-à—vis de 00, tandis que l’angle (298) est au
contraire très voisin de O… Le maximum de la durée d’oscillation est
donc facile à obtenir expérimentalement; tandis que le minimum ne
serait obtenu qu’en déséquilibrant le pendule de telle manière que son
oscillation se fassepresque tout entière du même côté de la verticale.

Si la dissymétrie de la lame est très accentuée, il peut arriver que ou

soit assez grand pour que le maximum soit lui aussi impossible à
atteindrepratiquement.

Ces deux cas ont été constatés eæpérimentalementpar M. Holweck (“’).
Ajoutons qu’il est aisé de reconnaître, d’après l’expérience, le côté

correspondant au plus grand module de Young. C’est en effet le côté
opposé à celui vers lequel ilfaut dévier la position d 'équilibrepour faire
croître la durée d’oscillation.

Si l’on a mesuré expérimentalementla valeur dej correspondant
au maximum, ainsi que l’amplitude 00, on peut facilement calculer &.
On calcule l’angle y donné par
(299) siny=« *—

. 7' ,—_ .et compris entre —
à et + 7)- On a ensuite

sine:
_ sin(zy—a)=2î_l,

d’où l’on déduit tanga et, d’après (296),

Ca ., sinay(300) 8—VÎ "1+(2n—1)coszy 
(') A moins que l’on ne prenne intentionnellementdes oscillations de très

faible amplitude. Mais leur observation serait sans doute difficile.
(“) Je dois dire que c’est d’ailleurs M. llolweck qui m’a donné l’idée de faire

l’étude théorique de cette question, en me communiquant fort aimablement ses
résultats expérimentaux, à la suite de la séance du 6 mai 1932 de la Société
française de Chrononzétrz‘e.
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Si y est très petit, on a approximativement
.‘b.(301) e=—;JÛO-

Signalons encore que le sens de variation de T en fonction dej est
indépendant duqcoefflcient de sensibilité, puisque ce coefficient inter—
vient seulement comme un facteur constant dans la formule (295).
Mais, le pendule de gravité est néanmoins beaucoup plus commode que
le pendule ordinaire pour étudier ces phénomènes; parce qu’il amplifie
énormément la perturbation et rend, par conséquent, ses variations
beaucoup plus nettes.

99. J’ai fait une théorie analogue à la précédente pour l’influence
simultanée du déséquilibre et des dissymétries dans le frottement
interne. Mais, pour les raisons indiquées au n° 46, il ne me paraît pas
utile de la publier maintenant, car il faudrait d’abord évaluer expéri-
mentalement l’importance du frottement interne.

CHAPITRE VIII.
PENDULE DE GRAVITÉ A LAME RENVERSÉE.

100. CONDlTION D’EXISTENCE DES VIBRATIONS. — La théorie générale
faite dans les chapitres précédents continue à s’appliquer au cas
actuellement envisagé, sous la seule condition de changer g en — g.

Les inégalités établies au n° 5 ne subsistent pas, du fait que la fonc-
tion M est maintenant ne'gative et l’on ne peut plus rien dire a priori
concernant les signes de v.,, v;_, W‘0, w,_, @. .

Reprenons le raisonnement du n° 9. La formule (3/4), où l’on
change g en — g, nous apprend cette fois que l’on doit avoir
(302) K<o, K’>o.

Les quantités a + z’— v; et a + z — vx doivent être de signes
contraires. Comme la première est la plus petite, on a

(1303) a+z'-——ñ<o, a+z—"x>0;
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d’où

(304) 51 < 0;

d’après (302). L’identité (33) nous apprend ensuite que l’on doit
avoir
(305) a + w—,_ < 0.

Réciproquement,supposons que l’on ait (304) et (305). D’après(33),
a + z — c*,_ et a + z’— e,_ sont de signes contraires; donc, on a (303)
et (302); n2 et n” sont positifs; les deux vibrations existent.

En résumé,on voit qu’il y a, cette fois, deuæ conditionsd’eæistence
des vibrations. La première, qui est (304),fait uniquement intervenir la
lame et le poids du pendule. La seconde signifie que la distance (1 doit
être algébriquementinférieure à la distance critique a, = — su,, (').

Si l’on veut pouvoir donner des valeurs positives à 0, c’est-à—dire
avoir véritablement un pendule renversé, il faut donc encore que l’on
au

(306) (V)_< 0.

101. Css DE LA LAME UNIFORME. — On peut garder les formules du
n° 47, en changeant simplement ce en iw, donc u en in. En particulier, 

(') La condition de stabilité peut aussi s’obtenir en écrivant que le potentiel
est minimum. Or, ce potentiel et pour valeur (n° 23)

m” l(YV—l—OW’)2
)“

V=\V+“"=—”l:f ——M——ds+f (Yç,+9<p,)"ds+a9*
9‘ va 0

ou, d’après (81),
V: Œ [Y'—’,5, + 92(a + “r,—)],

Y étant donné par (23), en fonction de 5 et 9. Pour que cette fonction soit
maximum pour 5 = €: 0, il faut et il suffit que les coefficients de Y2 et de 0‘2

soient tous deux négatifs, ce qui donne immédiatement les conditions (304)
et (305), puisque nous supposons ici que g est négatif.

Si ;; est positif, on a les conditions opposées et l’on retrouve les conclusions
du n° 9.
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0113
. tang%

(307) Ç,=À 1—2 u
-

L’inégalité (304) devient

 
u u308‘ tan — —.( ) g
2

>
2

Soit x,, la n‘°"‘e racine positive de l’équation
tangæ: x,

en comptant la racine % = o. Pour que l’inégalité (308) soit vérifiée,
il faut et il suffit qne u satisfasse à l’une des inégalités

(309) 2æn<u<(2n+l)fi.
On a ensuite

1(310)
a,——PÏ’)\—Î{a—ng—u°

Si l’on veut que apuisse être positif, il faut, d’après (306), que tangu
le soit aussi. En tenant compte de (309), ceci exige que l’on ait

TE2æ,,< u < 2nTL' + ;-
Cela n’est possible que si

‘Ttæ,,— n7‘r< —-
4

Or, la différence an,—nn augmente avec n. Pour n= 1, elle vaut
. . , - ‘ TCenv1ron 4,49—1t: 1,55, nombre superieur a Î La seule valeur

acceptableest donc n = o et l’on doit avoir en définitive
'IT“< —9
2

ou, d’après (156),
(S”) TE'ZEe3/c

mg<———W2'

Ceci donne une limite supérieure que ne doit pas dépasser le poids du
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pendule, pour une lame donnée. Pour la suspension directe, aucune
restriction de ce genre n’existait (‘ ).

102. EXTENSlON nes romans nu CHAPITRE pnÉcÉnsxr. — La condition
(305) nous montre qu’il faut poser cette fois
(312) a,—a=eÀ.

En comparant avec (256), on voit que ceci revient à changer & en — &.
Moyennant ce changement, toutes les formules du chapitre précédent
sont applicables. Nous ferons seulement les observationssuivantes.

D’abord, comme nous ne connaissons pas le signe de w,,, nous ne
savons plus si c’est le foyer supérieur ou le foyer inférieur qui donne
l’oscillation très sensible àla variation de g. Voici cependant un cas
très général où l’on sait à quoi s’en tenir. C’est le cas de la lame symé—
trique (n° 4). D’après (304) et (20), on sait que

}«q,> — >o.
2

Donc, @ <0 et, d'après (16) et (306), on en conclut que w., <o._ 
(‘) Si l’on ne s’impose pas la condition que a soit positif, la condition théo—

rique de stabilité est que l’une des inégalités (309) soit vérifiée. Pour 11 = 0, on
a u < n; ce qui donne une limite supérieure du poids du pendule égale à [;P,
en appelant P la limite (311).

En faisant ensuite n=i, on trouve que le pendule peut encore être stable
quand son poids est compris entre 32,7P et 36l", tandis qu’il est instable lorsque
son poids est compris entre !.P et 32,7l’. En faisant il: 2, 3, . . ., on obtiendrait
de même une infinité d’intervalles de stabilité, qui seraient d’ailleurs de plus en
plus resserrés.

Une telle conclusion est physiquement inadmissible, car si le pendule est
instable pour un certain poids, il doit l’être afortiori pour un poids supérieur.
L’explication de ce paradoxe est la même que celle de la théorie du flambement
(l'f. Bouassn, Résistance des matériaux, n‘“ 139 et MO). Si u est grand, la forme
théorique de la lame est une sinusoïde présentant plusieurs ondulations. Mais, sa

courbure en certains points est trop grande pour qu’on puisse considérer la défor—
mation locale comme infiniment petite et la théorie mathématique de l’élasticité
n’est plus applicable.

Il semble des lors que la véritable limite de stabilité soit 5P.
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Dans ces conditions, le foyer de grande sensibilité est le foyer supé-
rieur, comme au n° 85.

Le coefficient de sensibilité est toujours donné par (262), avec le
simple changement de e en —e. Comme G2 est maintenant négatif,
par suite de changement de signe de M, on voit que G est toujours
positif.

Au n° 95, nous avons toujours la formule (283). Le coefficient C
est toujours positif; mais, nous ne pouvons rien dire, en général, du
signe de C — 1, car nous ne savons pas si W’ reste compris entre 0 et 1

quand s croît de 0 à X.

105. CAS DE LA LAME UNIFORME. — Les formules(159) deviennent, par
le changement de u en iu,

Â )\
W}: — -utangu  1 u

313 v =—v«=—tan — w=— .( ) ° A u g2’ ° usmu’

On a ensuite, en faisant le même changement dans (263) et changeant
en outre & en — e,

(314) G— t( 1

+cotu>_
  _

25 s‘in‘lu u

L’angle u étant aigu (n° 101 ), cette fonction est décroissante et,
comme au n° 85, on a intérêt à prendre u aussipetit que possible.

Siu est très petit, on a approximativement

>—'

al=3
& III | ||| _© N Il

les foyers ont la même position qu‘au n° 85.
Dans la formule (268), il faut changer g en —g; mais la longueur !

est ici positive, tandis qu’au n° 86 elle était négative; de sorte qu’en
valeur absolue rien n’est changé. Et l’on peut en dire autant de la for-
mule (269).

La formule (272) devient
2a(u+sin2u)—a’sin2u

2u+sin2u de(315) —- : +2g 5
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L’équation (278) devient, en changeant (u en ico et u en iu,

(316) œ_)'= sinu(l—cosœæ). 
On a un arc de sinusoi'de, au lieu d’un arc de chaînette.

Dans la formule (280), on doit remplacer chws par cosws et shu
par sin u, en donnant à T sa valeur absolue.

La formule (285) devient
(317) C=Ë !;u—sin4u

8 sin"—’u(2u+sinzu)i

On peut prouver que cette fonction est décroissante. Elle vaut 1 pour
3 .u = o et 7 pour u = g- En comparant avec le n° 95, on v01t que, pour
—l

un coefficient de sensibilité donné, l'erreur d ’1'sochronismeestpluspetite
avec le pendule renversé qu’avec le pendule direct.

La formule (289) doit être remplacée par la suivante :   u u u
._, cot — 31ang— 3tang—AT 1 cola . ., ._, z- 2 9. 1 2(318) T—,— — (z+z +j)‘—+—— — . _, + . , . ,’ l a u ’ u as…-u sm-u sm-u4 4

u. u3tang— 3tang—1+2cosu ?. 9. (‘./'+ 7 —
_ - »

_ ' ':.' (( Slnll I(Sln'll u Sln' ((

j‘l<
25in'—’u +3 3

)+'—- cosu———— — —— -
u sin" u sin“u

On a de même, au lieu de (291) et (293),
sin u   3 ) AT _ m’).2 _

u, (4_ cosa)
( 19 '_l‘—

_
.’un

,
Â'—’+ R'—’u'—’sin'—’u

AT m’ 1 1(320) î__8me<îï2_sinïu)'

Journ. de Math., tome XIV. — Faso. 11, 1935. 26
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CHAPITRE IX.
EXEMPLES DE LAME NON UNIFORME.

104. LAME pancÉr—z D’UN raou RECTANGULAIRE. — L’exemple le plus fré-
quemment rencontré dans la pratique est celui d’une lame percée d’un
trou. Ce trou est généralement circulaire (‘ ). Malheureusement, l’in—
tégration de l’équation (g) paraît impossible dans ce cas ("). Elle est,
au contraire, relativement facile, si le trou est rectangulaire, les côtés

- du rectangle étant parallèles aux bords de la lame.
Soit h — h’ la largeur du trou et soient sa et s.: s,,+p les abscisses

de ses côtés horizontaux. Pour s<s0 et s>s., M a la valeur (156).
Pour 30 <s <s., M a une valeur plus petite M’, obtenue en rempla—
çant h par h’ dans (156). Nous appelleronsm’ la valeur correspondante
de w.

Calculons les fonctions 0 et w, en supposant la lame renversée (°).
Pour 3 < s,, on a

(321) , (!=Acosœ's+Bsinœs.

Pours.,<s<s.,on &

(322) v=A’cosœ’(s—s,,)+B’sinœ’(s—so).

En écrivant que les fonctions «* et v’ sont continues pour s=s.,, on
trouve
(323) A’: A cosœs.,+ B sinws… B’= %

(—l A sin ms., + B cosms,).

Pours>s., on a

(324) v=A”cosœ(s—s,)+B"sinœ(s—s,), 
(') C’est le cas du pendule Holweck—Le1ay.
(2) On peut, en principe, employer la méthode des approximationssuccessives.

Mais, dès la première approximation, les calculs sont très compliqués.
(“) Pour la suspension directe, on aurait des calculs analogues. Les fonctions

circulaires seraient simplement remplacées par des fonctions hyperboliques.
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. (n’A”: A’cosœ’p + B’smœ’p, B”: cÎ (— A’sinœ’p + B'cosœ’p)

ou
All—A I

(l.) ' ' I_ cosms.,cosœ p —
&? smwsosmw ;)

. œ .+ B<smœswosw’p+ ZÎ’ cosœsosmœ’p))
,

(325)
m’B”:— A (sinwsocosœ’p + (: cosœsosinœ’p>
m’ . .+ B(\œsœsocosœ’p — : smœsosmœ’p)

-

En écrivant que V'=— 1 pour s = o et s = )\, nous obtenons

(326) B— ‘_ w’
— cosœ’p cosœ(Â —p)

(39.7) . , œ . œ’ .+ smoyp Ü cosms.,smœ(À—s.)+ : sm ms.,cosœ(l —s,) +!
A = f

.
,

col) ,

en posant

328 D=cosœ’ sinœ À— )P 1
I+ Sinm’p

[— %sinwspinw(l —s,) +
ZË—

cosms..cosœ(l — s.)]-)

On a maintenant

V.,: A,

S
‘cosm’pcosw(l—p) ,

(329) ( . . , <.. . . œ’ .

}

'—Slflû)l) --,S…œ$,,COSæ(A—S,)+ —coscos0 smœ(À—s,) —1(|) &)
v, = —

,

cul)

Comme vérification, pour 7. — s. = s… on a

!

—)sinœ’psinœsucosœso+l[ <.)
.

330 —v— :v = —( ) I. 0 (£) /

)
. . w w .cosœ’psmœ (). —p) + smœ’p

(;)— cos°ws0 — (:, sm2ms“

(;) œ_ cos…',;cosœO —p) + (Ü +

La fonction w nous est donnée par des formules analogues à (321),
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(322) et (324); mais, on a cette fois (331) B=O, A: Œ-
D’où

—1W0=Œ,
(332) —cosœ'pcosœ(l—p)

!
+ sinœ’p [%, sin œsocosœ(l— s,) + î)—’ cos œso sin (oO. — s.)]i

=
W": œD

On vérifie facilement l’identité (16). De plus, pourp = 0 ou bien
ou = w’, on retrouve les formules (313).

105. Calculons le coefficient de sensibilité, en nous bornant au cas
du pendule de gravité. Il faut évaluer l’intégrale

7\ 9_. W—’_ Ï\Î
0

G ds.

On doit décomposer l’intervalle d’intégration en trois intervalles
partiels, séparés par so et s.. Le calcul est un peu long, mais ne
présente aucune difficulté. On trouve

"! (333) 2D2G2=so+p<œ‘3
cos"œ30+ sin? (ose)

- , . , .
œ &) sm2œ sm2œs0+(X—s,) cos‘—’œ’p+ —— — ——,

___p__
(» co 2

. 2
, œ’l 2 œ‘—’ . 2+ sm m p Œcos wso+ Ê sm cos0

sinsœ(À—p)cos‘£œ’p— sin2w’psin2wsocoszœ(l— s.) 
  

2œ
ânzœ’
—W£[coszw(À—p)—coszœ(À—s,)]
œ’sin2œ’
——W£[coszw(l—p)+coszœ(l—s.)]
si 2 ’ s'n2co À—s œ‘-’ . w’2 “+M( ,osxn2œso— ,,cos-œso).20.) m- 0)“

Comme vérification, pour p: 0 ou ou : co’, on retrouve la for—

mule (3 14).
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106. Les formules précédentes sont évidemment très compliquées

et se prêteraient difficilement à une discussion générale. Il y aurait
lieu de voir ce que devient la condition de stabilité (304) et de
chercher, par exemple, la limite supérieure que ne doit pas dépasser
la largeur du trou pour que cette condition soit remplie (‘). Il serait
également intéressant de voir quelle est l’influence du trou sur le coef—
ficient de sensibilité et aussi sur la valeur de la distance critique a,.
Mais, une telle étude paraît sinon inextricable, du moins tout à fait
rébarbative. Le seul parti que l’on puisse tirer des formules ci-dessus
semble être de faire des applications numériques.

107. LAME PERCÉE D’UN mon EN FORME DE LOSANGE. — Nous supposerons
que deux sommets opposés de ce losange se trouvent au milieu des
bases supérieure et inférieure de la lame. Prenons le milieu de la lame
pour origine des s. On &

M=Mo(l+k|sl ),

lc désignant une constante positive.
Posons

(334) ——=(n'*, x=%“l+klsâ.
L’équation (9) devient (")

d’v 1 du(335)
Æ1_:CÊJ—J V—O.

Son intégrale générale est
(336) v=æ[AJi(æ)+BY,(æ)], 

(') Signalons simplement que, dans le cas d’un trou concentriqueà la lame,
le pendule est certainement stable si l’on a à la fois

TL“œÀ<Ë, œ’p<;, a<a1.
Ceci revient à prendre comme poids limite le poids P donné par la for—

mule (31 i), en supposant successivement que la lame est pleine, puisqu’elle est
réduite à la partie qui subsiste à la hauteur du trou.

(’) Hemarquer que nous avons pris M en valeur absolue, de sorte que, pour
tenir compte du changement de g en —g, il faut changer le signe du premier
terme de (g).
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J., Y| désignant les fonctions de Bessel et de Neumann (') et A,
B les constantesd’intégration.

Déterminons d’abord la fonction v. On a

dV_ dv 2m'*
& —Eaz°7$ ("—=i');

le signe de & étant le même que celui de s. D’autre part (2),
d .

211
: .L-LAJO(æ) + BYo(æ)]-

Appelons x., et ac, les valeurs de a: qui correspondent à s=o
et i

22-
Ona(n°4)

AJ1(æ0) + BY,(xo) : o
et

AJo<æ.> + BYo<æ1> = 5—’ <e=i 1),

le signe à prendre pour & étant — ou +, suivant que les constantes A
et B se rapportent à s> 0 ou à 3 < 0. De ces équations, on tire

_ €/( Y1(Œo) _ Elf J-l(‘l‘0)(337) _î—œ‘3.—D,_ B_——2—0ÎÈ._D
,

en posant
(338) D=Y1($0)Jo(æi)—Yo(—Ïi)J-l(—Eo)-

108. La fonction w nous est donnée par une formule analogue
à (336), avec de nouvelles constantes. Appelons A’, B’ les constantes
correspondant à 3 < 0 et A", B" celles qui correspondent à s > 0. On
a d’abord

A’J0(.I‘.l ) + B’Y0(æ,l): 0.
Puis,

A”Ji(æo)+BI/Yi(æo)= AIJ1(£0)+B/Yi(æo)a
A”Jo(xo) + B”Yo(æo)=_ AIJo(°ro)+ BlYo(æo)a

et enfin
kA”Jo(æl) + B”Yo(æ1):fi. 

(') Cf. E. Juan et F. Emma, Funktionentafeln, p. 166 et 93.
(”) Loc. cit., p. 165.
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De ces équations, on tire (‘)

A”: 1\'1‘0[J1(1'0)Y0(1‘0)+Jo(*l'o) Y|('l‘o)] “+— 2BIJ'oYo(-Ïo)Yl(æu)v 33 ,, , , .
( 9)

B :_ 2A 1'0J0(æ0)J1(æ0)—B æ0[J1(ÆO) \0(æ0) + Jo(æo) Y,(æo)].
Puis,

k Y.,(1‘ ) I.“ J (.1‘ ); /__ l , r__ 0 1(340) A _
f;ofi.r0 DIY _[;o)"-'æ0 DD'

,

en posant

(3,81) D,=‘0(J'O)Jo(-Ïl)—Yo(*l‘l)Jo(-Ïo)-

En portant (340) dans (339), on trouve enfin

Il‘ Yn(æo) Y1(.L‘") /‘ J (J' ) " ("‘ ), , ”_ )r/__ 0 0 X 0 .(342) A _
4…—-'[ D' + D ]’ " —

.’.m'—’[
|)’ + [) ]    

109. Avec les notations du n° 54 on a (_"’3 /\'.L‘. D1Vu:—(“,: ')(,)2 Îj—9
3/3

"(* ) _ I.— ‘___/.—J,—‘ l‘y. D1
%—_ÆEŒÜ’ H—mëfi+b'

en posant
(344) lD1=Y1(-Ï0)JI(J'1)—Jl(£0)ïl(']‘l)v

3ix=nwwtwn—nunuua
En tenant compte de l’identité du bas de la page précédente, on

vérifie aisément l’identité (16), qui revient à (345) D,D’— DD',=
æo—r1

1l0. Calculons le coefficient de sensibilité. Appelons y et 3 les
valeurs de w pour s<oet pour s>o, c’est-à-dire les fonctions
obtenuesen employant les constantesA’, B’, puis les constantesA", B”. 

(') S‘appuyer sur l’identité (loc. cit., p. 165 et 93)
- 1Jl(æ)Yo(æ)—Y1(Œ)Jo(x)= ;

(*) Cf. n° 4.
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Or, on vérifie facilement que, pour toute solution de l’équation (335),
on &  

   
 

g—dx=vî+vî_ ‘Ï.') x
Donc,

/11_J_Æd£=“u
)’ô+l., lo)’n

La
20 2 2 :co

et

fxl:jdæ_wî+1_ŒZ—_üo+‘if 50;o_
% w

_
2 371 2 .L0

D’autre part, on a, en tenant compte de (340), (338) et (341),
, [{yo= zo=æo[A'Ji(xo)+ B Y1(æo)]=

4œ2D’
' r , kyo=_zo=æolAlJo(æo) + B Yo(æo)l: 4œgD'

D’où
œ2 ., 2 cm k 1 1

G2=Î1v5+w—A+l—2z _8_œ‘3 î+ÎÎ‘-‘
ou, d’après (343) et (345),

k 1 (02
1 D D'/ ‘____ 2 ! :_ 2_l2 _____l |_

1 li. Comme dans l’exemple précédent, il ne paraît guère prati-
cable de faire une discussion générale de toutes ces formules. Par
contre, elles se prêtent très facilement aux applications numériques,
puisque l’on possède des tables des fonctions J0, J .., YO, Y, (‘ ). 

(1) Par exemple les Tables déjà citées de E. JAHNKE et F. Emma, p. 111 à 125).


