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EQUATIONS INTEGRALES DE LA DISTRIBUTION DES VITESSES. 317

Sur les équations intégrales de ln distribution des witesses
a Uintérieur d’une couche de gaz raréfié ;

Par V. A. ROSTITZIN.

1. Les physiciens allemands Kundt et Warburg étudiérent en 1875
le probléme de frottement et de transmission de la chaleur dans une
couche de gaz raréfié. Ces problémes furent ramenés & une équation
intégrale que les auteurs n’ont pas résolu. Dix ans plus tard une
équation analogue fut trouvée par MM. Lommel et Chwolson dans le
probléme de la diffusion de lumiére par une lame semi-transparente.
En 1914, Schwarzschild retrouve la méme équation intégrale en
étudiant le rayonnement des atmosphéres stellaires. Depuis, plusieurs
physiciens et mathématiciens se sont occupés de ces problémes ('). Dans
ce Mémoire je vais reprendre la question en supposant, a la suite de
Smoluchowski, que les parois de la couche gazeuse (ou les faces de la
lame semi-transparente) en partie réfléchissent les particules ou les
rayons et en partie les absorbent.

2. Supposons qu’une couche de gaz raréfié est limitée par deux
parois planes paralléles. Ces parois peuvent se trouver dans des
conditions physiques et mécaniques variées. Il faut étudier le régime
stationnaire qui s’établit en fin de compte dans le gaz. Supposons
pour fixer les idées que I'une des parois est immobile et que I'autre se
déplace dans son plan avec une vitesse constante. Choisissons les axes
de coordonnées comme il suit : prenons comme centre un point quel-
conque O de la paroi immobile; 'axe X sera la droite normale aux

(') Voir, pour la bibliographie : V. A. Kostitain, Applications des équations
intégrales (Mém. Sc. math., n* G9).
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parois et passant par O; I’axe Z sera la droite paralléle & la vitesse de
la paroi mobile; I’axe Y forme avec les autres axes un triédre normal.
Supposons pour simplifier que la vitesse de I'agitation calorique soit
égale pour toutes les molécules & la vitesse moyenne c. Soient :

{, parcours libre moyen;

1

1

v, nombre de molécules dans un centimétre cube;

, masse d’'une molécule;

¢ = v, densité du gaz;

d=, élément de volume, en supposant toutes les dimensions de cet
éiément inférieures & /;

dN, nombre de chocs par seconde dans d~;

w(ax), vitesse du gaz au niveau a' superposée a I'agitation calorique;

h, distance entre les parois;

B, vitesse de la paroi mobile.

e

» résistance a la pénétration;

Prenons un plan & paralléle aux parois et dans ce plan un élément dS.
Soit, d’autre part, dt un élément de volume situé quelque part entre
le plan x et la paroi mobile. On peut déterminer la situation de dr
par rapport a dS en coordonnées mixtes (o, {, ©), u étant la distance
entre d= et la paroi immobile, g, I'angle entre la droite r=(dS, d=)
et I'axe X et ¢, I'angle de position du plan (4S, d=, droite passant
par dS et paralléle a ’'axe X); on a évidemment

(1 — ) sing
U=2x+ rcosg, dr= ——— %

dudy dy.

LCOsT o

Les molécules quittant d~ ala suite des chocs nous intéressent seules,
les autres ne faisant que passer par cet élément aprés des chocs subis
ailleurs et se retrouvant dans 'intégration & leurs places respectives.

I3 > « 'V
Le nombre de ces molécules est égal & 7(1’: par seconde. De ces
” (4] ] “ . —~ . .
molécules — d~ oS cosg se dirigent vers 45, mais il n’y a que

o =0
¢ cosydtdS

Awfr

molécules qui arrivent sans subir de chocs jusqu'a dS. Ces molé-
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cules y apportent une quantité de mouvement supplémentaire égale a

cpy
el

e~ (1) cosg dr dS,

et pour obtenir leur contribution a la vitesse moyenne au niveau x, il
faut diviser cette quantité de mouvement par la masse

o0 cos g dS — e cosg dS.

On obtient de cette fagon

_Gul—-.rl
e =% w(u)ysingdudydd
drlceosy

En intégrant cette expression dans tout I'espace compris entre le
plan X et la paroi mobile, on obtient la part de la vitesse moyenne au
niveau x due & I'apport de molécules venant de cette partie de I’espace,
a l'exception de la paroi elle-méme. Cette intégrale est égale &

o

h 7o =l
h

T L mem——— s .
t G {’v [, JG)( w)e [RIEE- S I (1" (13 - ( d t()—-xmu—n,z (l]-
= = ] - — = - o o [{] —_—
) 2 COS L 2 ) k
“ L . a0 1

On obtient de la méme fagon I'apport des molécules venant de
Pespace compris entre la paroi immobile et le plan

r

o c [ > g~k o—ul gk
(o) =~ w( ) du —
- 1 {1

«“qQ

3. Il faut maintenant calculer ’apport de molécules venant des
parois. Ftant donnée la structure superficielle des corps solides, on
peut supposer qu’une partie seulement des molécules entrant en choc
avec les parois s'en va immédiatement sans avoir effectué a I'intérieur
de la couche superficielle un parcours plus ou moins long et compliqué.
Supposons que de rn molécules heurtant la paroi immobile 3, n soient
réfléchies d’aprés la loi de réflexion des rayons lumineux et (1—3,)n
soient absorbées pour ressortir en emportant la vitesse de la paroi.
Appelons 3, le coefficient analogue pour la paroi mobile. Négligeons
d’autre part toutes les autres causes d’adsorption s’il y en a. Dans ces
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conditions des simples considérations géomélriques montrenl que
Papport des molécules réfléchies une fois par la paroi immobile est

égal a
e * p—kwuera g
UJ' / m(u)zluf E—I—(—
\ A

De méme V'apport des molécules réfléchies une fois par la paroi

mobile est égal a
7 R 2f—tim—r (”.

h 4
E_?Ef m(u)duf ‘ T
L 1 ¢

L’apport des molécules réfléchies successivement par les parois
immobile et mobile est égal &

% = p—kaithru—a gl
——G‘G.'JB:"/‘ w() duf ¢ o T d .
= 0 1 *

L.es réflexions dans 'ordre inverse donnent

— ke 2h-ea—n .
Uﬁ' fcu(u)a'uf e__l—d'/
(U .

En continuant de la sorte on trouve en fin de compte 'apport total
de toutes les molécules ayant subi o, 1, 2, ... réflexions sans avoir
été « absorbées » par une des parois

h

f w{t)K(r, w)dua,

LU

en désignant par K (x, ) la fonction

* o—hG | r—iy o
K(w, u)y— Ef ML () T d
f L]

9

# o kG u—ai g -
B e di N
=+ ____f Pt 2 ﬁ/’: Bn, p—2nhGk
2 Ia ]
1

n==u

“ —2hGh+hG 2
- P27 e ¢ (1’! 2: ﬁ" ,,e_’nGUl

2
[
n==0

Ch II ) [I 2 N
(2% hou)dk e a 2 M'JGI.
—+ o f I 12 €

n=l
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ou bhien

Ol . G © gkl e—itl gf 5‘1 - e—kmu—o—.u) dl
K(x, u)=— Ef k -+ T‘f‘ (i— ﬁm@zf«’_”"""k)

1
By (7 Gk kg gl : *ech(lhgw — hou) e—2t0k r.'//.'”
- 2 . I(I - Irjl,k?’-:c_ﬂlak) * aﬁlﬁi ' Il(l_ p! @zc—mck)

Posons
B= e, B,—e,

Il est facile de voir que dans ces notations le noyau prend une
forme plus commode

. “chiz,4 fick — eak)chir,+ hou) dk
L )= G = T
K(x, u) _[ hsh(heh + 7,4 7,) (w2u)
. “ch(z,+ hch —ualk)ych(z, 4 box)dk
= = r<uw).
K (s @) cf Lsh(hok +7.4+1,) (w<u)

4. 1 faut ensuite calculer les apports de molécules revenant des
parois aprés un séjour dans la couche superficielle suivi de o, 1, 2,
3, ... réflexions successives. On trouve de cette facon la fonction
connue F(x)

Py — B(l:,’j?)f"‘e—*“"'j-"’ di (n—ﬁi)ﬁ,Bf"“e—‘m“-"' dk
= ! ! ‘ t

¥ o fs

(1 —3.)3,5:B (7efmi—) dk
= +..n,
1 L3

ou bien sous une forme plus compacte

. * chizr + kor)dk
F(. — sht, il : '
(2) (2)=RBsh I Ash(kak + 7+ 7y)

I.a vitesse moyenne au niveau x est la résultante de tous ces
apports; cela donne ’éguation intégrale

13
(3) co(.z;):f kir, «)w(u)du + F(x).

On peut donner i cette équation une forme plus symétrique en
admettant que la vitesse d'une des parois est w, et celle de 'autre w,;
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on a donc
i p .
X “chiz,+ hok — lor)dh
A = K{x o & - T SR
(4) olx) ‘[ (o, uyw(e)du 4+ o,sh 1_[\ Fsh (Ao kvt o)

o sht * chin+ hkowx)dh
) kEsh(hok 1,4 1)

3. Novav K(2, ). — Le noyau K(, «), toul en étant différent
du noyau intégro-logarithmique correspondant au cas de

Bi= 5. —o(t,—=r.,2= %)

en posséde cependani les propriétés essentielles. K(x, u) est une
fonction positive, continue, ayant une singularité logarithmique pour
x=u. L noyau itéré K,(x, u) est borné ainsi que tous les noyaux
itérés d'ordre supérieur K., k., . ... Supposons donc que

K (w, ) <M,
L’équation
13
K. (= u):{‘ K(x, sy, (3. w)d:

donne
fe
K, . (., Mng,,f K., 5)ds.
a

Or, 'intégrale

Au-):f K (2, =) ds

o | “eh(t, bk — koaydh he ["‘ chiz, 4+ horydk
=t s | IEshi(helk 47, + T3) ? s (kah -7, - 1)

reste toujours positive et pour une certaine valeur & = ¢ atteint un
maximum A (¢) < 1. On trouve donc que

M, =MA™ ().
l.a série résolvante

QUk; o, uy=K(z, u)+ 2K, (5, 0y +~ K (&, )+,

a comme fonction majorante
M

Kiz, ) +2M,+ M, +. . .= K(a, u)+ 1——:—?—}\(—@
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Donc, cette série est uniformément convergente pour toutes les
valeurs A vérifiant I'inégalité
1

Alg)

<

Or, A(¢) <1, ce qui donne

|2 >,

Dans notre cas 7. =1, ce qui permet d'appliquer i I'équation (3) la
méthode des approximalions successives. Le noyau résolvant

Qi o, ) =K(w, t) +K,(e, 6) +...

est positif, continu et posséde, comme K(x, «), une singularité
logarithmique pour & = .
LLe noyau K (@, «) vérifie I'équation aux dérivées partielles

PRie,n)  PRir, u)
et - ez

Supposons que la fonction conjuguée L(x, «) soit connue. On a les
relations sulvantes :

I)E ~dL Jk dJL J:L oL
dr  ou’ du — dx dzt  du®

Admetlons qu’on puisse différentier I'équation intégrale

Mt
w(r)=F(.ur) +j K{x, aym(uw)du.
Cette opération donne

by A .
(5) m’(‘,z:):.l*"(w)—f—f ﬂ\%‘—”—}m(u.)d'u:—.f‘ %ﬂm(u)du—i—l“(w)

iH

&
:f L, tyo'(v)due +—F(e)+w(o)l{c, 0) —w(h) Lk, #).

Seit R(%; &, u) le noyau résolvant pour le noyau L(a, ). La
solution de I’équation (5) peut étre présentée sous la forme

i
(6) o'(r)=F"(x)+ w(e)R(1;x,0) — w(h)R(1;x, k) +f R(v; o, u) F'(4) du,
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d’oli découle la nouvelle forme de solution de I'équation (3)
e "
(7) w(x)= F(x)+w(o)— F(o) —i~f a’sj R{u; 5, a)yFiie)de

—|—m(o)f. R(r; ¢, o)tl’l——m(ll.)f. R t, h) .
(1] 1]

On peut se servir de ces formules pour établir des ¢quations aux
dérivées partielles vérifiées par les noyaux résolvants. Lecrivons les
équations intégrales des noyaux résolvants Q(»; z, u) et R(%; 2, u)

h

Qs &, u)=K(x, u) —i—?\f Kz, 3)Q(2; 5, ) s,
I3

R(%; x, uy=L(wx, )+ ?.f L{xe, s)R(; 5, v)ds.

En différentiant par rapport 4 x la premiére de ces équations on
trouve

dQ(L; 0, 0y OK{eow) ?f']'r) W{n, :.)““. S, ) ol
= I T JU45 5, =

dx dr
A i, w) ]'() Lire 2) .-
—— : — X AN ) 3 3
=— g 7[ e Qs s, ) d
d L. u)

—-—-——-———PL(r YO (ks ey u) -2, 0) Q(0; 0. 0)

O =
+,f L, () (7 5, 1) dut.

En différentiant par rapport a u la seconde équation inlégrale on a

dR(X; o, 1)  d Lo w) )] Lir, r)H(?«, dR(}; 5. u) e

du - due T du

Donec

dQ(d;x, ) i dR(}X: . )

o pm = AL(x,0)Q(k; v, 0)— 2Lz, YQ{h: u, ft)

-t - .
S dOGG s )y dR(R s )
- /./ L{wx, J)li e ~- Jn ] du.

La résolution de cette équation intégrale donne I'équation difléren-
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tielle cherchée

8 dOR; e, u)y QR &, )
(8) dx - du
=AR(%; @&, 0)Q(h; u, 0) —AR(A; &, h)YQ(&; u, L),

On trouve facilement I’équation analogue

dUO(k; &, u) i d R(A; e, u)
e dr

=ABR(k; e, 0} Q(R; 2, 0) — AR 1, 1)Q(R; &, 1),

(9)

On peut déduire de ces équations la relation suivante :

W/ 1
{10) [l -+ lj Q(A; w, 0)(!11] ll+lf R(A; . n)n’u]
0 ' i 4
== [| —y—'}.[‘ QA w, h)du] [l + lf R{k; w, I) d’u] ’
0 i a -

qui peat étre souvent utile.
Dans le cas du noyau (1) la fonction L(x, «) est égale &

‘ . “sh(r, + hoh — kox)sh{t,+ Lowu) di
b (e u)—df Lsh(hah 7 +7.) (r>a),
(re)
o “shit,+ hok — kou)sh{z, + ko) dk i
I.(.:,zf,)__a[ Tehhak s o) (e<u).

C’est une fonction positive, continue, logarithmiquement infinie
pour x = u. L intégrale

P/
Bi.r) :j Lie. u)du
0

3 — ¢ht "tsh(r, - hok — koe)dh
=t "'I Lishihah = -+ 7y)

P

sh(t, +how) dk
Lsh(hok -z +7,)

chit,

|
vérifie les inégalités

i
O < Bir) :‘/ Lie, w)du < B(r)<u,

Le noyau itéré L.(x, «) est borné; donc la série résolvante

R{i:we, 0)=L(w, )+ hLo(2, ) + L (2, 0)+...
Journ. de Math., tome XIII. — Fase. I1I, 1g34. 42
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admet une fonction majorante

AN,
Lie, u) -+ :——_)—H'(T)’
il s’ensuit que
th >
et que la série
R(rsw, )y =Lz, o)+ Ly, ) 4.

est positive et convergente; pour = u, R(1; &, u) a une singularité
logarithmique.

6. Sorution. — I est facile de voir ue dans notre cas

F'{x)=DBL{x, &).
Donc

{(12) e {r)y=wlo)Rh(t; e o) +{B—a{)]R(1; . &),
(13)  @(w)= (o) - m(..)f R(1; £ 0) di -+ LﬁB_m(/,)]f' Rir: ¢, k) dt.

On a d’autre part
13

() wlx)=F(x) —}—f Qs e, v)VFiuw)du,

[

Done
s

w{n)=TF(o) »q~j Qs 0.u)Via)du>o.

[l

ce qui montre qu'il existe un certain glissement d’origine moléculaire
entre le gaz et la paroi immobile. De méme

w(fy<<B,

c¢’est-a-dire il existe un glissement analogue au voisinage de la paroi
mobile.

La fonction o'(x) est toujours positive, et w(a) est une fonction
croissante. Il résulte de I’équation (12) que

w' (1) ~ oo, o' (ft) ~v o

les parois sont tangentes & la courbe de distribution de vitesses.
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Ces propriétés correspondent bien aux résultats expérimentaux de
MM. P. P. Lasareff, D. P. Riabouchinsky et A. K. Timiriazeff.

7. Cas pARTICULIERS. — 1° Supposons que les propriétés réflectives
des parois soient identiques :

Y-S
P P =3

Q)

TI=T. =T

Dans ce cas les noyaux K(a, ©), L.(z, ) prennent une forme plus
simple et vérifient les relations suivantes :

Wl — o, — ) =K (., n); Lift —w, b —uw)y=L{r, v).

Il en résulte que les noyaux résolvants Q et R ont les mémes
propriétés; la fonction w(x) vérifie I'équation

wiw)-t-m(h —uo)=B8;

LAY LS

m{xyz==w(o) + wlo) f R(r; 1, 0)dt + m(o)f KR(v; ¢, h)dt.

deonc

h
On a pour x = -
2

Wl

A
? =wl(o}) lf~%f Br; n)ll'f];
v

ce qui permet d'écrire la solution sous une forme plus simple :

l—i—/ H(l:!,u)dt—i—f Riv; ¢, A)dt
R} [
&
u—i—f R{x; t, o)dt
i

Dans le cas de ===, le probléme se raméne a celui étudié par
Kundt et Warburg. Dans le cas de == o0, c’est-a-dire en I’'absence
« d’absorption » des molécules par les parois, le mouvement des
parois reste sans influence sur le gaz.

2° Supposons que la paroi I ne réfléchit pas et que la paroi II

w{r)= =
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n'absorbe pas les molécules :

TI=—=x, T,==
z C— feg ) e—T R h—n -
K (o, “)———gf ch{haf lu'kr)r oA, (&> ),
[}
* s M o, § N S -
K, ")—_—Uf ch(hzk IO‘,I'I)( dl (r<tt),
1 (]
| - — hega) e—Fkh— )
L(z, U):Uf 1(hak /'J‘I'T)f il (2> 1),
1 3

% (] Y & —Fhh—a
L (&, u):crf shihak IU;')F ki (£ ).
' L)

L’équation (4) prend la forme

[“ chihgh — ko rye=tobdi

L
m(.r) :f W(r, wyw(eu)du + o s
t hd '

) “
On a d’autre part

al >z R PR — gk [
A(.,L’-‘):[ K(.r, H)(/ll:l—f chihal ,g.'l)’? 7k,
i

=

“

Il s’ensuit que dans ce cas w(xr) = w,; la paroi mobile et « absor-
bante » communique enliérement son mouvement au gaz.

8. ProbLEME orTIQUE. — Supposons qu’une lame semi-transparente
d’épaisseur / soit éclairée par une lumiére qui tombe normalement
sur une de ses faces. Admettons, & la suite de Lommel et Chwolson
que la semi-transparence dépend de la présence de particules sphé-
riques opaques uniformément distribuées dans la lame. Soient :
+ l'albedo des particules; o le coefficient de Lransparence de la
matiére; ¢(x)'intensité de lumiére a la distance 2 dela face éclairée:
3 =e¢* la proportion de la lumiére réfléchie par les faces. Dans ces
conditions }(xx) vérifie 'équation intégrale

p—13.1"

I
(I:’i} L'r!(u(;):}.[‘ I\;‘(IL', [)Lg.l(l')tl[—i—‘l—;‘iefqh‘_—__,:;'

Le noyau K (., t) est celui du premier cas particulier dun° 7. En
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différentiant I'équation (15) on trouve

gAe—T"

2t
(16) d,o't’ﬂ):?xf L(_w,u)y’(u}du—i—l'{a(u)IJ(uc,u)-—lg’;(!e)h(w,h)—m_—n-
a

On en tire
L' ! ) 34 y g\ e~
Le)= 2(o)R{A; &, 0) —2Y(AYR(X; &, i) — =
Lad .hl' oo —au f,
— T | RO w)em ™ du.

On voit que, pour x ~ o, '(x) est positif, et, pour x ~ h, {'(x)
est négalif; donc la fonction U(2) a un maximum & l'intérieur de la
lame. On a d’autre part

-

L]
. A _ ‘
Y(r)= PR =T - lf O(1; o, u)e— o du] ’
L. “n
A [~ h
r#(o):l_——_«m [—i~;‘[‘ {25 0, u)e""'"du],
. “n -

! A I —Gh 3 " TR i~ FtE
".{(IJ):-[—T_WE‘C —+ I.f Qi e, wr)e e |

t

Donc

,L
o k s A —ah : Y7o« — g — G f—tt /
T’{O)_“'f(/')::__gm 11— -2 (20, 0)|e%—¢ Jele
[

e )

h
a- A [' (\P(}'; o, i) I-e—'fn . e—Th—u ] ,[“J

3
I

L

— __ﬁ:zl | e }"f [Q(2: 0y re) — Qs B, )]

I —
1]
> [,f—dju — e Tttt J it i_
Or, pour o < u < A
Jr, p > »
Qh; 0, 00) —Q(A; f, )y >0, POt — T >,

donc (0) > 4(4). Ces résultats sont suffisants pour donner une idée
sur I'allure de la fonction Y(u).

R O —



