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THEOREMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL. 109

Extenstons de theorémes relatifs aunx directions de Borel

des fonctions méromorphes ;

Par A. RAUCH.

INTRODUCTION.

Lovrsque M. Picard en 1879 a découvert ses deux théorémes devenus
maintenant classiques, il a donné un essor nouveau a la partie des
études mathématiques concernant les fonctions uniformes. Danps le
premier de ses théorémes il a démontré qu’une fonction entiére prend
toute valeur finie @ sauf une au plus, dans le second que plus généra-
lement unc fonction uniforme prend autour d'un point singulier
essenticl isolé toute valeur a finie ou infinie sauf deux au plus (J, 1°,
2, 39 ().

Aprés lui, & son tour en 1896, M. Borel a précisé le premier théo-
réme de M. Picard en démontrant que, si f(3) est une fonction
enliére d’ordre positif et fini ;, I'exposant de convergence des racines
de f(s)—a cst égal & z pour toute valeur finie de 2 sauf une au plus.
Définissant ensuite 'ordre  d’une fonction méromorphe il a démontré
plus généralement que si f( =) est méromorphe d’ordre ¢ et II(z) méro-
morphe d'ordre g'< g, Pexposant de convergence des racines de

(') Voir la bibliographie.

Journ. de Math., tome XIL. — Fasc. I1, 1933. 14



110 A. RAUCH.

F(3)—MN(3) est égal & : sauf pour deux fonctions H(s) au plus
(b; 'm: 2"7 3‘07 flu,\"

Ces théorémes ont donné naissance & une foule de travaux irés
intéressants tantot de nature qualitative comme ceux de M. Picard,
tantot de nature quantitative comme ceux de M. Borel.

La puissante théorie des familles normales de fonctions éditiée par
M. \loulcl( ) a peris de découvrir de nouveaux résultats qualitatils
plus précis que ceux de M. Picard. Aiuosi M. Julia a trouvé en 1914 le
théoréme suivant :

Sott f(3) une fonction méromorphe posscduant une valeur asympto-
tique: tl existe une suite infinte de cercles F(n) d équation

N Y A = TR TR N P B N Liwe 2 n ) == 0, i aegn), = x.

tel que f(3) prend dans Uensemble de ees cercles une infinité de fois
towte valeur sauf deuz au plus (e, 1°, 2°, p. 127).

Il en a déduit qu'il existe au moins une direction (J) telle que duns
tout angle de bissectrices () il ¥ a une suile infinie de cercles U(n).

M. Yaliron appelle (J) une direction de Julia.

‘n 192} M. Milloux réussit & trouver indépendamment de la
théorie de M. Montel de nouveaux résuliats (f; 1°). 1l a démontré
(ue si f(3) est une fonction méromorphe & valeur asymplotique, il
existe une suite infinie de cercles I'(n) tels que, si z déerit I'(n), la
représentation sphériqme de f(3) couvre toute la sphére de Riemann
sauf peut-Ctre les environs de deux pownts, raison pour laguelle il
appellc les cereles U n) cercles de remplissage.

tn 1925 M. R. Nevaunlinna a publié sa remarquable théorie des
fonctions méromorphes basée sur 'emploi de la fonction Tir; /)
ouvrant ainsi aux recherches de nouveaux chemins. lI retrouve,
généralise et précise des résultats de MM. Borel, Hadamard ct
Valiron.

Dans plusieurs de ses mémoires M. Valiron a repris la théorie des
cercles de remplissage et poussé leur étude & un haut degré de perfec-
tion. Il ¥ a introduit la fonction T(r; /). Il a démontré 'existence
de cercles de remplissage pour toules les fonctions méromorphes pour



THEOREMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL. 111
lesquelles on a
T T )
13111 -

oy == ()

En 1928 (73 3°) il a trouvé des résultais & peu prés définitifs sur le
nombre n, des zéros de /() —TII(s) dans le cas ol f(5) est d’ordre
positif et II(=) une constante ou une fraction rationnelle. 1l a démontré
I'existence d’une suite infinie de cercles de remplissage d’équation

Cr—eln) =an) (). lim () =m0, it () ==,

dans lesquelles on a
Tir,: )

B> N —r———
)lv-l (ra3 1)

ry="wr(n)

Il découvre ainsi pour les fonctions d'ordre fini ¢ I'existence d'une
direction (B) au moins, lelle que 'exposant de convergence des
racines de f(2) —TI(2) situdes dans un angle qualconque de bissec-
trice (B) est égal a ; sauf pour deux fmmnons 1I(z) au plus. Le théo-
réme de M. Borel s¢ trouvant ainsi complété il appelle (B) une
tirrection de Borvel.

M. Milioux a repris et précisé la derni¢re étude de M. Valiron dans
le cas o0 H(3) esl une constante, trouvant (/' 2°)

> 1"(”) l(’u l’)

ct donnant ainsi aux résultats de M. Valiron une [orme plus simple.
Puis M. Valiren a précisé encore davanlage plusieurs résultats de
M. Milloux (3 4°, 5°) et donné linalement a son Lthéorcme cette fornie
simple et élégante :

Sott f(3) méromorphe d’ordre fini et positef 2 et tel que Uintégrale

“T(r: f)
T

diverge ; i existe une suite infinie de cercles I'(n) d’équation

Pz —(m)==2(n) ein) . bima(ny—=nun. Iim e{n)| ==,

Jouissant de la propriété suivante : Pour chaque n, f(3) prend (n)

(") Comptes rendus, 1. 185, p. 118g-1191.
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Jots au motns dans T'(n) toute valeur, suuf au plus celles qui sont
représentdes sur la sphére de Riemana « Uintérienr de Uun ou de Uautre
de deux cercles de ravon r(n), la série
MN(nr
e R R

étant divergente tandis que

ET.UH

converge. I s'ensutt qu'tl existe toujours une divection (B) telle que tu

séree

~ t
~ r, ((,‘. = .r):‘

étendue aux modules r, des 5éros de f(3) — v appartenant ¢ un angle C
arbitraire de bissectrice (B) diverge pour tous les @ sauf deur au plus.

. . .. o - - 1 -
Il a ensuite étudié les fonctions d’ordre ¢ > - En s’appuyant sur

une proposition antérieure (Z; 1° p. 134) il a précisé le dermer

-

théoréme par I'énoncé suivant (7; 7°).
~ e . ~ - . . 3 . ..
Soit f(z) une fonction méromorphe d'ordre ¢ > -« Stla série

-
%
¢

FAR .
roAN L f=a

sl

}

H

- - o . e s . - - -
relative a un petit angle ' de mesure infértewre a = diverge, il existe

ol

A - N
dans tout ungle A de meswre supéricure & = et contenant A’ son
£ P
intérienr (au sens strict) une suite infinie de cercles U(n) d’équation
R W - S F R SR N TR I by 2 () = o, hwm () = x.

telle que dans I'(n) f(z)prend S n) fois au motns toute valeur x sauf
au plus celles qui sont représentées sur lu sphére de Bremann a Uintérieur

u

de Pun ou de Uautre de deux cercles de rayon 2 | la sérte

S" Sny
aned | rim) 3
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étant divergente, ll Sensurt qu’tl existe toujours une direction (B inté-

."\
ricure & A telle que la scrie
]

o r, (C: _f:‘r)l

.N\
diverge quel que soit Uangle G de bissectrice (B) et pour tous les @ sauf
deux au plus.

Dans un travail récent (73 6°) 1l a préeisé davantage encore la distri-
bution asymptotique des valeurs de () dans certaines directions en
Jdémontrant qu'a chague direction (V) est attaché un nombre (V).
limite pour tous les . sauf peut-étre ceux d'un ensemble de mesure
lin¢aire nulle de Yexposant de convergence des racines de f(3)—a
appartenant & un angle de bissectrice (V) et dont louverture tend
vers zéro. Il appelle (V) « l'ordre moyen » de f(3) dans la direc-
tiom (V)

“n 10928 M. Biernacki(«) a donné une généralisation importante
du premier théoréme cité de M. Valiron en démontrant que :

F3) étant une fonction meromorphe d'ordre 3, U(z) une fonction
msromorphe d’ordre 3' <z et >0 un nombre arbitrairement petit, il
“viste une suite de cercles T'(n) d’équation

s i ain) el lim z(n) =0, b (Y =,

dans chacun desquels f(3)—1(3) admet plus de x.(r) ™ racines
guel que soit 1I(3) sauf pour denx fonctions exceptionnelles au plus. Il
en résulte qu'tl existe toujours une direction (B) d’argument 9 telle que
Uexposant de convergence des racines des équations f(3) — I1(3) situées
dans Uangle args — 3/ <z est égal a ¢, quel que soit = sauf pour deua
Jonctions {3 aun plus.

Ce sont des généralisations de ce genre mises sous la forme des
théorémes de M. Valiron dont il s’agit surtout dans le présent
travail ().

Pour atteindre ce bul nous généraliserons d'abord un théoréme de
M. Valiron. £ P,Q, R étant des fonctions méromorphes dans un

(1) Un résumé a été publié dans les Comptes rendas. t. 192, p. 1i8g-t19t.
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cercle () soit M la limite supérieure du nombre des zéros de
F—P ./ —qQ, y/—R dans (C). Nous caleulons une limite supé-
rieure du nombre des zéros de £ ) — v dans un cercle concentrigue
a (G) et de rayon vingt fois plus petil pour presque toutes les valeurs
de . Cette limite est linéaire en I (théoréme D). Nous en déduisons
une généralisation d'un théorcme de M. Milloux donnant une hwmite
mférienre du nombre des zéros de f(3)—II ) dans uu certain
cercle, 1I(z) étant F'une ou lautre de trois fonctions méromorphes
{(théoréme 1.

Dans le Chapitre Hl nous établissons i Uaide de ce dernier vésultat
et d'un théoréme de M. Milloux Fexistence d'une suite infinie de
cevcles de remplissage pour toutes les fonctions f(3) —1I(s) dans le
cas ol /() est d"ordre find positif ou nnl et ot W( 2) véritie des condi-
tions de la forme
{1} Tler—- e <2 e O
dans le cas de Pordre positif et fini, ou
‘T(r:_i;l‘ ™ Tir:

{logr)®

“ —

() T —xymi ] 2=

Vlog p®

dans le cas de Vordre nul (2 est inférieur & un nombre lixe) (théo-
réme UD). Nous précisons ce vésultat dans le cas de lovdre fimi @
posiif ( 1V,

Dans le Chapitre [11 nous généralisons ensuite le premier théordme
eité de M. Valiron en Uétendant aux fonctions /i 3) — W 3) on Ui
vérifie une condition du genrve (N (V, VI, V1. Dans les cas particu-
ficrs nous retrouvens le théordme de M. Biernacki et nous complé-
tons un théoréme de M. Nevanlinna en montrant Uexistence d'une
airection ( B3) pour toutes les fonctions /1 3) — TI(s), on / et M sont
respectivement de la classe de divergence et de comvergence de leur
ordre & ( VI,

Dans le Chapitre IV nous étudions les fonctions d'ordre ¢ > i! dans

le sens de M. Valiron en étendant son théoréme deja cité anx fone-
tions J(3Y— H{z) (VHI, I\

Dans le Chapitre V' nous démontrons en appliquant la méthode de
M. Valiron, qui lui a permis de démontrer son deuxiéme théorime
cité, que sur chaque direction (B) il extste une suite infinie de centres
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de cercles de remplissage pour toutes les fonctions /() —1I(s), on
H(3) est une conslante ou une fonction méromorphe. lci encore les
théorémes ont une forme analogue & ceux de M. Valiron (X, N1

Le Chapitre V11 est consacré i des généralisations de deux théorémes
de M. Milloux concernant les fonctions d'ordve nul vérifiant unc
condition du genre (2) et les fonctions d'ordre infini pour lesquelles
on a une inégalité de la forme

Tliv-=ayr: W< 30 N

Pour les fonetions d'erdre nul nous montrons Pexistence de divee-
tions (J) pour f(3)—U({s) (NID.

Dauns le vas de Uordre infini nous trouvons des cercles de remplis-
sage pour /i 3Y— (=), on H(3) est d'ordre fini ou d'ordre infini
XL XDV XYY, On en deéduit pour ces fonctions des divections ana-
logues aux directions de Borvel.

l.e dernier Chapitre s'appuie sur le théoréme de M. Vahiron con-
cernant Uordre moyen 3( V)Y de fi3) dans une direction (V) quel-
conque. Nous nous bornons aux directions (V) dovdre (V) >o.
Nous montrons que sur chacune de ces directions il ¥ a une suite
intinie de centres de cercles de remplissage d'ardre $( V) pour toutes
les fonetions f{3)Y— 3y, on H(3) est dordre inféricur & (VY. On
en déduil que toutes ces fonctions f(3) — i s) sont daws la divec-
tion { V Yd ordre moyen (V). Comme dans le Chapiire V nous avens
essavé de donmer aux resultats a forme du deuxitme théoréme citd de
AL Valiron.

Qu'il me soit permis pour terminer cette introduction d'exprimer
ici méme loute ma reconnaissance & M. Valiron qui a inspivé et dirigé
ce travail et auprés de qui j'at trouvé une aide constante.

CHAPITRE 1.
NOTATIONS BE M. NEVANLINXA.
1. Solent f{3) et g(3) des [onctions méromorphes dans un cerele

déquation

3 —3, =R
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M 3-—3e, =1r: f=g) désigne le nombre des racines de f{3)=g{3)
situées dans le cercle

F— 3 =r <z R

|
chaque racine étant comptée autant de fois qu'exige son ordre de
multiplicité.

Si1¢ M est ce dernter cercle, on écriva aussi

a3 —3=r f==alln F=el.

Ou pose

IR
" N I | N E o o
M S — 3 =r:if—eioz — ' log! fi 30— re™ — sz - re®) o5,
EELA

£ v T S ! i
mf T— 3 =l — = log | — 5 R

\ F—xf ozl Lfise—reM — ez, ~reh

o
i’lﬂg:_‘k‘.:ll’l;j,‘k‘ ST TR

T:-g‘\::n SR NN
(O a done

. - 1
logi Ai=slog A — lngI l
Nous écrirons plasicurs fois

i -
]\@i— —_ l(\:‘"” \

I
B!
“l=

|
Y

—nis— 3, o f=cVlogr:

N I =3y =y fe-e==x)

ol ot
:l [y s — 35, =¥ f— 2=V — ny :\—:\..:u:f—_::x\]T

J—2x, N
smlr";:—:.,_r:‘.‘ )—».‘w - =
\ §—
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¢ élant le coefficient du premier terme du développement de
S — 2(3) autour de 3, nous écrivons

Cif—oa=loglelz

81 3= v, Nous mettons simplement C( /'— g).
O sait quion a, d'aprés M. R. Nevanlinna (A, 2°, p. 6),

Cif—e=Toz—3"=rn/—2 —-T‘(i =3 )=r ',_l“)

Remarques préliminaires.

2. Nous utiliserons dans la suite souvent les inégalités suivantes de
M. Nevanlinna :

logla - didlog! o} = log &) =-loga:

- - -
log ab i <loglal + logid

Slogia, —+ logih! =+ foga,

b

fog -0 =log a0 —log
On a done, f(3) et @) érant deux fonctions méromorphes.
mir: f—2v<mir: fi-—mors g =loga,

Or comme on a évidemment

Nirtf—2=x IN(r =)+ \{r; s=a2x).
on en déduit
Tir: F— 23T N =-Ter: @)+ loga.

Ko particulier, 1 « est une constante,

Tir: f=—a)<Tir: A= l;.n =+ loga,

Généralisation d’un thdéorémes de M. Valiron.

Dans son mémoire (7, 3%, p. 77¢et 81) M. Valiron a donné une limite

Journ. de Math.. vome X1 — Fase. 11, 1633, 15
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supérieure du nombre des zérosde f( ) —.adanslecercle| s — =, 1 =n,
connaissaut une limite supérieure du nombre des zéros de_‘,( (I —P),
J(R)— Q) fiz) — R(z) dans le cercle |z — z,'= ar, dans le cas
oi f(3) est nwromorphe et P(3), Q(3), R(3) rationnels. Ce théo-
réme a été preczse par M. Milloux (') d‘]l’la le cas ot P, Q, R sont des
conslantes, puis de nouveau par M. Valiron (7). Nous allons le
généraliser pour le cas ot I, QQ, R sont méromorphes. Nous apph-
quons la méthode de M. Valiron en introduisant comme M. Milloux
un théoréme de Boutroux ().

Sotent f(z). (). Q3), R(3) des fonctions méromorphes
dans le cevcle | : 1 =r. « étant une constante, nous nous proposons de
trouver une limite supérieure du nombre des racines de f(3)==wu
dans un certain cercle intéricur au précédent, connaissant une limite
supérieure du nombre des racines de f—P. f— Q. f— R dans le
cercle 'z'=r.

~
i
i

Siiz—3,i=23 est un cercle intérieur an cercle 'z =r. on a. en
(1) Soit fi3) une lonctien méramorphe daus le cerele z = 1. et n'y prenant

pas plus de 2% fois trois valenrs a. &, « dont les distances spheriques sont supé-
rieures d 8. Dés que 2T dépasse une constanle numérique, le nowmbre des zéros

de FLzy — o mtérieurs au cercle 3 1= -— est Inférieur &
) ot T

1 \
Good0 2t log e 1 log <

- X
'Y

o désignant la distance sphévique de v & une certaine valeur exceptionnelle
possible ( f1 2, p. 202).

) SEAR est mémmm‘phe pour | zi<C1 et ne prend que N fois au phn lex
valeurs o, 1. %, le nombre des zéros de f{z) — .r dans lecercle {2 < r <1 est
woidre que

AN+ B i

—re (v— )3

1
log
0

sauf au plus pour les & représentés sur la sphére de Riewann & Vintérieur d'an
cercle Cr; f) de rayvon & < 1. AL B 2. 3 sont des ceonstantes absolues (&1 3%,
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supposant /i z,) fini, différent de e, et 2 > 1.
R b P

Y m”

Nids— 3, =6 =ay , R =3, =1 f=n) v

W
¢ 5 et
\nk':——:u‘:f: i:u) ’ hhls
2 L
»
- .
::uc:—:n‘:?; J"“u) lan3
PR s
Or comme on a
A\ e fma) ST ot f— ) = log] ]
Moz —3, =i f=a)x v 3 — 3= — ) == loy
s ma =y : R —al’
Ths—s =at f—a T 3 — 3, =5 )+ lu}_-ji al = loga,
on en déduit
4 . % N
{hy Mn‘\ :—:,,}:::‘,, ]__M)
<—L: Ti 5 —3, = M«lul—‘-}—l:aiu?—'-lngw.
lowz : 1 ’ Iu)—al oot N

Cherchons maintenant une limite supérieure de T(z— 3,=2: /)
en faisant intervenir les fonctions f— P, f— Q. f—R. On a. en
écrivant T(z)alaplace de T(lzs—z, =313

Faif— Q)=
Jd'out
{6 TEAHST o — Q== T ) - loga
d’alleurs
A
(s Tif—r==F -——)—L: AL
(i) U{f— l("__t\): = — 0y,

de méme
L Q—r 1
FT=Q T =g Q-

fl

d'ol

W () )
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de méme

Q—-r_ -

U U
d'on
X X Q—-l‘\ e A
i) l(’.‘” ”Kl’-*—“) = Jog o

de méme
S=" P R—QKR—D
Q7 oR-Tr R

v(R= 1)
n—o/l

d'on

=R =S =R

de méme

R—-1 §
= ) P
R ='W R—Q
d'on
R— P .
A T oo—— - L — o
i) m(\n_q ST = Ty ‘l i --w) log 2.

tn ajontlant de (7,) & (i,) membre & membre. on trouve
A — I ‘J s !

Tofs Fr—U R (\. ol \»'—T 1 .\

T—Q =T, ey .y

A= TP - 2 TN == G —

Lt a
M, =+ Jlogs,

d’olt, en remplagant dans (1),

. 0
) u(’.:-—~ o= I::u)

ek ;
TR T \ T g ) - T T
;) (l‘ 0 UJ‘*“.,- ' A S
1 \ H . -
- | law e il — ) i Jon a =dlosa |
\ ’Ingll tog !f( ) — ﬂI G = e log g S logs |

ot les fonctions T du premicr crochet du second wmembre sont
relatives an cercle {3 — 3,/ =3 et ot I'on a posé

I—’l' R—

Po == row

4. Pour limiter T( 1) nous appliquons une inégalité fondamentale
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de M. Valiron (¢; 3°, p. 72).

3y Tiz—z =0

AN s—sd=pec F=0) = N — = F=u

N3 F =0 F=x)]

N - 1 :
-~ 36 log - - lo;;l-\:.\.l;—‘!—lugm +cansl. (&> ).
| — - Faaradid ~n by
i
On en déduit finalement
. ; N T L e . e
() Hl\ I — :«\.‘_:‘1:_[:1')*\m\.\--—- B LR
ol lon a posé
s V=23 Nz —s5 ) =pei =)
i =M s s = F=0 - Mo s — 5 = Fe=x,
. e 1 i ) ! \
=T 3 — 3, =5 1" +aTyyz— 3, 0=6: Q)

() v
L]

A== N;;u'? Fiz) =G f— 1t + M:m-——w—v
| S T e T e TR

;
A ! 1 T s
= 3 Lo ——— - Joy) s - logla ' -+ 3 log2 - const.
n— & [}J‘\:‘n—‘":"!
{ @

)

On remarque que l'inégalité () n'est utile que s1 1'(5,) n'est pas
trop petit, sans quoi il faut utiliser I'inégalité (2). Nous distinguerons
donc deux cas suivant que | F'(s,)| est grand ou petit. Nous suppo-
sons bien entendu que le cercle lz — 3z, {=wu: est encore dans le
cercle |z =r. et que IF(3,) £ =.

Pour trouver une limitation des expressions ( 3), nous décomposons
les fonctions T en leurs composantes m et N, et nous les limiterons
séparément.

3. Liwimation pes roxcrioss N. — Soit 3(3) une fonction méro-
morphe dans le cercle | 5{=1r. Soit |3 — z,| =1 un cercle intérieur

3

alz{=nr.SiP,, P, ..., P,sontles points intérieurs & | s — 5, | =R,
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en lesquels on a z(z)=14h. et s1 3( 3,V = b, on peut écrire

ne
MU, NP, D,

Niz—sg=hRio=b)=lug

ol M est le point d’aflixe z,. Or le dénominateur peut ¢tre limité par
le théoréme de Boutroux. que nous utilisons sons la forme de
M. 1L Cartan (dyp. a8) 1 Py, Pos L 0P, Ctant p poinis distinels ou
non d'un plun et h un notibre positi [ urbitraire, on a

M, ML MP A

pour tout pornt M, sauf peat-itre pour dex pornts qui peavent dbie
enfermes dans des cercles en un nombre au plus égal a p dont la somme
des rayons est 20h.

Nous en déduisons que dans toute bande de largeur K, formée pare
deux courbes paralléles. 1l ¥ a au moins une courbe (B). pavalleéle
aux courbes frontiéres de la bande. telle qu'en tout point M de (B,

., . - Y N - W
Uinégalité précédente est vérifiée, pourvu quon premne /i < -

‘ =
(p.n‘ exemple /1 = —«\ Nous appellerons une telle courbe (I3) une

LOlll‘l)E de Boutroux. I"our un tel point M d’affixe =, on a donc

I 1R
Ny 3 — 3, =Riov=Mm<loy __[;Mn-r_l_.
- 2 N

(&)

AL,
. i e - . .
™ ‘R est une constante “H]]]L‘]‘lqll‘e Sup[’l‘leul‘e it I, Ce qll] aura tou-

jours lieu dans la suite. on a donc

Nijz— 3o =R:o=dby << eonst. .

(H,). — Revenons a notre probléme. Soicnt It le plus grand
nombre des zéros de f—P. f— Q. f— R, ¢t n le nombre des zéros
ct des poles de I'ensemble des fonctions PP, Q. k. P — Q. Q — R,
R — P dans le cercle 7 = rde centre O.

Délinissons une courbe ( B) relative & P'ensemble de toules ces fone-
tions, c'est-a-dire relative aux points P\, P,. .. .. P, en lesquels on
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a gisy=u, avec

=P = Q=R P QR T —Q QR R -1,

Iz
b

t 1 L ]
PPOR P=Q O=-R'R=TD

Nous considérons d'abord une hande formée par deux droites paral-
- . - 3 - + .
ltles situées & une distance -~ du point O. La courbe de Boutroux

correspondante est une droite (D). Nous considérons ensuite la bande
forinée par la couronne circulaire de centre O’ pl'ojection de O sur

la droite (D), et dont les cercles limites ont pour rayons - et —) + -l';—]

La courhe de Boutroux correspondante est un cercle (G) cle centre O,
\aus prendrons comme courbe (B) 'ensemble formé par le cercle (C),
et la partie de la droite (D) intérieure a (C), ¢'est-a-dire son diamétre.

Dovénavant, le point z, de (2) ou (j) sera toujours sur la

courbe (BY. On choisira les constantes 7. et . de fagon que le cevcle

- 2o ' r
5— 3, = I conlienne toujours le cercle (5, = -, et que le cercle
. 5— 3, == W soit toujours intérieur au cercle 5] =r. Pour cela, il
suffit par e\cmplc que le cercl:, |5 — 3, = ait son centre sur ( B),

soll tanwent au cercle z = 2 r et qu ‘on prenne
v bo

13 1y
-y |J~-—- _— T
Lo bt

Daps ces conditions, on voit immédiatement que toutes les fonc-
tions N inlervenant dans (2) ou (4) sont limitées supérieurement par
I'expression

() A+ Bon,

ou A, et B, sont des constantes numériques.
Distinguons alors les deux cas annoncés a la lin du n* 4.

PREMIER cAS. — KR un potnt 5, de lu courbe (B) on a
loguoi F'{z,}i>—n.

Cherchons d’abord une limite supérieure pour C (3). Nous choisi-
rons pour 3, le premier point satisfaisant & 'inégalité précédente,
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rencontré en cheminant sur (B) & partir de O’; on a donc en appe-
lant O’ I'affixe du point O’

PF (s < FQUO) | - const:
donc

luu; Fis), < h;g'l IF(07) ) == const,

Nous supposons maintenant f{O") fini, sans quoi on prendrait un
point voisin de la corde (B) comme le centre du cercle (B). De méme
nous supposons f(3,) fini, guitte d remplacer z, par un point voisin 3,
rencontré avant s, et en lequel on aurait, par exemple,

I

oo Fiis b > =

Iin choisissant ensuite P (=) et () (3) de facon que 'on ait
POy — Poy) <
. [ For=won ="
on peut écrire

T e e RO = QY - POy — Qo)
- TR XL} & ‘)‘ [ ol L T Ay — —————
1) log Bt ‘);:ln,“{(“‘.) TR _ltw,ll—t RO =100 |
- . = : ~ | '
os POy 2 boe i 00 ) o= low oo o o
Slog POy, 3= logt {0y ’lu\.! Ko, oon a log 2,

G =t = leg 150 — Qs s lhﬂr:-“'_f( ) e log Qs == logs,
En tenant compte des inégalités (i;) et (4), on trouve linalement

o . o - , =i ! |
- oo u N Ilv[} . l ::(‘ L = 13 “W‘ TR Ty
e TN - lee QU e e e

5’ : i"%—l:'-:-':.,‘(:‘“)":‘ luuu,l)

].r(:'u."'—”l |

= A== const, - (lug

En tenant compte de (6) ¢t de 'hypothése (H,) on trouve immé-
diatement

(8) A< AN+ Ban.

Limitation des fonctions m.

7. Pour himiter la quantité B (5) nous sommes obligés de faire une
nouvelle hypothése permettant de limiter les fonctions m intervenant
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dans B. M. Valiron nous a suggéré de limiter la moyenne superficielle
de facon que P, Q, et R dillérent sensiblement et que en méme temps
PetQ ne deviennent pas souvent trop grands. Supposons donc qu’on
ait relativement au cercle |z)=r,

o

(11,) .T_—"- ” mgmr(:.)gda<lug(_; (d< 1),

[t 8

[ |
QQ=R'R=P

g ‘ . 1
ol ¥’ est I'une quelconque des fonctions P, Q, g
On s’appuie alors sur le lemme suivant :

Soit ¥'(z) une fonction méromorphe dans un cercle de rayon », Si

'on a pour ce cercle
1
=7,

651w (o)1 de < A,

il existe dans toute couronne

r

P

1A

13 —=ls

b Bl

intérieure au cercle | 3| =r au moins une circonférence | s — z,[ =1,
telle que l'on ait
| . SIS
,”([ S Jp =M Y ) < A"—‘—‘—_k* AL
(Pour plus de clarté, nous reporterons la démonstration de ce lemme
a la fin de ce paragraphe. )

8. Le premier terme par exemple du second membre de B (3)

s'écrit
'l\ [ - - ! — - l - - - | J—— - l
|5 — e‘w—?-m - m le—e“’l_P. P——-(_j
+ Xz — 35 |=m P —Q=0)
- ‘ :
Comme le cercle | s — z,|=7; est tangent aucercle [ :|= (1 — T—)r,
6o

il existe dans la couronne, formée par ce cercle et le cercle concen-
trique tangent au cercle | 5| =r, une circonférence |3 — x| =r, pour
laquelleon a
- o L C loe I & g < : r
m |-—-ul—'mm <, g O

Journ, de Math., tome XII,— Fasc. I, 1933, 16
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Nous avons évidemment, d’aprés Ihypothése (H,),
Njz— 5 l=ra P —Q=o)<<Byn.

Or ¢comme la fonction T (r) est non décroissante, on a done

s
i I o . 1 - ]
Pt —sl==g )w(v:_z P =re .__) < Cylog~ + B
b Sal-~—— ¥ 3y = L~ R e VRN 5+ L ST AL - o .
'—(\}4 I_Qr (,

‘n procédant de la méme facon pour les autres termes de B (3), on
trouve finalement

N . 1
(9] BB U log=-
T
Les hypothéses (H,) nous permettent maintenant de limiter davan-
tage la quantité C (7). Nous avons par cxemple pour un cercle quel-
conque de centre O’ et intérieur au cercle | zi=1r,

-: STz — O P(3) ]

L 1 I TP - ta - “ '- LI L
log" PO =T}z =0 )] — ll -0 ey

En faisant intervenir comme tout & Uheure une couronne centrée
en (), intérieure au cevele {z{=r, et dont les rayons sont dans un
rapport constant avec #, on y trouve encore un cercle pour lequel on
a, d’aprés Phypotheése ( Hy),

. c . i
FOTORESSLN NP A Sl O LT 7
(4

Or comme on a dans tous les cas, d’aprés hypotheése (H,),
Nz —-UO i P=x) T B0,
on trouve

N R '
log, PLUVy i<z Bom — G log e
[$

Nous pouvons appliquer le méme procédé aux termes analogues du
second membre (7).
Nous trouvens ainsi

N . ~ X
(ra) G B+ G log 7 const,
2 log-
- , . _ :
+ | log - log! fize) i+ legiai].

”!_ﬂ\ :l‘} —a i



THEOREMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL.
Finalement on a
4] .
n(} I— 3= li; j:a)

<~ I I ' ¢
<L I+ Gn —r\:mug?
o7

! + -
I + log} f(5,); = logia ]| + const.

! AI t
- < [LEL
logh} T f(3)—n

La derniére parenthése est de la forme

[ +
l+|og},\l—:—lngiﬂ§.

A—DB

P =1log

Pour limiter une expression de ce genre, considérons deux cas :

B . - . r L
1° L'un au moins des mombres |A | ou | B[ est inférieur a 53 soit

BI< )

Ona
logj Aj=Log] A — BB {<log| A — B} -+ log; B} + log>,
d’ou
i ! -+ -+ -+
P <log " +logt A — B] 4 2log| Bf + log2
== 1 -
== log - U’ —+ 2 log] B -+ loga.
En supposant
) R N . . 1 3 1
tA—Bi>ad. (B << =» 8 < —»
) o 3

on a done
]

P < jlogs.
< log 3

1
- On a done

)

2° Aucun des nombres [ A | et | B| n'est inférieur a ;

[Ai2g>2, B2 >0,

los| A |=log|A|, log] B|=log|B],

d’ot
P= Iug ;\:}i)l:‘b‘
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v - < . .

h — F% représente la distance des inverses des points s = A et z =
par rapport au cercle | = 1. En supposaut donc la distance sphérique
des images sphériques des points 3= A et 3= B supérieure a ¢, on
voit facilement que 'on a

P < const. log

Qs -

Ceci reste naturellement exact dans le premier cas. On en déduit

.
.5
() M(i:——s\\;:":;;_[:ﬂ)
. /
L = v { I v
< aM = 3In -7, logn + Ve lo:a — const, d < L9 3 )

quel que soit «, sauf peut-éire pour les @ dont les images sphériques
peuvent étre enfermées dans un cercle de la sphére de rayon s.
Comme le cercle |z — 3, | = ; contient le cercle | s{= _—;‘ » le second
membre de {(11) limitera a jhrﬁbnf le nombre des zéros de f(3)—a
dans {3{= r.

A
Devxwtnr cas. —En tout point 3 de la courbe (B) on a
logua! F'{zv' < —n.
On en déduit comme plus haut
= e T v ) . ~ 1
logl Fiz) < log F{O) | —const. < B = O log—, -+ consl,
N €

Sir, est lerayon du cercle ( B) on a done
~ B ~- 1
wi{ z—¢ =r . FY<Rnr-C Ing-{ —~ consk.,
: €
Ui ~ N g e ~p v
Nz —O  =riF=ae) <A =B a4 lu;;} -+ consk.
Appliquons (2) en ¥ faisant 3,=O’, § =r,. D’aprés les inégalités
précédenteson a :

. . . 1
M= =rFI<< AR - B = Q" S -~ canst,
: ) T e

Les autres termes intervenant au second membre de (2) se limitent
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n

. [l ] » .
comme dans le premier cas, et comme le cercle | s — O’| = 3' contient

”» v x
encore le cercle |z| = +o? ous avons finalement le théoréme :

L. Sotent f(3), P(3), Q(z), R(3) des fonctions mcéromorphes dans
: e e n N .
un cercle de rayon r, d et ¢ des nombres donnés infeéricurs a 3 9t le plus
grand nombre des zéros des fonctions f—P, f—Q, f—Ret nle
nombre des zéros et des poles de Uensemble des fonctions P, Q, R, P —Q,
Q — R, R —P dans ce méme cerele. Si dans ce cercle

= £ , . 1 H ! i 1 - lae L
= N l“‘%(ipi*l‘\]m—iP_Ql—%hQ_R]w—‘:l{_},i)dﬂ'\ﬂ%m

-

|-

Hl

] . . ~ r
le nombre des racines de f ( 3) — a dans un cercle concentrique de rayon =

est au plus égal a

= t 1
a4+ 3n 1 lug—f =+ v log 3 T eonst.
p :

sauf au plus pour des valeurs a dont la distance sphérigue (sur la sphére
de Riemann) a une valeur exceptionnelle possible est infeérieure a ¢.(2,
8, v, Y2 sont des constantcs numériques).

9. Donnons maintenant la démonstration du lemme.

Soit ¥'( =) une fonction méromorphe dans le cercle |z | =r. Suppo-
sons qu’on ait dans ce cercle

'—lr_ ” log| W'(z)!da <AL

Nous avons donc a fortiort dans la couronne () définie par

supposée intérieure au cercle |z | =r,

—= [ sl ¥ e <A,
wnr- A~
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130 A.
¢ est-a-dire
R
1 -~ ~IT L
- [ m'rj log; W30+ 167} 1 el << AL
& N o

‘écrit encore
.

¥
. X - .
— ey di= 7= f fm(is—3 =0 0)di.

L

Le premier membre s

.
a At ' AT .
= ’ tdt = [ lagiWi(s,
= e N
J, Jo -
Qr comme la derniére intégrale est supérienre ou égale i
-
F
> r n(z— 3 |=1t; W)dr
e M3 — I, 1= ] n
kr J. ) ' ;
~ ~ - ‘E
on a, a _forttort,
k ™ ’:i;
-— mz—z. =1 Uy et < AL
kr I, “ ) Pl <

&

. r . .r . ]
Il ¥ a donc dans lintervalle 3 S¢24 au moins une valeur t=r,

telle que
miiz—s=ra )<< i::
ou C est convenablement choisi. Car, sil n'en étail pas ainsi, on aurait
r
o A r
I C\F T F

oyl s

. . R 2 A
m({s—:‘».i:l:‘l)d!>m‘f f(”:

ol

z
1l ¥ a contradiction si I'on prend ce dernier terme supérieur & A.

On voit qu'il suffit de prendre
LR
C— =1

£

10. Faisons dans le théoréme I d =¢ = ¢, On obtient comme

limite supérieure des racines de /(3)
A =2’ = 3n = consl,
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L’ensemble exceptionnel est inclus dans un cercle de rayon e~%. Si
deux valeurs . sont & une distance sphérique supérieure a =%, l'une
d'elles au moins est extérieure & I'ensemble exceptionnel. Si 'on sup-
pose ensuite guc le nombre des zéros de f— & correspondant  ces
deux valeurs de . est supérieur & A\, on se met en contradiction avec
le théorvéme I, de sorte que 'une au moins des hypothéses de ce théo-
réme ne sera plus exacte. On obtient ainsi immédiatement le corol-
laire suivant, généralisation d'un théoréme de M. Milloux (/3 2o,
p. 202):

I'. Soit P, Q. R an systéme quelconque de trois fonctions méro-
morphes dans un cercle C de ravon r, et vérifiant dans ce cercle Utné-
galité

¥ §

-“_”"l:ﬁr':n*fn'_ U L D N i),,r,,—<g;_
= A TP TQ T o =R IRT P,

Supposons que le nombre des séros et des pales des fonctions P, Q, R,
Q—R.P—Q, R—P duns le cerele (C) sott in féricur 4 : I, oit £ est
tn férieure @ une certatne constante numérique < 1. 8t la fonction f(3),
méromorphe dans le cercle ( G, prend dans le cercle coneentrique & (C)
et de ravon 20 fois moindre, plus de U fois denzx valeurs, dont la dis-
tance sphérique est plus grande que e, Uéquation f— I = o, ot W est
Pune au modns des fonctions P, Q. R, admet dans le cercle (C) plus de
kI racines.

k est une constante numérique. Le corollaire est valable dés que 9
dépasse une certaine constante numeérique.

11. On déduit immédiatement du théoréme I une généralisation
d'un théoréme de M. Milloux (/5 2%, p. 203). Seient f{(3), P(3),
Q(3); R(3) des fonctions méromorphes dans une région (1) conte-
nant & son intérieur un domaine (D). Partageons le domaine (D) en
p domaines partiels (D), (Dy), ..., (D). Soit (I;) le cercle concen-
trique au plus petit cercle contenant (D;) et de rayon 2o fois plus
grand. Nous faisons les hypothéses suivantes :

1° Le nombre des zéros de f(3) — « dans la région (D) est supé-
rieur & M pour certaines valeurs de «:
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2° Le nombre des zéros et des poles de ’ensemble des fonctions P,
Q,R, P—Q, Q—R, R—P dans la région (A) est égal a n;
3* On a, relativement & chaque cercle (I)), i=1, 2, ... p,

A 1

!Filmg(ipi—g—iQ}—r—iP_I_QI—z—!Q_R
(d<;§);

4° Le nombre des zéros de f—P, f—Q, f—R dans chaque
cercle (T,) est inférieur & M. Le théor¢me 1 nous montre alors que
dans un quelconque des domaines (D) le nombre deszérosde f(z)—a
est inférieur &

-+

[
R-—-P

) do < log 7:,

]
alve l‘;l

- I - ]
28 + Gy log= + v lu‘."l—————— -+ const,
BRI S AR RS Py ¥ :

ol A; désigne une certaine valeur exceptionnelle possible pouvant
dépendre de (D;). Par conséquent le nombre des zéros de f(3)—u
dans le domaine (D) est inférieur a

'
Loy ! 4 ¢ k i
jea— A e — A ooie— AL

- 1
2pI + Spa+ ¥ plog 7T lo -+ pconst,

hz

Pour limiter le dernier terme, supposons 'hypothése 1° vérifiée
Pt L . . R

pour toutes les valeurs @ du cercle ' = {< -, de fagon & pouveir appliquer

le théoréme de Boutroux-Cartan. Nous prenons comme valeur de «

Iaffixe d'un point de Boutroux du cercle { {< - pour lequel on a

. L, 1
iﬂ b :\.1 l.iﬂ _— :\i'.' TR Ul AL,.{ > F.‘
a étant choisi ainsi, le nombre des zéros de f(3)—a dans le
domaine (D) est inférieur a

N - 1
2pI 4+ Spn + ¥, p log 7 P eonst.

ol 2, 3, v, sont des constantes numériques. Nous mettons 'hypo-
thése 1° en contradiction en prenant

d=e, M=p[(x+y)N =+ 3n+consl.  =p (AN + Br + C).
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g 1“ » - " n
En supposant n < —onen déduit le théoréme :

1L Soient f(3), P(3), Q(3), R(3) des fonctions méromorphes dans
une région {A) du plan contenant & son intérieur un domaine (D). On
partage le domaine (D) en p domaines partiels et Uon construit les
cercles (1) concentrigues aux: plus petits cereles contenant les domatnes
partiels (D)) et de ravons 20 fois plus grands. On fait les hypothéses
sutvantes :

Le nombre des séros dans J(3) — @ dans (D) est supéricur ¢ M pour

(e 3 toutes les valears de a pour lesquelles on ajal < 2
1 i 1 1 | M
*a —— oo f 3 LI | ] Py 3+ Wil —_—
(e2) nim‘;.M‘_'“* (* Ci+1Qi= LP‘—Q N —Rh IR— l“)d°'< P

( Le nonmbire des zéres et des piles des fonctions P, Q, R, P—Q, Q — K,
: ‘ Lo SeM NP N .
(3} B — P dans (A) est inféricur m (vd ¢ est inférieur d une certaine
Z constanite numdérigue fnférieure d ).
Alors tl eaciste nécessairement un cercle (L)) a Uintéricur dugquel Uéqua-
tion f— 1= o, Il étant U'une au moins des fonctions P, Q, R, admet

" M . o .
plus de ¢ P racines. ¢ ¢st une constante numérique. Le théoréme est
M, . .
valable deés que » dépusse une certatne constante numérique.
Remarque. — 1l est évident que II est encore exact si I'hypo-

thése (¢,) est vérifiée pour les valeurs @, dont la représentation sphé-
. . ] L
rique est incluse dans un cercle de rayon —

CHAPITRE II.

SUR LES CERCLES DE REMPLISSAGE DES FONCTIONS MEROMORPHES
DANS LE PLAN SAUF A L'INFINL.

12. Nous allons généraliser quelques-uns des théorémes établis par
MM. Valiron et Milloux sur les zéros de f(3)—1II(s) dans les cercles

Journ. de Math., vome XIL — Fase. II, 1933, 17
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de remplissage, /() et lI(3) étant des fonctions méromorphes sauf &
Uinfini. Nous nous appuierons pour cela sur des théorémes établis par
ces auteurs dans le cas ol les II sont des constantes en adaptant leurs
wméthodes & ce cas un peu plus général.

13. M. Milloux démontre le théoréme suivant { /7 2°, p. 206):

Seit f(3) une fonction mcromorphe d’ordre nul ou fint. Dans la cou-
~s 'y T ~
ronne C(r, R) définte par

r<lzi<<R,

fe nombre des zéros de () — a est supérieur a
T(R: f)
R
8 log —
r

pour toutes les valeurs de a dont les reprisentations sphérigues sont

. ' . 1 v g N
incluses dans un cercle de rayon -, et coct dés que Uon

. -~ . ,.rv’.,_) P l)
PRI S o). T(R)> WTL_L,M«,} (“ <A <T‘) ’

c{ /) est une constante dépendant uniquement de /( 3).

14. Nous allons appliquer & cette couronne le théoréme 1I. Intro-
duisons les notations de ce paragraphe. Partageons le plan par des
demi-droites issues du point z = 0 en angles égaux de mesure z. Leur
nombre est Ef Tracons ensuite les cercles

tsi=r(t+x) (F=1. 2 ... n),

de fagon a diviser la couronne C(r, R) en p quadrilatéres curvilignes

semblables. On voit quon a
R
lug -
n=—= e o 1)1
d’olr en prenant x assez petit

R
log —

n= T— const.

Les cercles (I')) dépasseront un peu la couronne C(r, R) mais ils
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restent dans la courenne
(i—a)r<jzl<<{r1da)R.

Nous prendrons dong cette derm‘em comme domaine (A) et la pre-

midre comme domaine (D). La condition (¢,) sera vérifiée, si 'on

prend
T )
M=
YR loy—
r
Passons & la condition (e¢,). Soit r; le module du centre du

cercle (T'); son rayon est (r;zconst.). Soit (Q)) la plus petite coun-
ronue de centre 3 = o contenant (I';}). Elle a pour rayons r,, r, :

(— )<< rmgiz|Sr<<(i+1da)r.
On a évidemment

'r‘ ll:u P{z)]de << W:‘_H_IE_I_‘_ M" I';‘gi P(3)!ds

== P
aire l‘w",l . EESUEIN LA

N 2 ¢ s R R, }
— rot f uﬂ;'-_ f log! P(t e} dd

S
i XA
i W "y LR

— ~

z:“r‘, I
uml 'l[ P (= ”[‘ Ll

consl.
—— Trs P(R)

comst. [
I m [ty L)1 ot

s

Or comme on a quel que soit ¢
Tlrea PE)ET[{ -+ 132)R: P(z)].
on a anssi

. ”I llggil‘(;)ida\m“”m T{{v+1da) R P(3)].

e 1.
a“'ﬂl"-n[';i

De méme, on trouve pour les autres termes de la condition (¢, )

wiull‘~,ﬂr DQIQ( ) | da <mm~w T+ 132)R; Q{=z)].

1 ‘ | const, I ‘
mml,.. s ¢ prey= )—Q( e < 25T 0 sk =G 5]

......................................................................
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Orona

'l‘(r; lfl."») —T(r: P— Q)= C(P — Q)
< T(r; P+ T(r; Q) — G(P —Q) <+ loga,

Donc
¥ | 1 ]
—_—  Jopl s—————| de
an‘eli.”‘“) SEP(3) — Q(3)
const,

i T +13a2)R; P(3)]
+ T[4+ 132)R: Q(z)] — C(P—Q)—Flngag,

et deux expressions analogues en Q — R et R — P. La condition (c.)
sera donc renforcée par

SOUSL 3 TR P(2)] + 3 TR Q)]+ 2 TR R(3))

—G(P_Q)—C(Q—R)—G(R—P)+3|og«3g<%‘;.
R = (14 13x)R.
En tenant compte des valeurs de M et p on voit donc que la con-

dition (¢, ) sera vérifiée si I'on a

T[(1+|5:x)H;:g(:-)]<az“-(-l-1{—l3i{ilmnsl., () =1(3), Q(s), R(s);
]02‘—)
S

() | ()] >

| T const.

(Ing E)
"

W(:) =P(3) —Q(3). Q) — R(3), R(3) — P(3),

Passons i la condition {(¢;). On a par exemple :

{1520 dt
N{(+162)R: P(3)=a0] gf nt P(::):ac)——;‘
[IEAER 8 ' .
2 n[(1+15aK; P(3)=w=]log %
=const.anf(1+132)R; P(3)=ve],
d’on
r[(1+Ba)R; P() =] < co:sl. N[{(1 +162)R: P(3)=co]

const.
<
&

T} (1 +162)R; P(s)].
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Le dernier membre limite a fortior? le nombre des infinis de P( =)
dans (A). On procédera de méme pour les infinis de Q, R, P —Q,
Q — R, R— P. Pour ces derniers on a évidemment des inégalités de
la forme

n{(v+132)B; P(3) — Q(z) =]
<n[(+13)R; P(z) =] + n[(t+152)R; Q(z)===]

PR const.
S~

PT(r4+162)Re P(3)] + T{(r+162)R; Q(3)]).

L’ensemble des infinis de P, Q, R, P — Q,Q — R, R — P dans (1)
est donc limité par

consl.

P TIR: P(3)] + TR Q(3)] -+ TR R(3)] .
Ri== (1 +162) R,

Pour limiter le nombre des zéros de ces mémes fonctions dans (A)
on écrira

consl.

e+ 3R P(s)=0] <

I‘(l—r—lbd)ﬂ P( )]
__ const.

= {TL(1+ 62)R: P(3)] — G(P) |,

%

et deux e\pressmns analogues pour Q(z) et R(=).
De méme

r[(1+132)R: P(3) — Q(5)=0]

LOl'l\l‘L T \ . L
[(1+101)R l_—’(s)—Q(:)]
:“":" T[(1+162)R; P(3) — Q(3)] —C(P — Q) }

. consl,

S — y T+ 0l P(R)] + T[{(1+162)R; Q)] +log2a =GP — Q) 4.

L'ensemble des zéros de P, Q, R, P — Q, Q — R, R — P dans (1)
est donc limité par

const.

{aT[R; P(3)]+aT[R; Q(5)] +2T[R; R(s)] — C(P)
—G(Q)—CG(R) —CG(P— Q) —C(Q —R) — C(R— P) + 3logal.
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On voit donc que la condition (¢ ) est vérifiée dés que I'on a

T+ 162)R; 9(3)] < 'ﬁﬁ; ST(R; f),

(lug -
[
2 (2) =P(3), Q(3) K(zs):
- s T(R:
cpw(s) | >— S
(lmg _)
- ’.
W(zy==P(z), Q3), R{zk () — Q) Q3) — Ris) Biz)—1"(3).
Nous vérifierons évidemment (1) et (2) & la fois par les seules iné-
galités (2), en y faisant cz = «, x étant choisi assez petit. On en déduit
finalement :

>

ILL. Soient f(z) une fonction mdéromorphe ’ordre nul ou fini,
(), Q(3), R(5) un svsttme quelconque de trots fonctions mero-
morphes. Supposons vérifices les conditions suicantes :

_ T(hes ), Ik ; R
(MY T 1)y > (D T(R: f 3 =t g — L h<— -
( L,‘\' t’._n’}/((j) ﬁ.llr’)>ll I'D:;'/l LR r l\‘\’,
2T (R )y

LIS
(1o )
. ’.

7

T+ )l g(H< o 3) == P(3), Q{3), R{3):

2 Tl /)
(1)
.
W(z) == P (s) Qs) Ris) Pis) — Q(3). QUz) — Riz), B(z) = P(3),

Alors i catste dans la couronne C(r, R) un potnt daffive
a(r<| x| < R) centre d’un cercle () d’équation

(€ { LW ()] >—

- |3 —wl=al.r|

a Uintérieur duquel le nombre des racines de f(z)—11(z), ot I(z) est
Uune au motns des fonctions P(z), Q(3), R(3), est supérieur 4

2 T(R: )
V= ‘(_—T)—
log—
-

P 2 . N 1 .
Le théoréme s’applique dés que n, et = dépassent des constantes
o

const.

numeériques.
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-

Application aux fonctions méromorphes d’ordre positif.

13. Nous allons d’abord montrer que la condition (OU) est vérifide
pour une suite infinie de valeurs de », st 'on prend pour C{#, R) des
couronnes d épaisseur relative finie.

X

| . R el s .
Prenons T‘ = &*. La condition (JW) se réduit A la suivante :
(R, TR I >24Tkn N (>,

Soit ; l'ordre de la fonction f(; > 0). On sait que P'intégrale
- f _*L‘;M

(%

diverge quel que soit 2« z. [ On écriva dans la suite T{») au lien
de T(r: /).] Or on a, en posant

Py o= ke b
I T e
Par conséquent la série
(4) Sl =)

i

diverge, quel que soit A < 3. Or, supposons qu’on ait & partir d'une
certaine valeur p de l'indice n

(3 T(re) Sl Tlre—y) (R==p, p-+1, b

on en déduit

M

l'("l‘,,) ”w..\ lu,.,,) l(: )m . '“): i l

R - N T
I":; ,1 ’;\ {1 kl

7]
-

aj N . ‘
ous prenons ‘7” <1, le crochet restera fini et la série (§) ne
pourrait plus diverger. Nous démontrons ainsi deux faits :

1* Quelle que soit la valeur initiale r, de r, il existe une inlinité de
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nombres de la suite

ol |

-
-
Py

oo koo B oo ke o0k

L

Y

{quel que soit # < 3), pour lesquels on a
(5) TCA*try) > 2f TA* 1)
2* Si nous supprimons dans la série (§) tous les termes pour

lesquels on a (3), la série des termes restants est encore divergente.
. sy e R
Nous avons donc une série divergente (}°), quel que soit A < z,

. _rl \ ~ L : f&rm_.
.- T{r,) \
(41 2——5— VT~ an
ra { T >t 7 )
. . Tira) e
Faisons correspondre & chagque terme “r{') de la série (§') la cou-

o

r -~
roune (lf, w-n). Coomme on a

Tira) > 24 ](ii)

cette couronne peut contenir le centre d'un cercle de remplissage [il
suffit que les conditions (C) soient vérifides et que Pon aitr >r ] Si
ces couronnes ont des parties communes ouse touchent, il peut arriver
que certains cercles de remplissage solent comptés plusieurs fois. Afin
qu'il n'en soit certainement pas ainsi il suffit de supprimer dans (}")
assez de termes, pour qu'd chaque terme de la série ainsi modifiée

. ll' ~ ]
puisse correspondre une courcnie (f r,) navant avec les autres

couronnes aucun point commun. Mais pour que cette opération soit
inléressante, il faudrait naturellement que la nouvelle série diverge
encore. Or nous allons démontrer qu'on peut supprimer, de trois
termes conséculifs de (}), pour lesquels les couronnes se touchent,
chaque fois les deux premiers sans changer la divergence de la série
ainsi modifiée. En effet on a, dans ce cas.

T(:""ﬂ) -+ T“.”"“') - T‘T") < 1 (ra) (Ao B3 - 1) = const. T(f"} .
Lo P LS ra.

Apres avoir supprimeé o, 1 ou 2 termes consécutifs partout ou cette
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opération est nécessaire, nous avons finalement la série divergente (3"

P> 42 Fa—ys

"I
p .
(29 2 ™ T({ra) > 24 l‘(%)
(quel que soit 2 < ;:\ N h )
Or (4") restera divergente si I'on prend 4 = (), fonction de a,
tel que

!

() <. lim 2{#) =g3.
Nous pouvons modifier ensuite la série

N L)
ok gml
"
sans changer sa divergence en supprimant tous les termes inférvieurs
ou ¢gaux aux termes de méme rang de la série convergente
Y a>s>op
o gt E !
car l'ensemble de ces termes supprimés forme une série convergente.
Nous aurens finalement une série { }™),
| R

(4" o)

4

Erp— [ Tt >4 1(';) ,
divergente, olt chaque terme vérifie
> —_ (,\m> el ry>~ ki“)~
Donc en posant
hn)=gp—nin) (W (n) =u].
" N
on a pour n assez grand, en remarquant que /() est d'ordre ¢,

Z—Sy !

e 3+
r n

< Tra) << ri . lims (r)=uo.
Nous pouvons donc appliquer le théoréme III dans la couronne
r . L. )
(lg, r,.) correspondant au 7™ terme de la série (3™). On obtient:

. U}
Journ. de Matk., tome XIL. — Fasé. II, 1g33. 18
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IV, Soit £(=) une fonction méromarphe d'ordre positif. Etant donné
un nombre x, Wl existe une SUAE X, Fyy . ... Ty . .. devalears der,

PN S SN

Joutssant des propriétés suivantes :

ploaTir. /)

1N Lix
log e,

-~

(5]

a* La sérte
(=) 2 T{r..
. rk
L

diverge quel que sott L (V< s hma(m =z}
3 St HI(3) est une fonction méromorphe telle qu’on a
T2 W< 2 T
CII Y > — 2 T )

. . r, " - . .
i existe dans la couronne < (< un point d affixe x(n), eenire
d’un cercle de rayen ajan)', a Uintéricur duquel le nombre des zéros
de (=) —1U{3) est supéricur

2T (re. 1)
pour toutes les_fonetions I\ 3) pour lesquelles on a
Gl — I ) >~ — 2 T £
Cill— W, ) >— = T{r. ).

I, (=) et U, (3) sont deux fonctions execptionnelles possibles, véri-
fiant les conditions
G ‘;llukm) >—x .l‘("m _f)~
G(‘“Lm) >— 2 T{r.. f)a
Gl — I, 2) > — 2 T{#ra. )

Le théoréme est applicable dés que = est plus petit quune certaine
coustante numérigue.
Remargue. — Si lutégrale

I‘* T{t. N ot

[
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diverge, ¢’est-a-dire si /(=) est, d'aprés une classification de M. Valiron
de la classe de divergence de son ordre, on peut remplacer dans 1V

g : p
partout A par g.
Il et IV sont des généralisations de deux théorémes de M. Milloux
2
(/3 2, p- 207, 20g).

Cas particuliers.

16. 1» Considérons d’abord le cas simple des fonctions l(z)
d’ordre ;"< ;. Etant donné : > o on peut écrire

Tire fy>ri, rr(f s
T{r Il )< re-= r el s):
d’ou
T ahrg: W} << {0+ 2)3=eg 3, (L 3).

Le théoréme IV sera donc applicable dés (que l'on a

(U 2)E TP 33

ou encore

o as 13 )E=s

"-;_.‘ —E > (_‘_}._ -
a

¥

Comme x est une constante, ceci a lien & partir d'une certaine
valeur r, > r(s). Si l'on a par exemple

po-

P \

A,

a—3s
quelque pelit que soit s, prenons A=:—z, d'oi ¢'< h <z, Ll est
¢vident que la condition
C(N) > — 2 T(re: f)
sera vérifiée & partir d'une certaine valeur ~(II, 2, si l'on suppose
Hi{zy=o.

A chaque fonction H correspond un (11, 2) et un rll, 2). Or comme
la série {7) diverge, il en est encore ainsi de la série
v Niran
il re
PR | R

LoDy > r{l. 2), r(IL, ). r(F2) 020
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On peat donc appliquer IV & toutes les fonetions I{(z)=wo et
d’ordre inférieur a ;.

2° Un autre cas plus général est celui des fonctions I(z) pour
lesquelles on a, quel que soit ., > r,,

(&) Thi—yr s Dl <2 Tir,: M
Supposons par exemple que f vérifie

Tir:

peo > h (r>nr).

(&)

ol  est une constante positive. Pour avoir (7, ) il suflit

Ti{v-= 2hr: 0] << = b {(r>nrh.
Qi encore
Tlu—ayr: Iy | 2h o
—aeE ~a—=xe M =)

ou encore
. Tir: WY 24 .
(’:-} — ~Z - (v >r,.
ri (1 — 2F - :

Fer:d
Cect a lien pour toutes les fonctions Il pour lesquelles ———B tend

vers zéro. A chacune de ces fonctions 11 correspond un nombre 1D
tel quel'en a (1), , = r(I1). On raisonnera ensuite comme dans le eas
préeédent.

Remarque 1. — Les fonclions telles que (7)) se présentent assez
souvent. Il en est par exemple ainsi sil'on a

hire e Yy < b A
ou A et & sont des constantes positives. M. Valiron appelle ces fonc-
tions « trés végulieres ».
Remargue 1. — Les fonctions telles que () comprennent en parti-
culier la classe de convergence de Fordre ;. Car l'intégrale

( -II)

étant convergente, on a

-~ I‘“ Tior: My e < TR f‘: dr _ Tii: 1)

n

i}
"
R R
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Le théoréme IV s’applique done aux fonctions 1( ) de la classe de

convergence de 'ordre ; chaque fois que la fonction /7 est « trés régu-
liére » et du méme ordre.

CHAPITRE 111

LES DIRECTIONS DE ROREL.

17. M. Valiron a découvert dans son Mémeire (23 3¢, p. 8o, 82)
Fexistence, pour toute fonction méromarphe d'ordre 3 positif et fini,
de directions, quil a appelées « Directions de Borel n, ¢ est-d-dire de
directions kB) telles que l"wexpotamm de convergence de la suite des
zéros de f{3)—1I(2) relatifs & tout angle admettant (B) comme
bissectrive est égal & z, sauf pour deux fonctions au plus. M. Valiron
a démontré celte propriéié dans le cas oi les fonctions I(3) sont des
constantes ou des {ractions rationnelles. M. Biernacki (@) a géndéralisé
enzuite pour les fonctions H(z) dordre wmféricar & . Nous allons
généraliser ces résultats et passer ensuite aux fonctions fi(3) d’ordre
nul vu d’ordre nfini.

I8. Pour cela, cherchons une fonction x = z(n) tendant vers zéro
m\‘ecﬁ telle que, vour tout » <z, la série
o () Tor,)

(%)

correspondant a la smte () du théerdme IV diverge, et que
2 n). T tend vers Pinfivi. Appelons S(a) la somme des n pre-
miers termes de la série (7). et prenons par exemple

¥

J(n)_—_m 12> o)
Ona
T{r
kS (n)—“—‘)——...‘—xi{n)‘ {ra)
ry P
o Tiry 1 Tir)
- Stl_is ,:.; T s\")ts ,:
> —l:‘ M—- . M L — S{a s,
N B r
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On en déduit la divergence de (8) dés que 'on a0 <= <L 1!

Evaluons l'ordre de grandeur de =*{n). T{r,). On peut écrire

. T{r Tiry)
() A Ty = i) - ()
o ’ S{n) - e f L 1 1) E
l(l‘,J‘ = = T e =
LA r re
= const. PR T () —s,
Carona
|4 1 t | |1 t coust, .13 ’
_ e e < 1—:-—»5———&—...-':—:—): - A2y >a).
r . ~ r» ( ATy =y i { )

1l suffirait de prendre : entre o et 4;- pour que le produit «*(n). T(r,)

augmente indéfiniment. Mais T(#,) étant de I'ordre ¢ on peut choisir
s =2z(n) et A=72(n) fonctions de n, : tendant vers zéro et % tendant
vers ¢, pour que le dernier membre de () soit d’ordre ¢ et pour que

E 22 T{re)
'::; LE

diverge, d.oml: pour que (8) diverge pour tout & <s-
On a ainsi le théoréme suivant, géndralisation d'an théoréme de
M. Valiron (i1 4):

V. Soit f(3) une fonction méromorphe d’ordre 3 > o. I extste une
sutte tnfinte de cercles (n) d’équation

lz—a{n)=x(n)je{m . lim 2{n) =nw, him!we(n),=x

Joutssant de la propriété sutvante. Pour chaque n le nombre des zéros de

J(—I{3) dans T'(n), soit n|T'(n); f=1], eérifie
a{lia)k f=U1 > Tira ). le(m) | <r <& e(n) .
pour toutes les_fonctions W =), pour lesquelles on a, quel que soit n,
[F(x: N] Tih=amlra Ll <2 () T ). Q) >— 2 () Tin: ),
sau f peut-étre pour celles pour lesquelles
C)<— 2 {(n) T(rs: ) Y=, -1,

I, .(=) et 11, .(3) étant deux fonctions exceptionnelles possibles de la
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Jamille (=, [) vérifiant la condition

‘G‘(“urn _— “l,u) > a'(n ) T‘("n? f)-
Quel que sott A< X (n)< g, hm A (n)=g, la série

() T{r: N

(10) 2 ( )r‘“( h
diverge et

lim log ot (R)YT(r.: N

n=x mn‘,‘-‘ Py

- n.
by

SEf(3) est de la classe de divergence de son ordre ¢, on peut remplacer
dans (10) X par ;.
19. Si donc II(3) est une fonction non exceptionnelle de la
famille F(a, f),on a
a[T(n): f=W]>23(n) T(ra: f),
de sorte que la série
() znll‘(n):j’:ﬂ]

YOI

diverge, ce qui entraine la divergence de la série

1
() 21‘.,[I‘(ra);f:ll]1-"”

étendue aux modules des zéros de £ — II situés dans la snite des I'(n)
et réciproquement. Je dis que (12) diverge pour toutes les fonctionsII
de la famille & (2, /) sauf deux au plus.

Soient en effet deux fonctions P(s) et Q(z) de cette famille
[P(3)= Q(3)]. Supposons que les séries (12) correspondantes,

! I
2 rg[L(n); f=PP~ o rg[L(n): f= QP
soient convergentes. Il en est donc de méme pour les séries

2 n[Lin); f=P|

(1) [ () P
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et

() > 1P /=01,

| (n) P.,n;
L'ensemble des termes de (10) pour lesquels on a

AT f=P] ()T (re: f)
La(n)jon = la(n) o

forme une série convergente, sans quoi (11") divergerait. En suppri-

mant ces termes dans (10), il nous reste une série divergente (10’) :
Y@t (n) T(r:

(10!} ? (") (]" ~f)’

D e T f=Pl < T ).

L’ensemble des termes de (10") pour lesquels on a

a[Lin): f=0Q] s a2 () T{ry: )

[e(m) e = ja(n) o

forme une séric divergente sans quoi(11") divergerait. En supprimant
ces termes dans (10'), il nous reste une série divergente (10") :

Ewme(") T(ra: ) { a[C(n); f=P)<x*(n) T(rat f).

(lﬂ ) li&.(")‘!l‘m l "[l‘(n): f: Q]<13(")T(l'nl f).

Comme on a évidemment & partiv d’une certaine valeur r, de 7,
Gl —Q)>—a'(a) T(r.) (re2r).

P(z) et Q(3) peuvent servir de fonctions exceptionnelles pour la
suite (s) des cercles I'(n) correspondant a (10"). On a donc pour tout
cercle I'( #) de la suite (s)

#[U(ny: f=R]>2(n)F(r. f)
pourvu gue
C(R—P)>—x{r)T(r.: ).
CR— Q) > —a*(n) T(r.: f),
CG(R) >—at{n) T(re ).

Il en est évidemment ainsi pour toute fonction R(z) de la
famille F(«, /) telle que

P()=Z Q) ZRE)VEP(). P(:)Q(3)R(z) o,
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dés que r, est assez grand. Comme (10") diverge, il en est encore ainsi
des séries
2’ n[(n): f=R]
EORE
et

)
E r,[[(n): f=R o’
On en déduit ; 't :

VI. Soicnt f(3) une fonction méromorphe d’ordre ¢ > o0 et II(3) une
Jonction méromorphe de la famille F(a, [) définie par
[F(x. H] Tili=a()]r L <a2'(@)T(rn ), [H(z) o]
1l extste une sutte de cercles T(n) d’équation
s —w()i=z(m)|e@@l. lima(r)=e, lim{z(r)l=mw,

telle que, pour tout £.X3.{n) <z, hm2(n) =z, la série

o .
(13} Z‘rq]l‘(n);f:n]l’

étendue aux modules des séros de f(3) — 1N 3) situés dans les T (n), est
divergente quel que sott 11 3) sauf pour deux fonctions exceptionnelles
au plus.

St f13) est de la elasse de divergence de son ordre ¢, on peut remplacer
dans (13) X par ;.

20. Divisons maintenant avec M" M. Collier ( Thése, Strasbourg)
le plan en p secteurs égaux (5,), (52), ..., (5,) par des demi-droites,
issues du point s =o.

Supposons le secteur (s;) défini par

a(f—xw <ar 2l

o3 — (i=1,2,....p)

P P

55

Répartissons la suite infinie des cercles I'(n) du théoréme V en

p groupes (g,), (g:), ..., (g»), de fagon que le groupe (g;) ait ses

centres daus le secteur (). Réunissons ensuite les termes de lasérie(10)

relatifs & chacun de ces groupes (g:). Solent §,, S,, ..., S, les

sommes correspondantes. Il est évident que la série (10) pourra ainsi
Journ. de Math., tome XII. — Fasc. IL, 1933. 19
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se meltre sous lil fm‘me
8 2 a2 (YT (g f
b‘i - ] ...__—__.( ) ( ”’ ) »

L S48+ 0+ 5, <
(1) TR ! RYC DL

Comme (11) diverge, il en est encore ainsi de 'une au moins des
sommes 5,. Soit{I'indice correspondant (1<I<p). Nous pouvons main-
tenaut citer pour ce secteur (S,) un théoréme identique a 'V avec cette
différence que la suite des U'(#) ne se compose plus que de ceux qui
ont leur centre dans (S8;), ¢t que la suite des [onetions excep-
tionnelles 11, ,,, 1T, , est plus restreinte. Nous en déduisons ensuite un
énoncé analogue a VI, se rapportant au secteur (s) seulement, avee
deux fonctions exceptionnelles au plus. Ces fonctions exceptionnelles
ne sont plus forcément les mémes que celles du théoréme VI, en ce sens
qu'elles peuvent étre exceptionnelles dans le secteur (s)) sans I'étre
dans le plan entier. Par conséquent ces fonclions exceptionnelles peu-
vent dépendre du secteur (s,).

Subdivisons ensuite le secteur (5,) en secteurs égaux et opérons sur
le groupe de cercles (g;) et la série (5;) comme nous avons fait pour la
suite I'(n) de V et la série (10). Nous mettons ainsi en évidence un

pLIrsY 1 [
nouveau secteur d’ouverture F pour lequel vn a encore des théorémes

analogues 4 V et V1. En continuant toujours de la méme fagon, on
voit qu’il existe chaque fois au moins un secteur d'ouverture de plus
en plus petite, pour lequel on a toujours des théorémes analogues 4 V
et VI avec la remarque précédente sur les fonctions exceptionnelles
possibles. Seit (B) la limite des bissectrices de ces secleurs. 1l est évi-
dent que tout angle ayant pour bissectrice (B) et une ouverture arbi-
traire conliendra pour a assez grand les cercles I'(r) appartenant &
un secteur de rang assez grand. On cn déduit :

VI1I. Soient f{3) une fonction meéromorphe d’ordre g > o et 11(3) une
Jonction méromorphe de la fumille I (2, ), il extste toujours une direc-
tion de Borel (B) telle que pour tout ) < ¢ la sérle

y‘ 1

=~ (Aip=n)

étendue aux modules des séros de f(5) —1I{3) appartenant @ un angle



THEOREMES RELATIFS AUX DIRECTIONS DE BOREL. 151
arbitraire de bissectrice { B) diverge quel que sott 1I(3) sauf pour deux
Jfonctions exceptionnelles au plus.

St f(3) est de la classe de divergence de son ordre 3, on peut remplacer

X par ;.
Cas particuliers.

21. Comme dans le n° 16, nous allons appliquer les théorémes V,
VIet VLI & certains cas particuliers. Nous avons vu (n° 18) que, si
) ~ < Y ~ 1
I'on prend a(n) = S(n)=, 2*(n). T(r,; /)est pour net - assez grand
de lordre ;.

1* En raisonnant comme au n* 16, on voit que V, VI et VII sont
applicables aux fonctions méromorphes () d’ordre inférieur & ¢.
On retrouve ainsi un théoréme de M. Biernacki (a).

2" Un autre cas plus général est celui ot I'on a quel que soit r, >r,

T == 2(n)]re O <2 (n)T(re ).

Ceci a lieu pour toutes les fonctions pour lesquelles % (k>1)
tend vers zéro avee ,1 -

Supposons par exemple que f(3) vérifie

l%’-) >h>uo {r>r,. i ==consl,}.

_ Parmi les fonctions II se trouvent alors celles pour lesquelles
l—‘irlﬂ tend vers zéro, en particulier les fonctions de la classe de con-
vergence de 'ordre ¢.

3» Etudions encore le cas ot f et II sout respectivement de la classe
de divergence et de convergence de l'ordre ¢[II(z) =£ o ]. Remarquons
que si 'on prend 2(r) = S(n)™, la série

Ters f
W at-'*(n)—-———-('"; 1)
b ) "
> . X » . .
diverge pourvu que l'on ait : < ;- La démonstration se fait comme
aun® 18,
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L .
En prenant donc = < % la série

Gy T 1)
=5

n

diverge. Or, II( z) étant une fonction quelconque de la classe de con-
g 2 _ q
vergence, la série . )

< Ti{v+a{n)]r.s 0

s re

converge.

Soit (S) la suite des cercles I'(n) du théoréme V. La série (15)
correspondante

. a (YT (r: f
(1) 2 (r) 1 (rat f)

jaw(n)if

diverge tandis que _
T+ () e I

N\
z ja(n)i®

converge. Je dis que la série

v 1
e 1 T (0): f=1]7

relative a la suite (S) des cercles I'(n) de centres a(n) diverge, sauf
pour deux fonctions IT au plus.

Nous appliquons la méthode du n° 19. Soient P(z) et Q(3) deux
fonctions exceptionnelles de la famille, et R(s) une fonction quel-
conque de la méme famille(P=Q =R =P; PQR = o). Nousavons
donc les séries convergentes suivantes :

z"iLl“H_F‘J o(z)=P(z). Q).
T [+ a(n)]r; ¥
E t

Bk

(16)

W(z)=P(z), Q). R(3).

(15) étant divergente, nous pouvons en extraire par cing opérations
successives analogues a celle du n° 19 faites avec les cing séries (16)
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une nouvelle série (13"} divergente et telle que
n{Tin): f=1] < a (n) T(ra: ),
o . n Um«")‘f:Q] < a (T (ra S,
=t vrl\(") l“""_:.l) Ty 8 . . )i P ..
{1d") & e Ul [e-+ (o) me Py <2t (n) T(ra: .
B T {1+ 2(n) [ra QL <2 () T(raz )
Tifr-+2(n)]ra R V<< (n) T {raz ).
Soit ( 5') la suite des T'(n) correspondant & (15'). Daprés les deux
premiéres inégalités (13") on a, a fortior,
(W'h a|Tia): f=ol <) T(re ). () =P Q)
D’ailleurs & partir d’une certaine valeur de 2 on peut écrire
(13') Glo)y>— a2 () Tira: J). w=P—Q.Q—R - P O K
En tenant compte des trois derniéres inégalités (13') ainsi que de
(15, et (13"}, on voit que le théoréme V sapplique aux fonc-

tions P, Q et R, I’ et Q sont deux fonctions exceptionnelles, tandis
que K ne Uest pas; donc

(17) nilb(a): f=R} > 2 (n) T 1)
La divergence de {(13") entraine forcément celle de

AN Cat(nyT{re: N .
s jar(n)?

En tenant compte de (17) on en déduit que les séries

N #ll{a): F=R] ) ' 1
gl /=R,y

el ta{n)? sl r i F(n): F=RTJ]
divergent. 4 fortiori, la série

(%) 2,-@\[]_‘(:1):_[: Ri®

relative & la suite (S) diverge.
Nous précisons ainsi un théoréme de M. R. Nevanlinna (4; 3).
Subdvisons maintenant le plan comme au n° 20 en p secteurs égaux.
Pour I'un au moins de ces secteurs la partie contributive correspon-
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dante de la série (15) relative a la suite (s) des cercles I'(n), ayant
leurs centres dans ce secteur, diverge. On opérera sur(s) comme nous
avons opéré précédemment sur (S). On trouvera encore une série
analogne i (18) mais relative aux I'(#) ayant leurs centres dans le
secteur en question. Les fonctions exceptionnelles peuvent naturel-
lement dépendre du secteur, mais lear nombre est au plus égal a deux.
En continuant ensuite comme d'habitude, on obtient le théoréme :

VII'. Soient f(z) une fonction méromorphe d’ordre ; et de la classe de
divergence et I1(3) une fonction méromorphe d’ordre ; ct de la classe de
convergence [ 11(3) =£ o], il existe toujours unc divection de Borel (B)
telle que la scrie

1]
p T B

l‘,,-( \\ f= H)

étendue aux modules des zéros des f(z)— U(3) appartenant ¢ un angle

arbitraire A de bissectrice (B), diverge quel que sott () sauf pour
denx fonctions exceptionnelles au plus.

CHAPITRE 1V.

. 1
SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES D'ORDRE FINI ;‘4> 3

22. Nous allons généraliser le théoréme suivant de M. Valiron

(&3 7°) ¢

. . . - . » 13 = . s
Soit f(=) une fonction méromorphe d’ordre & 7> - SU lu série

N
~ r..,( A

(1)
j’:u_)‘

3

étendue aux modules des racines de f(z)— a sttuces dans un petit

‘N . . . ©
angle A’ diverge, il caiste dans tout angle \ de mesure supérieure a5

AN . . . . . ~r
et contenant \' 4 son inierieur(au sens strict) une suite de cercles C(n)
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avant pour équation

\ fae{n —a)i >alae{n) i
| m x({n) =w. hmix(n);=x,

P —wln)i=x{n) a{n)}

tels que, dans C{n), f{3)— @ admet au moins L r) solutions pour tous
les & sauf au plus ceux qui sont représentés sur la sphére de Riemann

duns deux cercles de ravon e 3, la série

) ? L {n)
sl | 2(n)} a1
étant divergente.

| z(n) est la fonction habituelle. On peut aussi considérer & sa place
une constante x aussi petite que l'on veut. |

Nous appligquons & ces cercles le corollaire I'. Nous ne considérons
que ceux des cercles C(n) pour lesquels Ji(a) dépasse la cons-
tante numérique du covollaire I'. Il ¥ a dams chacun de ces cercles
certainement denx valeurs de & dont la distance sphérique est supé-
rieure & ¢ pour lesquelles £(2) — . admet plus de 2T a) racines.
Vérifious les conditions de U, Soit I'(#) le cercle concentrigue & Cin)
et de rayon 20 fois plas grand. P, ., R étant trois fonctions méro-
morphes quelcongques, il faut qu’on ait d'une part

L)

! ‘M.ya ) ! B i L3 ! i ] .
m}"’mrw lulf“‘(k Mii.‘:—q(\\if%l‘—‘wl"_!k‘——H‘i—-

ol d'autre pact le nombre des zéros et des poles des fonetions P, Q.
R, P—Q, Q—R, R—DI situdes dans I'(n) doit ére inférieur
A2 (2 nféricur & une constante numérique). Introdwsens la
courvnue

(r—da)iae{n)y; <<isi<<(-+ada)|ein})

conlenant le gercle F(n) et procédons comme an v L&, On veit que
nos conditions sont vérifides silon a

Tl —wx) jei{n) 2 s{z) ] <<czzdi{n),
()= Pis) QN l’i(;:?a:
Ci¥{z)] > —csx I {a).
W)= P(3) Q) RE) Pis) — Qfz) Q{5 — R(z), Riz) — P(z).
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Nous remplagons encore ¢ 2 par 2. Nous supprimons ensuite dans la
série (2) tous les termes pour lesquels on a

ad{n) - L
jae(n) @

2 T nh=u,

Cela ne change pas la divergenee de la nouvelle série, et les dign)
seront de Pordre de |(a) %, done supéricurs & la constante numérigue
du corollaire I'. Finalement on a le théoréme :

- ; . . ‘ . » v T ~
VIII. Soit f(=) une fonction méromorphe d ordre : > 3 Suppesons
que la sérte

z -.:( A '."‘*“)g,

étendue aux modudes des ractnes de [(3)— a situdes dans un petit
N . CfA . .

angle (‘\’)‘ diverge. Soit “\A) un angle queleonque de mesure supéricure

@ = cunle:mnt ‘\ \ ) a son tntérieur (au sens strect). N existe dans (*\)

une suite de ‘r:tzml'vs I'(n) d ¢quation

sz —x(m)i==ajae(n)', (e a) > ()| T - S R

a Uintérieur desquels le nombre des séros des f(3) — @& est supérecur

a () sauf pour les valeurs de @ intéricueres & deux ceveles sphérigues
L]

de rayon e *. Il en est de méme pour les zévos de f(3)— (), o Il 3)

est une fonction meromorphe telle gu'on «

T a2y ialn) s U} <2 2U{n),
Cla(a)]>—=zau(n). s LT -1, -1, .,

10, o(3) eI, (3) étant deur fonctions exceptionnelles possibles vérifiant

les conditions
G > — 2230 (n),
G(IL ) > — 22 3 (),
G — M, ) > — 22 3 (n).
On a de plus

i log M in) _

logla(u)} ¢

(%]
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et la soree
AN Jim
- yny
dnwrgr.

23. Ou procédera ensuile comme d'habitude. Qu prendra pour x

. . . - i ~ . 3
une fonction 2y a) tendant vers zéro avee - mais pas wop vite de

NN A

facon que la série Tx¥(a)——— diverge encory, of que 2 m Ny a)

continue & tendre vers Finfind (cette derniére quantité pourra méme
vester de Fordre de av(a) 2. Onintroduira ensuite la famille 282 des
fonctions déhintes par

Py Tl —xenng aad (W 22enmn X iah Callls >~ — B S,

Cette famille dépend naturellement de /i 3. car diya) en dépeund.
Ou obticut le théoreme suivant :

Dy

~ « -~ ~ ~ ~ N - 1 ~
IN. Soit fi3) une fonciton méromorphe d'ordre : >~ - Suppesons

quee fa séree
Y \

- r.,.,( AR F=n );

. Lo . N
diverze. Soit A\ un angle de mesare supeéricure d =, ¢t contenant A 4 son

P ) )
intéricur {au sens strict). H existe dans el\:\) ane sutle de cercles U{m
d équation

I R R W R I T Ban aimh — o, N ey = .
telie que la série

“v ]

o o Uvaeds f= L

étendue aux modules des zéros de f— M située dans Uin) ost dicergente.
et coct pour toiites les constantes W saut dewa au plus, ot pour toutes les
Jonctions W de la fannlle K{z. /) sauf deax au plus. N{z. ) est
définic par

Rz A Tilv— g iew) < 2% a) MNgn. Hisy = o,

Joura, de Meth.. towe X1 — Fasc I wgli 20
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D
I existe done dans Uangle \A) toujours une divection de Borel B telle
que la séree

" 1
—_——
i o *
r.,;( At f= lll)
étendue aud modules des zéros de f— W uppartenant & un angle arbi-

traire X" de bissectrice (B), diverge quel que soit Wl sauf au plus pour
deux constunies W et dewx fonrctions W de la famille K2, ).

Remarque. — lei encore oun voit que la famille Kz, /) comprend
en particulier touies les fonctions méromorphes d’ordre inférieur a 3,
mais aussi certaines fonctions d’ordre 3, on pourrait procéder comme
aun® 21,

CHAPITRE V.

LES DIRECTIONS DE BOREL EV LER (ERCLES DE REMPLISSAGE
DES FONCTIONS MEROMORPIES D ORDRE & POSITIF ET FINL.

24. Nous avons-vu que les cercles de remplissage donnalent nais-
sance 4 des divections de Borel. Cherchous a établir la réciproque.
Pour cela nous suivrons la wiéthode de M. Valiren pour établir son
théoréme du n* 22,

(B) étant une direction de Borel. la série

L} v———-—l——ﬁ
dl",,(\:f:u)‘

“ o o
étendue aux modules des zéros de £\ 3) — a relative a tout angle \ A/
de bissectrice { B), diverge pour toutes les valeurs de a sauf deux an

(WS- AN

plus et quel que soit 2 < ;. Considérons denc un petit angle A quel-
conque de bissectrice \3) et de mesure z. Considérons les quadrila-
téres Qup), hmités par les ¢Otés de cet angle et par les cercles
|s]=2" et "3{==2"'. Divisous les quadrilatéres Q¢ p) en quadrila-
téves homothétiques Q p, ) par les cercles

= a1 2) (= 20 oo 8N
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On voit facilement que si x est assez pelit, on a

coust,
x

P —

Soit I'y p, 1) le cercle concentrique au plus petit cercle circonserit
a Qup. 1) et de rayon 20 fois plus grand. Soit Ity p, ¥} le minimum
du nombre des racines du produit [ fi3)—a, J[ /1) —a2, ][ fi3)—as ]
pour tous les systémes de trois nombres &\, @, 2, dont la distance
sphérique wmutuelle est supérieure & 277, D’aprés le théoréme de
M. Valiron le nombre des racines de f(3) — . dans Q(p, 1) est done
inférieur &

AN (W R )y -—— l‘é,n

sauf peut-dtre pour les & extérieurs a un cercle v,( p, {) de ravon 27,
L’aire totale des cercles v,(p, &) pour r =1. 2, ..., s, el pour p fixe
est

consl, 8 Const,

wtr T gate

Donc 'aire totale detouslescercles v (p, D (p=1, 2, ...5t=1,2,...)

est
I": a ": x
CONRE, canst, 1
ot consi g L
mmd 27 & aeed 377

O, cette série converge, on peut donc prendre I assez grand pour
qu’on ait

"'i =x
Tonst. 1 const, . . N .
i) = N N b {aive de la sphéve de Riemann).
Pt :

Un déduit de la quiil ¥ a des valeurs ¢ de . extérieures & tous les
cercles exceptionnels. En appelant 9t(p, m) le plus grand des
nombres M p, ©) on a, a fortiort, quel que soit . > o,

(3) N —.'__7 < consl. [ v S p o AN —V—’l

e . . F -y"l JrATRRT S
r; A :_I — -

I~ i my- ~
=z omst, | ‘} ——I_- -7—\ -—-L— .
sl R ok i

. -~ . » ~ -~
1 est évident que la série E 1—’”—, converge, car x est fixe. Comme
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- - k] "\ - - » -
la bissectrice de P'angle A est unc direction de Borel, le premier
membre de (3) diverge quel que soit x ct pour tout 2 <z, de sorte

que
N Ty, any
s ik

diverge quel gue soit 2 et pour tout 7 < ;. On peut méme mettre & la

place de x et & des fonctions 2(p) et 7.( p) tendant vers zéro et vers ;
ecliv e a I conti A COnv .

respectivement, de fagon que Z —; continue a converger et que

I
EMTHE ne cesse pas de diverger. Aux termes de cette dernicre
série correspondent des cercles de vemplissage IU'(p. m). Nous avons
done :
. (BY étant une denv-droite de Borel d’une fonetion f(z) mérc-
morphe d'ordre 0l existe sur (B une sutte de points d°a ffiees v n),
centres de cercles Uy d éguation

TRy =Ry aa lim 200 =0, lime vimy — .
a Uintéricur desquels Uéguation fi ) — & posséde di(n) zéros pour
tous {es & sauf au plus ceur qui sont representés sur la sphére de Riemann

duns dew cereles de rayon 27", la série

9 S n
G LI

ctant divergente pagr tout 1. <.
N la direetion (B)Y est une dircetion de divergence de son ordre -, on
peut remplacer i par ;.

En continuant ensuite comme au n° 22, on trouve :

N1 ) étunt une demi-droite de Borel d’une fonction [(3) méro-
morphe d’ordre 3. il cxtste sur (B) une suite de points d’affixes x(n),
centres de cercles Uin) d équation

S a0 =X ) T (0 ) = o, limiwin) ==

a Uintérieuar desquels le nombre des séros de f(3)— W(3) est supérieur
& Mnd.
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Quel que soit 1.< g, la sirie
aL{ny
()R
deverge et
. logat{n) I (m)
lun ! (3l ‘l:
. log! e{n);

“w

Les fonctions 11 comprennent toutes les constantes sauf deux au plus
atnst que toutes les fonctions méromorphes de la famille N(x, [)difinte
par
fhax, ] Tie—=x(m)ja(n)::ll bl A ) () LI EN
sauf dewr au plus.

& (B) est une direction de divergence de son ordre 3, on peut rem-
placer 7. par ¢.

Remarque. — lci encore la famille K (2, /) comprend en particulier
les fonctions méromorphes d'ordre inférieur a ¢ ainsi que certaines
classes de fonctions d'ovdre ¢.

CHAPITRE VL

SUR LES FONCTIONS MEROMORPHES B'ORDRE NUL ET D'ORDRE INFINI.

1. Sur les fonctions méromorphes d’ordre nul.

Py » \ . ) . t
235. Le théoréme 11l n'est applicable (ue si n, et 5 Sont assez
grands. Comme on peut écrire (voir ce théoréme)

[I\ I ot TR )
(l Ry~ (log R
uu —_— ‘

L A TR {(r>auy

B )
h'\“ soit assez grand.

. con -~ i
Les condllmns (L) sont toujours réalisables, si l'on prend - assez

il suffit quL

grand. Les couronnes C(r, R) ne sont plus forcément d'une épaisseur
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relative linic. Les conditions (0) seront vérifiées, si I'on a
TR N

{logR)* ’

{(n i
N - RN
G > =2 gy

T R39(<< =

On généralise ainsi le théoréme de M. Milloux (/5 2°, p. 208) et
I'on trouve :

XIL. Sorent f(3) une fonction meéremorphe d'ordre nul pour laguelle
on a
—T(r: f
lim -“—I“)- =3
lagr)?

et Wy 3) une fonction de la fanulle 6 (x. /)

o5 . -r i . .[{"‘: ’.)
- ‘| T . “ oty — e
g ] Tihe—afa]rilly<<a ""‘Uwgrﬁ

[M{zy=to. r>r0
I existe une suite de cercles '(n) d’équation
s —wedny = x(n) =a(m)iae(ni. i zin) = o, i {n) i ==,

dans lesquels /(3 — WH(3) admet une infinité de séros quel que sott 1l 2)
sauf pour dewv fonctions cvceptionnelles au plus.

Nous en déduisons 1'existence d’une divection de Julia (1) corres-
poudant & ces fonctions 11 ).

2. Sur les fonctions méromorphes d’ordre infini.

26. Comme au n° 13, partons du théoréme suivant de M. Milloux :

Soit fi(3) une fonction mdiromorphe d’ordre infini. Dans la cou-
renne C(r, R) définte par

r<izi R

e nombre des séros de f\ 5Y— a est supérieur
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pour loutes les valeurs de a dont les reprisentations sphérigues sont

. 1 . 3
incluses dans un cercle de rayon - et cect dés que U'on a

¥

o 1 a . bl Tk %
= [ T | e

La

(<<t

En suivant la méthode du n° 14, on trouve la généralisation sui-
vante d'un théoréme de M. Milloux | U ;2% P. 214) ¢
NI, Soit /(3) une fonction méromorphe (’ordre infini,
(=) Qs Rz
iun systéme quelconque de trots fonctions meéromorphes. Supposons ver

Jides les conditions suicantes :

(') T(R:fi>etfe TR >0 Tond PR
Sl R —=R b ./,.,E -
V=R '”T-__’IT)‘ < h < - :
Tl —-2)yRig] <zml_(_bi_”
‘ ‘ (‘ h)
Lo —
T

J(:)zl’(:);i\)(:);li(:):

(7Y "
s ‘ ik I)
CW ()] >—= (—l'\)f‘
oy —
"
(

VT sy = PUE) s Q) B0 P — Qsh Q) — sy Risy— Pz

Alors il existe dans la couronne Cir,R) un potnt d'affive x
< |l <R centre d’un cerele (U) d’équation

s—aw =2

P f

& Uintérieur duguel le nombre des racines de f(3) — 1(3). o N(3) est
Uune au moins des fonctions 1. Q, R, est supérieur

T /f)

= ( l{)
low
r

CcOonst.
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Le théoréme s’applique dés que », et - dépassent des constantes

numériques.

27. Nous allons montrer qu’il existe une infinité de couronnes
d’épaisseur relative arbitrairement petite pour lesquelles (L") est
vérifiée.

Prenons

~|=

=M:1hk= LS N

Les conditions ( L") se réduisent &
TRy > =2 T{Ar (>
Il est évident que I'on a pour r assez grand
r<<hr<<kr<W<<br
Donc il suffit d'avoir T{#*r) >72T(4r), pour que (IN’') soit
vérifiée dans C(r, £*+). Or, on ne peut pas avoir tout le temps
Tk <=2T () (t>1)
sans avoir

loz 72

Terygeonst. ¢ * (>t

>,

ce qui est impossible si f( ) est d’ordre infini, aussi petit que soit la
constante a.
Nous avons ainsi en particulier le théoréme suivant :

NIV, Soit f(3) une fonction méromorphe d ordre infini. ll extste une
sutte de valeurs r, ra. . .., 1, de r joutssant des propriétés sutvantes :

- h‘lj_“T(l‘" ‘1_,..)‘ -~ !
logr, 7 =z
2° St (3) est une fonction méromorphe telle que

[acia. f] Tl ave <22 T N, Cih > — 2Ty, .

t{ existe dans la couronne

r '
{EI—‘:‘_E;)_S] -+ axir,
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un point d’affixe x(n), centre d’un cercle I'(n) d’équation
r—a(myi=ale(n)l,
a Uintéricur duguel le nombre des séros de f— 11 est superieur a
T{r.; fyconst.

pour toutes les 1\ 3) de la fandlle (2, ) sauf peut-étre pour celles
pour lesquelles
CUy >—22Tr: W=mu-—-Ii,:n0—-Hu,,:

vérifiant

W, .(3) et II, .(3) étant deuxr fonctions exceptionnelles possibles
Cill ., — W, > — 2 T(r, 0

28. Le théoréme s’applique en particulier a toutes les fonctions 11
pour lesquelles on a

Tl +aprm <2 Tir N {(r>ro.

Pour r assez grand, ces fonctions comprennent celles d’ordre infé-
L
riear 4 —-
- z - -
Nous pouvens maintenant comme d'habitude remplacer 2 par une
. . . 1 . .
fonction z(n) tendant vers zéro avec - » mass pas trop vite, pour que

I'on a1t encore
= log T f
T “"”} L.
logr s{m)

On trouve ainsi :
\VN. Soit fi 5) une fonction méromorphe d’ordre tnfint. Il existe une
suite infinie de cercles I'(n) d’équation

tz—w(mYi=a(m) rn) . hma{n)=—no, limlare(n)l =

Joutssant de la propriété suivante. Pour chaque n le nombre des zéros
de f(2)—1I(3) dans I'(n) est supérieur

T(ry: f) const.
pour toutes les fonetions Iy 3), pour lesquelles on a, quel que sott n,

[a¢, (z, )] Ti[l—i—l{"‘,)]l},;ﬂ'<12(M}T(I",,;f)t CD)y > — 22 (n) T(ry: f),

L)
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sau f peut-itre pour cclles pour lesquelles

C{Wy >— 220y Tir,: N W=m-—-nN,_:M-1,.,:

I, . 3) et I, ,(3) étant dewx fonctions exceptionnelles possibles de la
Samille X\ z, [) vérifiant la condition

Cll,— T > — 23y Tim,: )

On voit donc qu'il existe des cercles de remplissage vus de Lorigine
sous un angle qui lend vers zéro. Ceci entraine [existence d’une
sorte de direction de Borel au moins, pour toutes les Il de la
famille H 2, /) sauf deux au plus. Hyx, /) est définie par

Tiha, N Tl x{ad e <=0y Tir: ) iz) = ol

D’aprés la propriété 1° du théoréme X1V, la famille 3¢, 2, /) com-
prend en particulier toutes les fonctions d’ordre fini.

CHAPITRE VI

EXTENSION D'UN TUEOREME DE M. VALIRON SUR L'ORDRE S{ V)
D'UNE FONCTION MEROMORPHE SUR UNE DIRECTION (V).

29. M. Valiron a démontré (2: 6°) que si fi{z) est méromorphe

dans un angle A dtoute divection ( V dde A est attaché unnombre TARN
limite pour presque lous les &+ de l'exposant de convergence des
racines de £ 3) — . appartenant & un angle admettant comme bissec-
trice ( \') et doul L'ouverture tend vers zéro. Il démeontre en particulier
le théoréme suivant :

(V) dant donnée quelconque intiricure 4 A\ Uordre réel z(x, V)
(C'est-d-dtre le coefficictent de convergence) a la méme valeur ;(\')
pour tous les v sauf cenx d’un ensemble E(\) dont la représentation
spherigue a une mesure lincatre nulle: pour les & exceptionnels on
a 2ty VY > 2(\V ) sauf au plus pour dewr valeurs de .

Nous allons étendre en partie ces résultats pour les directions ( \ )
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d’ordre (V) > o. A étant un angle quelconque de hissectrice ( V'), il
est évident que la série
1

” =

>
B I3
r.i( N Sf= z)
diverge pour prescue tous les .v et quel que soit % < .:i\\’).. Nous pou-
vons done appliquer la méthode du n* 24. On trouve ainsi :

\VL. (V) dtant une direction d’ordre 3(V) >0 d'une fonction
méromorphe [(3), & existe sur (V) une suite de points d’a ffizves x(n),
centres de cercles 1'(n) d’équation

Js—w(a)=axin) w{a). Lim x{n) =, hw'ae(n) =2x.

a Uintéricur desquels le nombre des zéros de fi3) —U(3) est supérieur
a i n). Quel que soit 1. < (), la série

AN JTin)
ad ()R
diverge et
b loy 1“‘(111;’1(}:)
"oror fog w(a!

Les fonctions I comprennent toutes les constantes sauf deux au plus
arnsi que toutes les fonctions méromorphes de la famille L(x, /)
définie par
Flix. N Tihv+=a(er}iainy 210 T A (n) i) [M{z) = o],
sau f denx au plus.

St (V) est une directron de divergence de son ordre 3 (V) 2o, on peut
remplacer i par (V)

On cn déduit immédiatement :
XVIL S6V)Y est wne direction d’ordre 2 (N ) > o, la série
]

v
- r.,( \} JS=u )L

. _ A
étendue aux modules des séros de f(3) —11(3) situés dans tout angle A
de bixsccm'cg ('V), dr'rerge quel que svit 1. < z(\') et pourtoute fonction
de la classe 1. 2, [) sauf deux au plus.
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86 (V) est une direction de divergence de son ordre : (V) 2o, on peut
remplacer 3 par 2V

Bemargue 1. — La famille Lz, /) comprend en particulier les
fonctions méromorphes d'ordre inféricur & z( V), ainsi que certaines
classes de fonctions d'ordre 3¢V ).

Remarque 1. — Siz V) alteint son maximum ; = ovdre de /i 3),
(V) est ce que M. Valiron a appelé « Direction de Borel ». On
retrouve ainsi les théorémes correspondaut i ces direetions.

D’aprés XVl on voit que l'ordre réel de f(z) — Mz sur( V) est
au moins égal & 34 VY. Nous allons démontrer que cet ordre est égal
4 (V) pour presque toutes les fonctions 1 ) — Il s, ot Tl 2) est
d'ordre inférieur & z( V).

En effet, supposons que U'ordre réel de f(3) —H(3) sur (V) soit
supérieur & $(\V) peur une fonction Iy =) d'ordre inférienr a (V)
Done

: -——————_—.‘
oy Fo . w?
'"-4(13 F==0 )
ou l'on a posé
Fizl-o fizy— sy,

diverge pour cerlaines valeurs w > z{\ yet quelle que soit la cons-
tante ), sauf deux au plus. Nous en déduisons un énoncé analogue
A XV1 avee des cercles de remplissage U, (#) pour toutes les fonctions
I, () de la famille L, (2, /) détinie par

thatx,  r] Tihv=26md wpeny DD 2o 2, o [Mis) == ol
sauf deux aun plus. La série

AN Juny
NI R

diverge. ce qui entraine la divergence de

AN allyiav:F=M,} .
>

ay

La famille L,(2,, /) contient en particulier les fonctions 1l,: z)
d’ordre inférienr & v. Comme z(\ ) < x, nous pouvons prendre

Wesy=— M3 = r (== const,
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o

d ow
iz — s i —

On en déduit la divergence de

N ailias f=u]
i Ca it ¥

et par conséquent de
~ t
- f R
"7;(. A4 :a)
Or, d’apreés le théoréme de M. Valiron, cect ost impossible pour la
plupart des valewrs de . On en dédwt :

NV S f(3) est dondre 2, Pondre {0\ ) ost le mdéme sur toute diree-
ttor \\\'Y pour toutes les fonctions f{z)=4 W 2), W 3) étant o ordre in fé-
reeur a 2\ I v a cxeepiion pour deax fonctions W(3) au plus.
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