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SUB UNE GÉNÉRALISATION D'UN THÉORÈME DE REECH. !\ΪΗ 

Sur une généralisation d'un théorème de Recch; 

PAR ÉMILE COTTON, 

l'rofesscur à 1'lJnivcrsitc de GrenoMc. 

Ru étudiant le nombre des normales PM, qu'on peut abaisser d'un 
point l> sur une surface fixe S, et le nombre des maxima et des minima 
de la dislance PM, Heecli(' ) a fait usage d'une représentation géogra-
phique devenue classique, qui l'a conduit à la curieuse proposition 
suivante : 

Le nombre lotal des normales qu'on peut abaisser d'un point Ρ sur une 
surface fermée est pair. Si p. désigne le nombre lotal des normales don-
nant lieu à un maximum ou à un minimum de la distance PM et g celui 
des autres, on a α — G ~i. 

Des questions de même nature ont été abordées par Caylev (2) et 
Maxwell (a), qui ne mentionnent pas l'article de Reech. Mais le tra-
vail le plus important est celui de Môbius(4) où Y Analysis situs d'une 
surface S est étudiée à l aide de ses sections par certaines familles de 

( 1 j Démonstration, d'une propriété générale des surfaces fermées (Journal de 
l'École Polytechnique, I. XXI, i858. p. 169 ). Ces questions de Géomciric se posent 
mil urellcmcnl dans lu reHierclie des positions d'équilibre des flotteurs cl l'étude de 
leur stabilité (voir le tome III du Traité de Mécanique, de M. Appcll). 

(*) On Contour and Slopes Lines (Philosophical Magazine, i85<) ; Œuvres, 

L ]S)' 
('■*) On Dills and Dales (Philosophical Magazine, 1870; Œuvres, t. II). 
(♦) Théorie der elementaren Verwandschaft {Œuvres, t. Il) 

Journ. de Math., tome VU. — base. IV, 1928. 53 
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surfaces Σ s'enveloppant mutuellement (dans le cas de Reech, ce sont 
des sphères concentriques). Môbius a montré que la formule de Reech 
n'était valable (pie pour les surfaces S simplement connexes et a donné 
une formule plus générale où interviennent l'ordre de connexion de S 
et deux nombres u. et a désignai] l le nombre des points doubles isolés 
et celui des points doubles à tangentes réelles que peuvent présenter 
les lignes d'intersection de S avec les diverses surfaces de la famille Σ. 

Il faut mentionner aussi deux Mémoires, l'un de M. W. Dyck ('); 
l'autre de M. Roy (2), ou se trouvent des rapprochements entre la 
théorie de Môbius et celle des caractéristiques de Kroneckcr ('). 

Au début du présent article, je généralise le théorème de Reech, en 
remplaçant la distance PM par une fonction uniforme l '(M) définie 
en tous les points M d'une surface fermée S ; il est tenu compte de la 
connexion de S. La formule obtenue est identique à celle de Môbius, 
mais la signification des lettres est différente, puisque leur définition 
n'utilise ici aucun élément extérieur à S, les démonstrations ont dû, 
par suite, être modifiées. Je donne enfin quelques extensions; dans 
l'une d'elles, la surface S est remplacée par un domaine I) à trois 
dimensions, IJ restant constant sur les frontières de D. 

1. Ilypo thèses e/ definitions. — Soit S une surface fermée ayant 
deux côtés distincts, tout entière à distance finie. Nous la supposons 
sans points singuliers, analytique ou du moins decomposable en un 
nombre fini de morceaux remplissant la condition suivante : La dis-
tance ζ d'un point M au plan tangent l\, en un point \1„ considérée 
comme fonction des coordonnées £, η de la projection de M sur P

0
 est 

continue et admet des dérivées premières et secondes finies et con-
tinues. Ces morceaux sont censés empiéter les uns sur les autres de 
façon qu'il n'y ait pas à faire d'hypothèses spéciales pour leurs 
frontières. 

A tout point M de S, faisons correspondre un nombre réel; une 

(') Beitrage zur Analysis situs; I. Mathcmutische Annalen. ι. XXXII. 1888-
(-) Ueber die eurvatura intégra mid die To/m logic g esc h fosse tier F/acheit 

{MalhemalUrhe. Aniinlen. I. LVII. 190»), 

(}) Monalsberichlc der Akademie der Wisscnschaflen za Berlin aus dent Jahre, 
1869. μ. i5(> til 688. 
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fonction uniforme U(M) est ainsi définie sur S. On suppose que U(M) 
considérée comme fonction des coordonnées ξ, η admet des dérivées 
des deux premiers ordres, qu'il n'existe qu'un nombre fini de points 
de S où les dérivées premières s'annulent simultanément et qu'en un 
tel point l'existence ou l'absence de maximum ou de minimum pourU 
se reconnaît avec les seules dérivées du second ordre. Ces points sont 
donc pour les courbes U = const. qui y passent (courbes de niveau) 
des points doubles à tangentes distinctes (réelles ou imaginaires con-
juguées). Nous supposerons que deux points doubles ne se trouvent 
pas simultanément sur une partie d'une courbe de niveau qu'on puisse 
parcourir d'une façon continue. 

Toutes les autres courbes U = const, sont sans points doubles et 
formées d'une ou de plusieurs parties fermées que nous appellerons 
cycles de niveau; il est commode, en effet, de conserver ce langage 
topographique et nous désignerons souvent la valeur de IJ en un 
point VI par les mots « altitude de M ». 

Soient L une ligne de niveau admettant un point double (V qui est 
alors à tangentes réelles, et OT l'une de ces tangentes. Un observa-
teur placé d'un côté déterminé de S, suivant la ligne L en partant 
de Ο tangentiellement à OT, reviendra en O, mais la tangente à l'ar-
rivée sera nécessairement distincte de OT, car on voit aisément que 
l'observateur doit avoir toujours d'un même colé (droite ou gauche) 
les points voisins de lui d'altitude supérieure à la sienne et qu'au voi-
sinage du point double, ces points correspondent à deux angles (formés 
par les demi-tangentes) opposés par le-sommet. Dans le déplacement 
précédent, l'observateur a donc parcouru un cycle de niveau L, avec 
point anguleux en O. Aux deux autres demi-branches de courbe L, 
passant en O, correspond un cycle analogue L

a
. 

Nous appellerons passages les points tels que O; soient es leur 
nombre et p. celui des fonds et des sommets, c'est-à-dire des points 
où U est maximum ou minimum. 

2. Régions. — Traçons sur S les cycles de niveau à points angu-
leux tels que L,, U

2
 ; ils divisent S en régions R, chaque région étant 

la partie de S balayée par un cycle de niveau dont l'altitude varie 
jusqu'à ce que le cycle se réduise à un point ou aboutisse à un passage 
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en acquérant un point anguleux; à une région correspondent deux 
points doubles. 

Un passage Ο est à la fois sur les frontières de trois régions. Soient, 
en effet, L, l'un des deux cycles de niveau correspondant à ce passage 
et A< l'angle des deux demi-droites tangentes au point anguleux de L,, 
A

3
 l'angle opposé par le sommet, et A2, A,, les deux angles adjacents 

aux deux précédents. Appelons U„ l'altitude de Ο et ε un nombre 
positif très pelit ; admettons, pour fixer les idées, que les points de S 
voisins de Ο correspondant à l'intérieur de A, aient une altitude supé-
rieure à celle de O. Alors, d'après ce qui précède, en suivant un cycle 
de niveau d'altitude IJ

0
 — ε, on peut passer en restant au voisinage 

de L, de l'angle A
2
 à l'angle A„ pour revenir ensuite à l'angle A

2
 en 

restant au voisinage de L2. Au contraire, la partie L't d'une courbe de 
niveau d'altitude U0 -+-ε, infiniment voisine de L,, forme à elle seule 
un cycle, L·',. Un mobile la· suivant en restant infiniment voisin de 
l'observateur qui décrit L, comme on l'a dit précédemment (en par-
tant de Ο pour y revenir en marchant toujours dans le même sens) se 
trouvera, en effet, à l'arrivée comme au départ à l'intérieur de A,. Il 
y a de même un cycle L'

t d'altitude U# 4- ε voisin de L2. 
Puisqu'un passage est contigu à trois régions et qu'un fond n'ap-

partient qu'à une seule région et qu'il en est de même pour un sommet, 
il y en a en tout ^ régions, et le nombre ? est pair; c'est la 
généralisation du début du théorème de Reecli. 

3. Connexion des diverses régions. — Il est bon de remarquer que 
les trajectoires orthogonales des lignes de niveau ou encore, comme 
nous les appellerons plus brièvement, les lignes de pente rencontrant an 
cycle de niveau rencontrent aussi tout cycle de niveau suffisamment 
voisin. 

Cela résulte des théorèmes d'existence des solutions du système 
différentiel 

a<!, d<i„ <71 
TU _ 7|U <)\i "ΤΤΪΓ = 

* <)<J
]
 Off, ' ()η* <)<h 

qui détermine ces lignes cle pente; qn q« sont des coordonnées curvi-
lignes d'un point de S (par exemple, les nombres ξ, η considérés plus 
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haut), E, F, G les coefficients du ds'2 de la surface, AU le paramètre 
différentiel du premier ordre ; on cherche^, eiij-, en fonction delà valeur 

de U prise comme variable indépendante. Les dérivées —■> sont 

fonctions régulières de sauf aux fonds, aux sommets ou aux 
passages. 

Soit IF lin domaine balayé par un cycle de niveau dont l'altitude U 
varie entre deux limites L , U, : U, < U < U

2
 ; on suppose qu'il n'y a ni 

fond, ni sommet, ni passage dans R' ou sur sa frontière. Un point M 
de R' peut être caractérisé par son altitude U et par un autre para-
mètre l qui caractérise la position du point où la ligne de pente de M 
rencontre un cycle de niveau C„ choisi à l'intérieur de R'. On peut 
évidemment supposer cette représentation paramétrique de C

0
 choisie 

de façon que / et / -+- ίτ, donnent le même point de C„. 
En regardant, d'autre part, t et aU -f- β (a et β étant des constantes) 

comme les coordonnées polaires (longitude et colatitude) d'un point M, 
d'une sphère S, de rayon (rayon vecteur) égal à l'unité, nous établis-
sons une correspondance entre la région R' et une zone \\\ de cette 
sphère S,. Si l'on choisit convenablement α et β, R' et R', se corres-
pondent point par point de façon qu'à des éléments voisins de l'une 
des régions correspondent toujours des éléments voisins de l'autre; 
c'est dire que les deux régions sont applicables (1 ) l'une sur l'autre au 
sens de Y Analysis situs. 

Si l'on fait croître maintenant U2 eL décroître U, de façon que les 
cycles correspondants se réduisent à un point ou contiennent un pas-
sage, R' vient se confondre avec la région R définie comme plus haut 
sur S; R'

(
 tend alors vers une région R, ; inais il faut ici distinguer 

divers cas : si l'un des cycles C, ou C2 frontières de R' tend à se réduire 
à un point (fond ou sommet), il est nécessaire que la base homologue 
de la zone R', en fasse de même pour que la correspondance des conti-
guïtés subsiste toujours. De même, à un cycle de niveau contenant 
un passage doit correspondre sur la sphère un véritable cercle. 

Nous serons d'ailleurs conduits plus loin à isoler les passages en 

(*) JORDAN, Sur la déformation des Surfaces (Journal de Mathématiques, 
1866). 
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enlevant de petits morceaux de S contenant ces points ; nous pourrons, 
par exemple, pour un passage Ο d'altitude I J„ enlever la partie ω en 
forme de croix limitée par des parties de cycle de niveau d'altitudes 
U

0
 — ε, U

0
 + ε (ε positif très petit) et par des lignes de pente passant 

par quatre points très voisins de Ο situés sur les deux cycles de niveau 
passant par Ο et placés de part et d'autre de O. 

Quand on détache ainsi les petits morceaux ω, la région R est elle-
même légèrement modifiée; elle devient une région R dont l'image R, 
sur la sphère ne diffère d'une zone que par l'ablation de petits rec-
tangles dont les côtés sont des arcs de méridiens ou de parallèles (de 
petits arcs étant ainsi enlevés sur l'une au moins des circonférences de 
base de la zone). 

Écartons le cas où la surface S serait simplement connexe et où la 
fonction U ne présenterait qu'un maximum et qu'un minimum (cas ou 
il n'y aurait qu'une région R dont l'image R, comprendrait toute la 
sphère), il ne reste que deux sortes de régions R à considérer : i° celles 
dont les frontières correspondent à deux passages d'altitude différente 
et dont l'ordre de connexion est encore celui d'une zone ou d'un 
cylindre ouvert aux deux bouts: nous les appellerons régions tubu-
laires; 2° celles qui, contenant un fond ou un sommet, sont comme les 
calottes correspondantes simplement connexes. 

4. Formules. — Appliquons maintenant à S les théorèmes connus 
concernant la connexion des surfaces (1 ). 

Soit Ν l'ordre de connexion de la surface fermée S, après ablation 
des σ morceaux simplement connexes contenant les passages, l'ordre 
de connexion de la surface S' obtenue est Ν -+- σ — ι (le premier mor-
ceau enlevé donnant une frontière; si S avait été ouverte, l'ordre de S' 
eût été Ν + <7). 

La surface S' peut être divisée en morceaux simplement connexes 
par les coupures suivantes : i° les 2? cycles de niveau correspondant 
aux σ passages (grâce à l'ablation préalable des morceaux ω, ces cycles 
donnent lieu à des coupures dont les extrémités sont situées sur des 

(') Voir le Traité classique de MM. Appell cl Goursal : Théorie des fonctions 
algébriques. Chap. V. η"* 104 et 107. 
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bords), et 2° des coupures transversales rendant simplement connexes 
les parties tubulaires : on peut les pratiquer suivant des lignes de 
pente. 

On a évidemment pour S' a±= ^ + morceaux correspondant aux 

régions de S ; il y avait μ régions contenant des fonds ou des sommets, 
et, par suite, α — μ régions tubulaires; il y a donc en tout 

ν ·>.σ -H et ·■-·- μ 

coupures pratiquées dans S', cl, d'après un théorème connu, la difïé-
rencc ν — « est égale à l'ordre de connexion Ν -j- a — ι de S' diminué 
de deux unités, ce qui donne la formule cherchée 

(l) ν μ = \ 3. 

Par exemple, pour les surfaces simplement connexes 

Ν = ι. <7 — μ = - u, 

c'est le cas où le second théorème de Heech est valable, L(M)est alors 
la distance de M à un point P; pour les surfaces telles que le tore 

Ν =3, σ — μ = ο, 

et plus généralement pour une surface fermée dont le genre de Riemann 
est />, l'ordre de connexion \ = 2/> + ι, et 

( t ) σ — μ~ ρ — :i. 

C'est le résultat de Mobius (/oc. cit., § *21 : la classe m de Môbius est 
égale à ρ -4-1). 

δ. Interprétation mécanique. — Ces formules trouvent une appli-
cation dans l'étude des mouvements d'un point matériel mobile sans 
frottement sur une surface S soumise à une force dont le travail élé-
mentaire est la différentielle de la fonction U(M). Λ ces mouvements 
vrais, associons les mouvements conjugués correspondant à la fonc-
tion — ÏJ(M); les travaux de M. Appell et ceux de M. Painlevé ont 
montré l'intérêt de ce rapprochement. Les positions d'équilibre sont 
les mêmes pour les mouvements vrais et pour les mouvements conju-
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gués; il en est qui sont stables, mais pour une seule des fonctions de 
forces U(M)et — U(M); d'autres qui sont instables pour les deux fonc-
tions U et — LT; l'excès du nombre des positions d'équilibre instables 
pour les mouvements vrais et pour les mouvements conjugués sur le 
nombre des positions où il y a stabilité pour l'une des lois de force est 
égal à l'ordre de connexion Ν de S diminué de trois unités. 

6. Autres démonstrations. — M. W. Dyck (loc. cil., § 1*2, p. 5o3) 
et M. Boy (loc. cit., § 1 à 3, p. 154) ont donné des formules ratta-
chant la connexion d'une surface S à un nombre C qu'on appelle par-
fois sa courbure totale et qu'on peut désigner par courbure intégrale 
(curvatura intégra de Gauss), c'est-à-dire l'aire évaluée algébriquement 
de sa représentation spliérique, en comptant positivement les parties 
de cette représentation qui correspondent aux parties convexes de S 
et négativement les autres. Dans le cas d'une surface S fermée de 
genre/>, C est relié aux nombres considérés plus haut par les relations 

(3) ~ = 2{ι —1>) = 3— ι\=/Α~σ. 

Des cas particuliers avaient été signalés par Darboux (Théorie des 
Surfaces, t. III, livre VI, Chap. VI). En conservant la méthode de 
l'illustre Géomètre, on peut appliquer une formule d'Ossian Bonnet à 
la démonstration de l'une de ces relations ainsi que nous allons l'indi-
quer très brièvement. 

On utilise le réseau orthogonal précédemment considéré, formé par 
les lignes de niveau et les lignes de pente correspondantes. Les points 
singuliers Ρ de ce réseau (fonds, sommets et passages) sont à isoler 
par de petites courbes fermées γ. On prend, par exemple, pour γ une 
courbe de S se projetant sur le plan tangent en Ρ suivant un cercle 
de centre Ρ de rayon infiniment petit. 

L'intégrale étendue à S donnant C se ramène alors à des sommes 
d'intégrales curvilignes étendues aux coupures γ. A une coupure γ 

correspondent deux intégrales, l'une ds — où ds est d'élément d'arc, 

pg. le rayon de courbure géodésique a pour limite 2 r.; on démontre que 

l'autre —J*Αω où ω est l'angle de la tangente à γ et de la ligne de 
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niveau passant au point de contact, nulle s'il s'agit d'un fond ou d'un 
sommet, tend vers — (\ τ, dans le cas d'un passage. On a ainsi 

C = 27ï(p — σ)·, 

les travaux cités plus haut donnent les premières égalités (3). 

7. Généralisations diverses. — Admettons que la fonction U(M) 
soit définie sur une surface ouverte S, connexe, dont la frontière se com-
pose de η cycles de niveau. On peut alors répéter les raisonnements 
antérieurs; il faut modifier l'expression de α qui est maintenant 

μ-h 3 σ -+- a 
' λ 

et observer que S étant ouverte, l'ordre de connexion de S' est Ν σ, 
Ν étant celui de S. Il vient alors 

( i ) σ — μ = λ — ·>. ; 

la somme est alors de même parité que N. 
Cette remarque nous permet de supposer que U devient infinie en . 

certains points de S isolés les uns des autres en admettant qiCau voisi-
nage de ces points Ρ la fonction U garde un signe déterminé. Les lignes 
de niveau IT = C où C très grand en valeur absolue a le signe en ques-
tion affectent alors au voisinage de Ρ la forme de cycles entourant Ρ ; 
ou voit immédiatement que ces points Ρ où U devient infinie doivent 
être assimilés aux fonds et aux sommets et figurer avec eux dans l'éva-
luation de p.. 

Par exemple, si la fonction de forces U est définie dans une partie 
connexe S d'un plan, limitée par certains cycles frontières où U reste 
constant; si, de plus U satisfait à l'équation de Laplace, la formule (4) 
donne 

cr = μ -h M — ·Α ; 

η est le nombre des positions d'équilibre (qui sont maintenant toutes 
instables), p. le nombre des infinis de U dans S, ces infinis étant sup-
posés comparables au potentiel logarithmique d'un point isolé, Ν est 
l'ordre de connexion de S. 

Journ. de Math., tome VII. — Fasc. IV, 1928, 54 
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8. Cas d'un domaine à trois dimensions. — Les questions' analogues 
à celles de Reech paràisseril se compliquer beauçoup quand on aug-
mente le nombre des variables dont dépend la fonction U, autrement 
dit le nombre de dimensions de la multiplicité où elle se trouve définie. 

Nous examinerons seulement le cas où cette multiplicité est une 
partie connexe D de l'espace ordinaire, limitée par des surfaces de 
niveau (L = const.) tout entières situées à distance finie, sans points 
multiples. 

On peut alors poser U(M) = F(ip,y, ζ), χ, y, ζ étant des coor-
données rectangulaires du point M, et utiliser pour l'étude des points 
racines des trois équations 

( 5 ) K'
(
. = o, Ι·χ — o, I;1 = o. 

une méthode bien connue de Kronecker (*). (Le procédé du n° 6 est 
d'ailleurs à rapprocher de cette méthode.) Kronecker utilise l'intégrale 

ι=Χ'"/σ 

étendue à la frontière Σ du domaine D, dz est l'élément d'aire de Σ et 
la fonction L a l'expression suivante : 

° α Ρ Ί 
] = F',, κ;, kl kl ι 

"
 |;

· '>
 +

 F ² + R² 32' 
F'. KL- κ:, KL 

y, β, γ sont les cosinus directeurs de la normale à Σ dirigée vers l'inté-
rieur de D. La valeur de I est 

I = »π(/>— η). 

p et η sont les nombres des points racines intérieurs à D pour lesquels 
le liessien de F a respectivement les signes et —. Nous supposons 
que F reste finie dans D et admet des dérivées continues des trois pre-
miers ordres. 

(') Elle <i été donnée dans le? Mémoires eilés plus haul ; elle esl exposée, aussi dans 
les tonnes I et ΓΙ du Traite tiAnalyse. de M. Picard. 
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Dans le cas actuel, où la frontière Σ de D est composée de surfaces 
fermées régulières Σ,· (sans points singuliers), à distance finie, sur cha-
cune desquelles F garde une valeur constante, l'intégrale 1 s'exprime 
simplement à l'aide des courbures intégrales C

t
 de ces surfaces. Kro-

necker l'a montré dans le second des Mémoires cités plus haut, et il a 
étendu son résultat au cas de η dimensions. Dans ce qui suit, nous 
donnons une démonstration très simple, et nous précisons une question 
désigné. 

On peut, sur chaque surface Σ,, appartenant à la frontière Σ, rem-
placer l'expression L par 

ο iv F; F; 
Κ K

s
 K

z
 « 

A ~ft/ F; F;.,. F:, F% (ι·",:2 i·;2-f-F;-F' 
F- F!,, ι·;', f:, 

·,·= + ι ou £,· = — ι, suivantque la fonction F croit ou décroît quand, 
partant de Σ,, on pénètre dans D. Utilisant alors les propriétés inva-
riantes de A et de (h vis-à-vis d'un changement d'axes rectangulaires, 
nous choisirons les axes de façon qu'au point VI considéré de (h pris 
comme origine de ces axes, on puisse écrire le développement de 
Taylor de F 

F—Au \'>z-\- -[<: c- -h I F 3'- -t~ ·>. F y ζ 1- z.r\ 
-t- leriin· complémentaire. 

Des formules analogues s appliquent aux dérivées, et l'on trouve, 
ainsi qu'au point M, 

DC 
\- -

' IF* 

D'autre part, les premiers termes du développement de Taylor de 
la fonction implicite j s'annulant en M, définie par F — λ = ο, sont 

(Ft·--h I)r- χ'- ν-
Z = :."Π" · " ; 7li · :·Ίί · ···· 

|{ et II' étant les rayons de courbure principaux de Σ, en M. On a donc 
. , ασ 

A do = ~ Ê' RÎT' ' 
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On voit apparaître ainsi Taire de la représentation sphérique de dn\ 
et il vient enfin 

(ft) // — yy= 1 K e1 C1 ; 

la sommation est étendue à toutes les surfaces frontières. 
Tel est le résultat que nous voulions établir; 011 ne peut d'ailleurs 

pas eu donner une interprétation mécanique aussi simple que dans Je 
cas des domaines à deux dimensions. 




