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PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN, 129

Sur un probleme toujours possible comprenant, a titre de
cas particulters, le probléme de Dirichlet et celui de
Neumann ; ' '

.

Par Stanisuas ZAREMBA,

Professeur & 'Université de Cracovie.

11 arrive quelquefois qu'il soit possible de faire correspondre & un
probléme donné P, possédant une solution seulement au cas ou les
données satisfont & certaines conditions de régularité, un autre pro-
bléme P’, velatif aux mémes données, résoluble méme lorsque les
données ne remplissent pas les conditions de régularité précédentes et,
se réduisant lorsque ces conditions sont satisfaites, 4 un probléme
équivalent au probléme P. Dans un travail déja ancien ('), j'ai fait
voir que la circonstance précédente se présentait en ce qui concerne le
probléme de Dirichlet. D’autre part, il suffit de se reporter au remar-
quable Mémoire de M. Bouligand, formant le fascicule XI du Mémo-
rial des Sciences mathématiques pour se rendre compte du parti que
I’on peut tirer, pour I'étude d'un probléme P, de celle d'un probléme P’
qui lui correspondrait de la facon indiquée plus haut. Il y a donc
quelque intérét & montrer, comme je me propose de le faire, dans le
présent Mémoire, qu’en généralisant le probléme que j'avais étudié
précédemment, on obtient 'énoncé d'un probléme général, toujours
possible, qui, moyennant une particularisation convenable des données
peut étre réduit & un probléme se trouvant dans la relation considérée
plus haut, a volonté, soit avec le probléme de Dirichlet, soit avec celui
de Neumann (appelé quelquefois probléme hydrodynamique). L’étude
du probléme que j'ai en vue permettra, comme je le ferai voir, de

(1) S. ZAREMBA, Sur le principe du minimum (Bulletin international de I'Aca-
démie de Cracovie, 5 juillet 1909).
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démontrer la possibilité du probléme de Neumann méme au cas qui
échappe aux méthodes employées jusqu’a présent et ou la frontiére
du domaine considéré présente des arétes et des-angles.

1. La théorie que j’ai en vue pourrait étre développée pour un
espace euclidien & un nombre quelconque de dimensions ; mais, comme
le passage du cas de 'espace ordinaire & trois dimensions au cas
général n’offre pas de difficultés, je ne considérerai que le cas de I'es-
pace ordinaire. Dans tout ce qui va suivre, je supposerai l'espace
rapporté a un systéme de coordonnées cartésiennes rectangulaires et,
pour abréger ’écriture, je me servirai des notations vectorielles ().
Pour éviter des longueurs, sans porter préjudice & la clarté, je numé-
roterai en chiffres romains les énoncés auxquels j’aurai a renvoyer,
dans l'ordre ot ils se présenteront.

L’inégalité de Schwarz, sur laquelle j'aurai & m’appuyer constam-
ment, ne faisant pas partie des théorémes exposés dans les traités
classiques, je ’énonce ici avec les quelques mots qui suffisent a la
démontrer.

I. Inégalité de Schiwars. — Posons

B= ¢-ydr,
h=yg T DR
n

A= odz,
k=1 (Dx)

C= f Y dr,
E (D)

ot les domaines (D, ) peuvent n’étre pas d'un méme nombre de dimen-

sions, on aura
BzZAC.

(') On pourra consulter, au sujet des notations vectorielles, 'un ou lautre des
ouvrages suivants : G, BouLicaND, Lecons de Géométrie vectorielle, Paris 1924, chez
Vuibert; A. CuaTeLer et KameE pE FimiEr, Le caleul vectoriel, Paris 1924, chez
Gauthier-Villars.
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Pour reconnaitre l'exactitude de la relation précédente, il suffit de
considérer que I'expression

p
2 [1 'A(p,,.-{- py i2dr = AN 4+ 2Bhp + Cp?,
, n=j
ol et . représentent deux indéterminées, est une forme quadratique,
jamais négative, des indéterminces réelles 4 et ..

Dans ce qui va suivre, j'aurai & faire un grand usage de cerlaines
propriétés des polynomes sphériques. Onles trouvera toutes réunies
au paragraphe 27 (p. 165 et suiv:) de mon Mémoire Sur le calcul
numérique des fonctions demandées dans le probleme de Dirichlet et le
probleme hydrodynamique (Bulletin international de U Académie des
Sciences de Cracovie, février 19og).

Dans tout ce travail nous n’aurons & considérer que des fonctions
harmoniques dont chacune possédera, dans le domaine ou elle sera
définie, un gradient déterminé sans ambiguité ; toutefois une fonction
de ce genre peut, lorsque le domaine dans lequel elle est définie n’est
pas simplement connexe par. rapport aux lignes, étre une fonction
multiforme & la facon du potenticl électrodynamique d’un systéme de
courants fermés constants. Pour éviter des difficultés qui pourraient
dériver de la, nous adopterons la convention suivante :

[I. Convention. — Ayant & considérer une fonction harmonicue «
délinic au moyen de son gradient a l'intéricur d’un domaine (1)) d’un
seul tenant, nous supposerons toujours cue 'on ait fait correspondre
a un point déterminé A, situé¢ & l'intéricur du domaine (D), sous le
nom de valeur initiale de u, une détermination particuli¢re «, de u et
ayant 4 envisager la valeur de la fonction « en quelque point B, situé
a l'intérieur du domaine (D), nous la regarderons comme celle avec
laquelle on arrive en B en suivant par continuité les valeurs de «, a
partir de la valeur initiale «,, le long d'une ligne allant de A en B et
située a I'intérieur du domaine considéré; au cas ou nous aurons 4
considérer a la fois plusieurs fonctions harmoniques définies a I'inté-
rieur d’un domaine (D) au moyen de leurs gradients respectifs, nous
ferons correspondre les valeurs initiales de ces fonctions & un méme point
du domaine (D) et, en envisageant les valeurs des fonctions en ques-

Journ. de Math., tome VI. — Fase. 11, 1927, 17
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tion en (uelque point déterminé B, situé a l'intérieur du domaine (D),
nous supposerons que ces valeurs sonl celles avec lesquelles on arrive
en B le long d’une méme ligne allant de A en I3.

2. Voicil’énoncé du probléme que nous nous proposons d’étudier.

1. Probléme. — On désigne par (D) un domaine donné ouvert

. . , e e
(¢’est-a-dire ne contenant que des points intérieurs) et par V un vec-
teur, fonction donnée, dans le domaine (D), des coordonnées de son
origine; on suppose ue l'intégrale

g >2 :
/ffv.d.rdv)'d:

U]

>

ait un sens et (que chacune des projections orthogonales du vecteur V
sur les axes des coordonnées soit intégrable au sens de Ricmann dans
tout domaine ouvert et borné inclus dans le domaine (D)3 cela posé,
on demande de déterminer une fonction v, harmonique al'intérieur du
domaine (D), admettant en tout point intéricur a ce domaine un gra-
dient déterminé sans ambiguité, telle que 'intégrale

fffﬁgrad.w *dxdy ds
Dy

ait un sens et telle enfin que, pour toute fonction harmonicque /:, assu-
jettie aux restrictions générales (qui viennent d’étre énoncées en ce qui
concerne la nature de la fonction v, 'on ait

>
(1) ff gV-gl‘ad.vi.ggrad.h;dxdydz=o ().
1] “

Dans le Mémoire, Sur le principe du minimum, rappelé plus haut, je
n'ai étudié le probléme précédent que pour un domaine horné et

+ - .
seulement dans le cas ot le vecteur V était le gradient d’une fonction

(1) Voir, dans le fascicule du 1o mai 1926, des Comptes ‘rendus de l'Académie
des Sciences de Paris, les notes suivantes : S. ZAREMBA, Sur une transformation

du probléme de Neumann, p. 1129; G. Bourieaxn, Sur la continuite d'ordre zéro
en hydrodynamique, p. 113o0.
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donnée o et, j'ai démontré que, dans ces conditions, le probléme con-
sidéré était toujours possible et qu'il équivalait au probléme de Diri-
chlet, lorsque celui-ci était possible pour le domaine (D).

Actucllement, je vais démontrer, en me servant d’ailleurs d'une
méthode qui, en principe, ne différe pas de celle que J ‘avais employée
précédemment, le théoréme suivant :

IV. Théoréme. — Le probléme 111 est possible sans restrictions et
la solution ¢ de ce probléme est parfaitement déterminée i A une cons-
tante additive prés (1).

V. Remarque. — Le fait que la solution du probléme 1II, lorsque
celui-ci est possible, est déterminée & une constante additive prés, peut
se démontrer avee la plus grande facilité. En effet, si ¢ est une solution
da probléme Ill, ¢+ C, ot C est une constante arbitraire, en est
¢videmment une autre. 1)’autre part, si chacune d’entre deux fone-
Lions ¢, et ¢, est une solution du probléme III, on pourra substituer
a ¢, dans 'égalilé (1), aussi bien la fonction ¢, (que la fonction ¢,. Or,
aprés avoir retranché membre & membre les égalilés ainsi obtenues et
apreés avoir remarqué que ces égalités subsistent, en particulier,
pour =+, —¢,, on s’assurera ue I'on a

f[f }grad.¢, —grad. v, ' dz dy ds = o,
« (M

d’olt résulte I'exactitude de notre remarque.
Lintérét du théoréme 1V réside en partlcuher dans ce fait qu’au
cas ou, dans tout le domaine (D), I'on a

(2) div.%’:o,

et lorsqu’en outre le domaine (D) satisfait a4 certaines conditions de
régularité, le probléme LI (p. 130) équivaut au probléme de Neumann.
C’est ce que I'on verra avec toute la netteté désirable aprés avoir pris
connaissance des deux derniers numéros de ce Mémoire.

(1) Grace & la convention II(p. 6), I'énoncé du théoréme conserve un sens parfaite-

ment précis méme lorsque |a solution V du probiéme III n’est pas une fonction uni.
forme.
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J’ajoute que, dans le cas d'un domaine homéomorphe & un domaine
limité par un nombre fini de sphéres sans poinls communs et dont la
frontiére se compose de surfaces 4 courbure continue, une application
- facile du théoréme de Green permettrail de vérifier (ue, lorsque la
condition (2) est remplie, le probléme 11 ¢quivant a celui de Neu-
mann,

Notre démonstration du théoréme 1V sera parfaitement générale;
clle ne tombera donc pas en défaut méme dans le cas particulicr ou le
domaine (D) se confondrait avec tout l'espace. Toutefois il sera
peut-étre utile d’indiquer dés maintenant les circonstances qui se
présentent dans ce cas exceptionnel. J'observe a cet effet que, d’aprés
les éléments de la théorie des fonctions harmoniques, une fonction u,
régulicrement harmonique dans Lout 'espace et telle que l'intégrale

fffigrad.u’,zdxdydz,

étendue a 'espace entier soit finic, se réduit nécessairement & une
constante. Par conséquent, dans le cas considéré, la fonction désignée
par ¢ dansl’énoncé I1I ne peut que se réduire i une constante. D’ailleurs
toute valeur constante de ¢ satisfera évidemment alors 4 la condi-
tion (1) puisque la fonction % nepourra, clle aussi, quese réduire &
une constante. Iin définitive, dans le cas exceptionnel en question, le
théoréme IV ne cesse pas de subsister, mais il ne présente alors aucun
intérét.

3. Commencons par présenter la solution du probléme T (p. 130)
dans le cas ol le domaine (D) se confond avecY'ensemble (Q) des points
intéricurs a une spheére (X). Prenons le centre O de la sphére () pour
origine des coordonnées, désignons par R le rayon de cette sphére et
représentons par

(v) H/z,t (t=1,2,3, ..., 2n+1)

un systéme de 22 + 1 polynomes sphériques de degré n(n=1,2,3,...),
relatifs & la sphére (X) et formés de facon & avoir:

(2) j /jgigrad.nn,,ﬁzdxdydz:r, pour t=1,2,...,2n+1
J S :
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ainsi que
fff tgrad. 1L, }.{ grad I, s {dzdy ds =0, pour ¢,
Q) .

Le symbole V continuant 4 désigner le vecteur donné dans le pro-
bléme III (p. 130), posons

(4) c,,,,:fff;)-\)f.:grad IL,. dxdyds.
Q)

Je dis que I'on a le théoréme suivant :

VI. Théoréme. — L.a formule
2n-+1 N
(5) V= 2 % 2 Cn,te s
n=1 =1 ]

représente une SOlllthTl du probléme III, pour le domame (Q), par

rapport au vecteur V.
En effet, les relations (2), (3) et (4) donnent

[/ f 17— 2(2) |

dx dyds

ce qui prouve que la série
L] 2n+1
(6) Z( > c,%.,)
n=1 t=1

est convergente. Posons maintenant

p+q {2n+1

Vp’qz 2 Z cn.t'“n,t

n=p =1

nous aurons

p+q Bz 2n-+-1
fff dxdyd»—zm(tZCﬁ-t).
14 =t
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Par conséquent, & cause de la convcrgence de la séric (6), nous

aurons
limfff v dedyds=o
’—1’.>0 1€d)

et cela uniformément par rapport 4 toutes les valeurs entiéres et posi-
tives de ¢.
~Cela prouve (') que la série (5) est uniformément convergente dans
tout domaine fermé, tntéricur au domaine (Q) et que, par suite, la
somme ¢ de cette série est une fonction harmonique dans tout l'inté-
rieur au domaine ouvert (Q).
Cela posé, on constate de suite quc

2141
{grad.v | dz dy ds = C,', )
ff Ql /12=| l§l '

d’ou il résulte que le premier membre de I'égalité précédente a une
valeur finie. Donc, pour achever la démonstration de notre théoréme,
il suftit de prouver que I'on a

(7) fff gV—grad m {grad.f {dadyds —=o,
) Q

pour toute fonction %, harmonique dans (Q) et telle que I'intégrate

fff { grad. h |? dz dy ds
Q)

soit finie. Or, apris avoir désigné par b, la valeur de la fonction /£ au
centre de la sphére (Z) et aprés avoir posé

l),,,,::ff jgrad.X}.{grad.Il,," dx dy ds,
(Qy
nous aurons

» 2n+41q
' lz_b.,—i-z;zb,,,ll,,,s

n=i

(1) Voir S. Zanemsa, Sur Uintégration de Uéquation biharmonique (Bulletin
de I’ Académie des Sciences de Cracovie, 7 janvier 1909, p. 9, § ), ou bien consulter
le n° 19, p. 20, du Mémoire de M. Bouligand, formant le fascicule XI du Mémorial
des Sciences mathématigques.
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ainsi que

@ 2n+y

‘ tgrad. h*de dy ds = Y b
.ff~/(!_}' § ) ‘ J Z z "

n=1\ =1

Cela posé, on s’assurera sans peine que la série

» 2N+

2 ' 2 Ap,t+ I’n,r

n=1| 1=

représente la valeur de chacune des intégrales

> .
f/ V.i{grad.hldydz ds et ff grad.v{.! grad. )| du dy ds,
k), ) .
ce qui prouve que I'égalité (7) sera bien vérifiée dans les conditions
voulues. Notre théoréme est donc démontré.

4. V. Théoréme. — Lorsque le probleme [LL (p. 130) est possible
pour chacun d’entre deux domaines (D,) et (D,), ouverts, bornés et
mesurables an sens de Jordan, il est possible pour le domaine (D),
somme (') des domaines (D) et (D,).

Pour établir ce théoréme ddns toute sa généralité, il suflira évi-
demment de le démontrer dans le cas o il existe des points communs
aux deux domaines et ou aucun d’eux n’est inclus dans l'autre.
Supposons donc que cette condition soit remplie et considérons la
suite infinic de vecleurs

> > >
(r) Voo Vi Vg, 0
. > >
dont le premier terme V, se confond avec le vecteur V, par rapport

auquel il s’agit de résoudrele probléme 11 (p. 130) pour le domaine (D),
et dans laquelle pour toute valeur entiére et non négative de p, les

> >
vecteurs V,,,, et V,,,, sont déterminés successivement selon la régle

) ) . > -
suivante : dans le domaine (D) le vecteur V,,., se confond avec le

(1) Suivant 'usage, nous entendons par somme de deux ou de plusieurs domaines
I'ensemble de tous les points dont chacun appartient a 'un au moins de ces domaines.
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gradient de la solution du probléme IlI, pour ce domaine, par rapport
> ) >
au vecteur V,, ct, dans le reste du domaine (D) le vecteur V,,., est

. . > ¥ . " e
identique au vecteur V,,; quant au vecteur V,,,,, il coincide, dans le
domaine (D,), avecle gradient de lasolution du probléme 1LI (p. 130),

>
pour ce domaine, par rapport au vecteur V,,., et, dans le reste du

>
domaine (D), avec le vecteur V,,., lui méme.
Posons

) > > .
(2) (m, n)=ff V.V, da dy ds.
)
Chacun des domaines (D,) et (D,) étant mesurable au sens de
Jordan, I'intégrale précédente aura siirement un sens ct I'on aura
(3) (m, n)=(n, m).

Cela posé, en se reportant  la définition de la suite (1) et en consi-
dérant en particulier que, en vertu de cetle définition, chacun des
termes de la suite

>
(4) Vern (k=o,4¢,2,3,...)

représente le gradient d’une fonction harmonique a l'intéricur du
domaine (D,) et que, par rapport au domaine (D,), il en est de méme
de chaque terme de la suite

(5) _ Vorsa (k=o,1,2,...),
on s’assurera aisément de I'existence des égalités suivantes :

(6) (ép,2q+1)':(2p+1,2q+l),
(7) (2r+1,25s+2)=(2r-+2, 2s +2),

pour tous les systémes de valeurs entiéres et non négatives de p, ¢, r
et s.

VIIL. Lemme. 1.'égalité

(8) man=m'+n'
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entraine P'égalité
(9) (m, n)=(m', n'y

pour tout systéme de valeurs enticres et non négatives dem, n, m’ et n’,
sauf peut-¢ire au cas ot I'un au moius des deux systémes d’entiers m, n
et 1/, n' se composerait du nombre zéro et d'un nombre pair positif.

En effet, substituons dans (6) a p et ¢ respeclivement, s+1 et 7.
I.’¢galité ainsi oblenue et 'égalité (7) ainsi que la relation (3) nous
donneront

(9,1) (2s+ 3, 2r+1)=(2r+2, 25+ 2).

Mais, 4 cause de (3), le sccond membre de cette égalité ne change
pas de valeur & la suite de la transposition de r et 5, il en est done de
méme du premier. Par conséquent

(2s+ 3, 2r+1)=(2r+3,25+1),
ce qui, a cause de (3), nous donne
(2s+3,2r+1)=(2e+1, 2r+3);

~ égalité de laquelle on tire aisément cette conséquence que, lorsque
chacun des nombres m, n, m' et n' est un enlier positif impair
et lorsque chacune dessommes n:+ n et m’' -+ n' est au moins égale a4,
’égalité (8) entratne I'égalité (g). Mais, lorsque chacune des sommes
m—+n et m - n'est égale 4 2, chacun des nombres, impairs et posi-
tifs m, n, m' et n' est égal a I'unité, cas o I'égalilé (g) se réduit a une
simple identité. Donc, en définitive, lorsque chacun des entiers
positifs m, n, m' et n' est impair, I'égalité (8) entraine toujours
I'égalité (9). Cela étant, il résulte de (6) qu'il en est encore de méme
lorsque chacun des deux systémes d’entiers non négatifs m, n et m’, n'
se compose de deux nombres de parités différentes. En s’appuyant sur
ce résultat et en se reportant a (9.1), on s’assurera sans peine que notre
lemme subsiste dans toute sa généralité.

Posons, comme nous y autorisc le lemme précédent, 1,,,,=(m, n),
ou, ce qui, en vertu de (2), revient au méme, posons

» > >
(10) j f Voo Va.dz dy ds,
(0

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. II, 1927. 18
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en désignant par m et n deux entiers non négalifs, quelconques i cela
pres qu’au cas ou I'un d’eux serait nul, 'autre ne soit pas égal a un
entier pair positif. Cela posé, il résulte de I'égalité (6) que l'on a

(1) | PYTPEC] PO

pour loute valeur entiére et non négative de ¢
En se reportant d’une part a la formule (10) et d’autre part a I'in¢-
galité de Schwarz (I, p. 128), on tirera aisément de (11) la relation

2 <
]2t+3=]2l -IzH-z!
d’ot
L2y, pour t=o0,1,2,3....

11 résulte de cette relation et de (31) qu’il existe un nombre fini [ tel
que P'on ait

(12) Im{, =1

1
— >0
mP

En sc reportant & (10), on reconnail de suite (ue 'on a
{> > 2
fff | Vm+n‘_ Vm idx d)’ dz—= Iz(m+n)_ 212m+ﬂ+ Izmo
oy
donc, a cause de (12), on a

A (> > )2 l
(13) limffj 'V mon— V! da dy ds =o,
.-1”-‘-)0 o

et cela uniformément par rapport a 'ensemble des valeurs entiéres et
positives de 7. ‘

D’aprés la définition de la suite (1), les vecteurs V,,,, et V,, , se
confondent, dans les domaines (D) et (D, ) respectivement, avec le gra-
dient d’une fonclion harmonique dans le premier de ces domaines et le
gradient d’une fonction harmonique dans le second d’entre eux. Dési-
gnons la premiére de ces fonctions harmoniques par ¢, et la seconde
par ¢.,..; soit encore (D,) I'ensemble de tous les points communs aux
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domaines (1D,) et (D,). Cela posé, il résulte de (13) que I'on a

()"z(p+q)+1 0¢2p+1 |2

4 . . —

(14) hmfff(;”i oy dz dy ds = o,

(155 llmf/ | d',z"’“’) d(;"’% dedyds =o,
ll);

(16) llmfff 5()0,,.,.,, dv,,% dzdy d: = o,
(IH

el cela unil'nrmén'ncnl par rapport a P'ensemble de toutes les valeurs
enliéres et positives de ¢. '

Le théoréme d¢ convergence, cité dans la note placée au bas de la
page 130, permet de tirer aisément des égalités (14) et (15) la conclu-
sion sulvanle :

I existe une fonction %', harmonique 4 l'intéricur du domaine (D, ),
et une fonction 4, harmonique a Pintéricur du domaine (D), définies
respeclivement par les formules

o — lim 22P+1
! 1, dx
N

ct

dont la premiére est uniformément convergente dans tout le domaine
fermé intérieur au domaine (D,) et dont la seconde jouit de la méme
propriélé par rapport au domaine (1),).

En s’adressant maintenant a I'égalité (16) et en s’appuyant de nou-
veau sur le théoréme de convergence auquel nous venons de faire
appel, on reconnait que, dans le domaine (D,), les fonctions ¢’ et 9"
se confondent. Il existe donc une fonction g, réguliérement harmonique
dans tout le domaine (1)), et pouvant étre définie par la condition de
vérifier dans (DD, ) I'équation

. dy
:‘..I 2941
(17) ¢ ;':,T”
et dans (D,) Péquation
(18) o =lim 2,
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la formule (17) étant uniformément convergente dans tout domaine
fermé intérieur au domaine (D, ) et la formule (18), dans tout domaine
fermé intérieur au domaine (D,).

On complétera aisément les résullats précédents en démontrant

(ue I'intégrale
f] ¢*dz dy ds
1))

a une valeur finie el que, aprés avoir désigné par g, la projection
orthogonale du vecteur V,, sur I'axe des a, I'on aura

lim fj (om—0)dzdyds =o0.
%)0 [11]]

11 est évident que, dans le raisounement précédent, il est permis de

. , e, Op dv
substituer aux dérivées - d’;*' ct d”’ respeclivement, & volontéles déri-
e av v 00, " .
vées 22+ oy £ oy les dérivées —£= ¢t —2k. Cela prouve qu il exis-
d) (),}' d& dsz

tera un vecteur w jouissanl des propriélés suivanles :

1° On pourra le définir en fonction des coordonnées de son origine
dans lout le domaine (D) par la condition de vérificr, dans le
domaine (D, ), I'équation

—>
(19) W =lim { grad.¢,,., i,

15
,I

et, dans le domaine (D,), I'équation

—>
(20) W—hm]grad Pap iy
17*0

la formule (19) étant uniformément convergente dans toul domaine
fermé, intéricur au domaine (D,) et la formule (20) jouissant de la
méme propriété par rapport au domaine (D,);

—>

2° La projection orthogonale du vecteur W sur n’importe lequel des
axes des coordonnées est une fonction réguliérement harmonique, a
'intérieur du domaine (D), des coordonnécs de l’origine de ce vecteur;
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3* L'intégrale

—>2
(21) ff W die dy ds
()

est finie;
4° Ona

(22) lim/.[j.z-;/m-—wgzdxdyd:: .
l.)(» . n)

m

Jajoute que les formules (19) et (20) entrainent la conséquence sui-
vante : : ‘
->
rot. W == o,
d’ou il résulte qu'il existe une fonction ¢ (peut-éire non uniforme),
harmonique a 'intéricur du domaine (D) et vérifiant, dans ce domaine,
Péquation

—
(23) grad.s =W,

Je dis que la fonction v, définie par 1’équation (23), est unc solution
du probléme IIT (p. 130). En effet, désignons par £ une fonction
harmonique, assujettie seulement a satisfaire aux conditions spécifiées
dans’énoncé du probléme précédent. Il résulte de la définition de la
suite (1) que, pour toute valeur entiére et non négative de m, ’on aura

> v p>
f/ V,,,.{grad.h}dxdyds:ff Voer. ) grad. 2 | dx dy dz,
o« Jp) D)

par conséquent, puisque le premier terme V, dela suite (1) se confond
avec le vecteur donné V, 1'on aura

> >
(24) jf v,,,.:grad.h;dxdydz:fff V.:grad. h | dz dy ds,
1] . n

pour toute valeur entiére et positive de m. Or I'égalité précédente peut
s’écrire ainsi : :

- . > —>
ff[W.}grad.k}dxdydz+f/[3V,,.—W .tgrad.hjdzdyds
(D) m

. >
:ff V.{grad.h!dxdyds,
* m
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donc, puisque, en vertu de I'inégalité de Schwarz (I, p. 128) ct de (22)
la deuxiéme intégrale du premier membre de I'égalilé précédente tend
vers zéro, on a nécessairement

e >
(25) ff/ W.{grad.h}dxdydz:—.ff V.| grad. k| dw dy dz,
i (D) n”

égalilé qui, conjointement avec les propriétés du vecteur V—{f, élablies
plus haut, prouve que la fonction ¢, définic par I'équation (23), est
bhien une solution du probléme Il (p. 130). Le théoréme VII (p. 135)
est, par cela méme, complétement démontré.

8. 1X. Théoréme. — Le probléme III (p. 130) est résoluble pour

tout domaine (D) auquel il est possible de faire correspondre une
suite infinie de domaines, soit

(1) (Dy), (Dg), (Dy), ...,
de facon a salisfaire aux conditions suivanles :

1° Chacun des domaines (1) est un domaine ouvert borné, mesu-
rable au sens de Jordan, inclus, avec sa frontiére, dans le domaine (D);

2° Pour toute valeur enti¢re et positive de n, le domaine (D,,) est
inclus dans le domaine (D, );

3¢ Il correspond 4 tout domaine borné et fermé (D) situé a I'inté-
rieur du domaine (D), un nombre entier et positif #’ tel que le
domaine (D’) soit situé, avec sa frontiére, 4 l'intérieur du do-
maine (D) :

4° Pour chacun des domaines de la suite (1), le probléme II1 (p. 130)
est possible.

En effet, supposons que la suite (1) satisfasse aux quatre conditions
spécifiées dans I'énoncé du théoréme et, ce qui sera possible alors, fai-
sons lui correspondre une suite infinie de vecleurs, soit

> > >
(2) V01 Vn Vh

“oy

. + .
de facon que le premier terme V, de cette suite se confonde avec le

e .oy .« .
vecteur donné V et que, pour toute valeur entiére et positive de n, le
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v . .
vecteur V,, se confonde, dans le domaine (D,), avec le gradient de la
solution du probléme Ll (p. 130) pourle domaine (D,), par rapport au

—> . . ) -
vecteur V,_, et, dans le reste du domaine (D), avec le vecteur V.,
lui-méme.

N - . . , .
Désignons par U un vecteur, fonction donnée dans (D) des coordon-

nées de son origine et dont le choix n’est subordonné qu’aux conditions
suivantes :

1" L'intégrale
>2 ’
f f U'dz dy ds
]
est finic;

2" Il existe un nombre cntier et positif n tel (ue, dans le do-

. », - . .
maine (D,), le vecteur U se confonde avec le gradient d'une fonction
harmonique dans (D, );

—
3" Chacune des projections orthogonales du vecteur U sur les axes

des coordonndées est intégrable dans tout domaine borné, intérieur au
domatine (D).

I1 résulte immédiatement de la définition de la suite (2) que 'inéga-
lié

p<n
entrainera I'égalilé

> > > >
fff V,,.dedya’z:ff V. Udady ds,
(D D)

circonslance qui entraine le lemme suivant :

- - . . o . ’
X. Lemme. — Lorsque le vecleur U satisfait aux conditions énon-
cées plus haut, I'ensemble des relations

(3) psn et gsin

entraine ’égalilé suivante :

> > > >
%) ff V,,.dedydz:fffVq.dedydz.
(D) (D)
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Posons, d’une facon générale,

(5) ~ff£”v dx dy ds.

Il résulte de la définition de la suite (2) et du lemme précédent que
les relations (3) cntraineront D'égalité obtenue, en subslituant

dans (4), V,, 4 U. Cela prouve, en particulicr, que la relation
(6) pin

entraine 1’égalilé .
> >
(7) T,,::ff/. VoV, dzdyds
)

ou T, ala valeur (5); donc, plus particuli¢rement encore, nous aurons
> >
To= [ [ [ VaVooidwdyds,
(= D (D)

relation qui, moyennant l'inégalité de Schwarz (I, p. 128), entraine
la suivante :
T2<Tu. Ty,
d’on
TySTaose
H existe donc un nombre fini T vérifiant 'équation

(8) imT,=

Or, puisque (6) entraine (7), on aura

S o

d’olt il résulte, & cause de (8), que

(9) limfffﬁf,w,,— Vol de dy do=
7‘.->0 ®

et cela uniformément par rapport & I'ensemble de toutes les valeurs
entiéres et positives de p.

nip=—2Tnip+ Ton=Ta—T,p,
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Désignons par (D) un domaine borné et fermé, situé a I'intéricur

du domaine (D), mais & cela prés quelconque et faisons les remarques
suivantes :

1" Lin vertu des deuxitme el Lroisicme propriétés de la suite (1), il
existera un nombre entier ct positif »’ Lel que, pour

(10) nin',

le domaine (D') soit inclus dans le domaine (D)) avec sa frontiére.

2’ 1] résulte de la deuxi¢me propriété de la suite (1) et de la défini-
tion de la suite (2) que, sous la condition (10), le vecleur ‘\7u représen-
tera, dans le domaine (1),/), le gradient d’une fonction harmomque
dans ce domaine.

3° 1l est permis de substituer dans (9), au domaine (D), le do-

. > > .
maine (D, ) et aux vecteurs V, ., et 'V, leirs projections orthogonales
sur I'un quelconque des axes des coordonnées.

Moyennant les remarqucs précédentes et le théoréme de conver-
gence rappelé dans la note au bas de la page 134, on arrivera sans
peine aux conclusions suivantes :

T e . \
1° Ll existe un vecteur W délini dans le domaine (D) comme fone-
Lion des coordonnées de son origine par 'équation suivante :

» .
(11) W=IlmV,,
1
w”?
la convergence du second membre élant uniforme dans toul domaine
borné et fermé, situé a I'intérieur du domaine (D).

2 Il existe une fonction ¢ (peut-¢tre non uniforme), harmonique
dans tout l'intérieur du domaine (D) et vérifiant dans ce domaine
I’équation

' =
(12) grad.v = W.

L'intégrale

. N
(13) ff W dxdyds
10}

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. I, 1g27. 19
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a une valeur finie et I'on a

hm/ff (V= Wi dedyds=o.
1))

—)~ll

(14)

Cela posé, il est aisé de voir que la fonction ¢ définie par I'équa-
tion (12) est une solution du probléme 111 (p. 130). En effet, en se
reportant au lemme X (p. 143) et en considérant que le premier

> )
terme V, de la suite (2) se confond, par définition, avec le vecteur

>
donné V, on reconnail que, pour toute valeur enticre et posilive de »,
I'on a .

VI
(15) f/ V.| grad. k| dz dy ds fj V.. ,gl'\d n) dz dy ds,
) () A

ot la lettre 4 a la signification qui lui a é1¢ attribuéc dans I’énoncé 111
(p. 130). Cette remarque faite, il suffit de reprendre le raisonnement
qui nous a permis de conclure de I'égalité (22) p. 141 et de I'éga-
lité (24) p. 141 a Pexistence de I'égalité (25) p. 142, pour recon-
naitre que ’ensemble des égalités (14) ct (15) entraine la suivante :

> >
ff V.igrad.h | dxdyds :ff W.lgrad. k| dz dy ds,
- (D) (U]

égalité qui, conjointement avec les autres propriétés du vecteur W
établies plus haut, prouve que la fonction v, définie par I'équation (12)
est bien une solution du probléme III (p. 130).

En définitive, le théoréme IX (p. 142) est complétement démontré.

XI. Théoréme. — lLe probléme IlI (p. 130) est possible dans tous
les cas.

En effet, il est trés aisé de voir qu’il est possible de former une suile
infinie de sphéres, soit :

(16) () (Z), (2), .

toutes inlérieures au domaine (D), auquel se rapporte le probléme 111,
de telle sorte, que, aprés avoir désigné par (D,) la somme des
domaines intéricurs aux n premiéres sphéres de la suite (16), il se
trouve que la suite (1) satisfasse aux trois premiéres des conditions
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énumérées dans le théoréme [X (p. 142). D’autre part, il résulte de
I’ensemble des théorémes V1 (p. 133) et VIL (p. 135) que la suite (1),
lorsqu’elle est définic comme on vient de le dire, satisfait aussi & la
quatricme des conditions énumérécs dans le theou-me IX. Done, en
verlu de ce théoréme, on a bien le théoréme qu'il s’agissait de
démontrer.

J'observe maintenant que le théoréme précédent et la remarque V
(p. 131) entrainent P'exactitude du théoréme LV (p. 131), lequel par
conséquent est établi dans Loute sa généralité.

6. Jeme propose maintenant de démontrer un théoréme permettant
d’approfondir les relations (ui existent entre le probléme LI (p. 130)
et le probléme-de Neumann, en me placant, & cet effet, dans I’hypo-
thése sutvante :

b r 2 4 v 4 ’
XIL. Iypothése. — Le vecteur, désigné par V dans 'énoncé IT1
(p- 130), satisfait, dans toute 'élenduc du domaine (D), 4 I'équalion

(1) div.V =o,

I

: >
en oulre, les projections orthogonales ¢, 4 et O du vecteur V sur les
axes des coordonnées sont des fonctions continues des coordonnées de

>
'origine du vecteur V dans tout P'intérieur du domaine (D) et chacune
des intégriles

d<P ® 4 M gy 9 o .
f{ [lx+ dy+ zdﬂg, f’dl’dx-‘- a—yd)"f‘ 'd_s‘do )

20 a6 06
./}Ezdxﬁ_aydy%-azddt

prise suivanl un segment rectiligne entiérement situé a l'intérieur du

domaine (D), mais d’ailleurs quelconque, a une valeur bien déter-
? 2

minée au sens de Riemann.

XIIL. 7héoréme. — Les notations de I'énoncé I11 (p. 130) étant con-
servées, si 'on désigne par (&, y, 2) un point non situé surla frontiére
du domaine (D), mais d’ailleurs quelconque, et par r la distance d'un
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point variable (#'y’s") au point (z, y, 5), I'égalité

(2) ff :\7—grad.v{.agrad,l%dd-ld),: s/ — o
) r

subsistera, lorsque Uhypothése XII est vérifiée, non seulement au cas
ou le point (@, y, 5) se trouve & l'extérieur du domaine (D), cas oll
'égalité (2) est une conséquence immédiate de '’hypothése que ¢ est
une solution du probléme III (p. 130) pour le domaine (D), par rapport

au vecteur {/, mais aussi au cas ou le point (x, y, 5) est choisi arbi-
trairement & 1'intérieur du domaine considéré.

Supposons donc, en passant & la démonstration du théoréme pré-
cédent, que le point (2, y, 5) soit situéa I'intérieur du domaine (D)
et admettons que les diverses pames de lhypothese du théoréme
considéré soient vérifiées.

.Soient () une sphére de centre (z, y, 5) et de rayon R assez petit,
pour étre située tout entic¢re a l'intérieur du domaine (D), et ® une
fonction des variables 2/, y', 5’ telle que I'on ait

(3) = ;—{, pour 7 SR,
et
(%) : (IJ—_—;', pour r > R,

en désignart, comme plus haut, par r la distance du point variable
(«',y',5") au point (&, y, 5). Désignons encore par g une solution du
probléme III (p. 130) pour le domaine (D) par rapport au vecteur

grad, ®,

ou, bien entendu, le symbole grad. porte sur les variables &/, y/, 5'.
Pour toute fonction h des variables o/, y', 3/, vérifiant les conditions
spécifiées dans 1'énoncé 111, nous aurons

(3) fff3grad.(l>-—grad.gi.lgrad.hgdxldy,dz,:&
)

Or, aprés avoir désigné par (Q) le domaine intérieur a la sphére (X),
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nous aurons, on le vérifiera avec la plus grande facilité,

fff {grad.‘b;.{grad.h{dx’dy’ 5’

(9] : .

T :fff ;grad.-:-_{.tgrad.hgdw’dy’dz':o.
(Q

Donc, I'égalité (5) entraine la suivante :

6) rad.l—grad.g .igrad. i dx'dy' ds' = o,
( grad. - Y
m

D’autre part, la fonction ¢ étant une solution du probléme I1I (p. 130)
>

pour le domaine (1)), par rapport au vecteur V, on aura aussi
>
(7) ff | V—grad.¢}.| grad. 2 | da'dy’ ds' = o.
(o)

J'observe maintenant que rien n’empéche de substituer a 4,
dans (6), la fonction ¢ et, dans (7), la fonction g. Les égalités,
obtenues de cette facon, entrainent évidemment la suivante :

(8) ffﬁ){%.[grad.g]—-['grad.v].[grad.;:l}dm‘dy’dz’:o.

Cela prouve que, pour élablir I'égalité (2), qu'il s’agit de démontrer,
il suffit de démontrer que I'on a

( V.| grad. £ — grad. gl da'dy' ds' =o.
9) | grad- 5 —grad. g az'dy
m

A cet effet, reprenons la suite de spheéres
(10) (21), (Z9), (Z5), ..o .

considérée dans la démonstration du théoréme XI (p. 146) ainsi que
la suite de domaines

(11) (Dy), (D2), (Dy), ...,
ou, d’une facon générale, (D,) représente la somme des domaines

intérieurs aux n premiéres sphéres de la suite (10), et soit

(12) 607 61» 6” ceey
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la suite en laquelle se transforme la suite

>

’ I >
(13) Voo Vi, ¥y,

* oy

considérée dans la démonstration du théoréme XL (p. 146), aprés

* . N > >
la substitution du vecteur grad.® au vecteur V,=V,

J’observe maintenant que la suite (10), sans cesser de salisfaire aux
conditions qui lui ont été imposées dans la démonstration du
théoréme XI, pourra éire formée de telle sorte que la sphére (Z,) se
confonde avec la sphére désignée au début de la démonstration du
théoréme qui nous occupe par (L), ghie deux sphéres de la suite (10)
ne soient jamais tangentes entre clles et qu’enfin trois sphéres de la
suite considérée ne soient jamais tangentes & une méme droite en un
méme point. Ces conditions étant remplies, le probléme de Dirichlet
classique sera possible (*) pour chacun des domaines (D,) et, pour

.\ . > .
, toute valeur entiére el positive de n, le vecteur U, se confondra, &
Vintérieur du domaine (D,), avec le gradient de la fonction g, harmo-
nique dans (D,) et prenant sur la frontiére de (I),) des valeurs égales

.1 l .
- & —; dans tout le reste du domaine (D)) on aura

> 1
U,=grad. ® = grad. ~

Cela posé, on apercoit de suite que I'on a

° > 1 >
(14) fff V.'grad.;.___U"%dx/dy/dz/
. (D)

. . ) I .
Mais la fonction ~ —g, des variables ', )/, 5’ n’est autre chose que

(1) S. ZareMBA, Sur le principe du minimum (Bulletin de 1’Académie de
Cracovie, 5 juillet 1gog, § 16, p. 225 et suiv.).



PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN. . 1br
la fonction de Green classique de pole (z, v, 5), pour le domaine (1,)
L
au facleur — prés.
4

Cela étant, aprés s’étre reporté & 'hypothése XH (p. 147) et plus
particulicrement & I'équation (1), on trouvera, au moyen d’une appli-
cation facile du théoréme de Green, que -

> ‘ 1
ff V.)grad.(; _.-L’n> ;dx’dy’dz’:: o.
. (D)

Par conséquent, les égalités (14) donnent

- > 1 >
(15) fffv.;grad.;-—U,.idx’dy’dz’:o.
(i

1
I

Reprenons maintenaut la fonction g, définie plus haut et reportons-
nous au théoréme exprimé par I'équation (14) (p. 146).

Eu égard a la facon dont la suite (12) a é1é déduite de la suite (13)
(p. 150), on reconnaitra aisément que I'on a

, e ‘
(16) limf/ : U,—grad. g gzdx’d)"dz’: o,
' r-‘;(-n (D)

Moyennant uncapplication faciledel’inégalité de Schwarz (I, p. 128),
on déduira des égalités (15) et (16) I'égalité (g), a la démonstration de
laquelle nous avons ramené celle de notre théoréme. Celui-ci est donc
complétement démontré. '

7. Actuellement nous nous proposons dappliquer le théoréme X111
(p- 147) 4 la démonstration d'un autre théoréme qui entraine en parti-
culier cette conséquence que le probléme de Neumann est possible
pour une classe étendue de domaines dont les fronti¢res ne sont pas
dépourvues d’angles et d’arétes.

- Nous gagnerons considérablement en briéveté, sans nuire a la
clarté, en adoptant la définition suivante :

XIV. Définition. — L’assertion qu'un point-fronticre P d’un
domaine ouvert (D) jouit de la propriété (A) par rapport a un systéme
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de deux nomores positifs a et b exprime qu'il existe un systéme de
coordonnées cartésiennes rectangulaires (z, y, 5), ayant le point I pour
origine, tel que 'ensemble (D,) de tous les points communs au
domaine (D) et au domaine défini par les relations

A

(1) e+ yisat;  |5|Sh

se confonde avec I’ensemble -de tous ceux des points du domaine
précédent dont chacun satisfait & I'inégalité

(2) 3> f(z, y),

ou la fonction f(x, y) des deux variables x ct y est définic sans ambi-
guité dans le domaine

(3) z+y'sat
et jouit des propriétés suivantes :

1° Elle posséde des dérivées conlinues jnsqu’au deuxi¢me ordre
inclusivement et chacune de ces dérivées admet, par rapport a la
frontiére du domaine (3), des valeurs périphériques distribuées conti-
niment sur cette frontiére.

2° Les dérivées premiéres de la fonction f(z, y) s’annulent
pour x =y =o0, en raison de quoi I'axe des s est normal & la surface
définie par les relations

(4) s=flz,y); 2+ y*ial.
3¢ Larelation (3) entraine 'inégalité
(3) NSz, 2) < b

XV. Théoréme. — Lorsqu’un point-frontiéré P du domaine (D),
considéré dans 1’énoncé du probléme III (p. 130), jouit de la pro-
priété (A) par rapport a un sysiéme de nombres positifs a et b, lorsque
Phypothése XII (p. 147) est vérifiée et-lorsque, les axes étant disposés
comme dans ’énoncé XIV, chacune des projections orthogonales ¢,

>

¢ et 6 du vecteur V sur les axes des coordonnées admet des valeurs
périphériques contintment distribuées sur la surface défmie par
I’ensemble des relations (4), dans ce cas, en tout point M de la sur-
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face ( 4), tel que ses coordonnées satisfassent i 'inégaliré
(6) zt+ i< a’,

ol a4
g—l“} =a(@)y = B(YIn+ 7 (G)m,

ot "o a désigné : par N la normale en M & la surface (4), pava, 3, v
les cosinus-dirccteurs de cette normale et par (9)y, ($y et (0 les
villeurs périphériques respectives des fonctions 2, Y et 6 en M.

Pour démontrer le théoréime l)l'éé(‘('(‘lli. HOUS CONINENCerons par
établiv le lerumne suivant

XV Lemme (V). — Les notations précédentes et Phypothése du
théoréme X\ élant conservées, si, aprés avoir précisé la délermina-
tion vy de La solution ¢ du probléme 1 (p. 130) que on considérerail
dans le domaine (1),) [ensemble de tous les points communs au
domaine (D) et an domaine (1)] on avail constaté qu'en tonl point M
de Ta surtace (1) dont les coordonnées satisfont & Uinégalité (6), la
fonction v, adimel une valeur périphérique finie et bien déterminée
(laquelle serait nécessairement une fouction continue des coordonnées
du point M) ou serait en droit d’affirmer U'exactitude du théoréme X\ .

En effet, désignons, comme au numéro précédent, par - la distance
dun point variable (x/y y'o 3" & un point (@, v, 3), non situé s la
frontiere du domaine (D). mais, a cela prés, chotst arbitvaivement,
el posons
(7) Gz, y,3) = / [{ \;% grad. ~;;%d;r’ dy’ds'.

ST

Décomposons P'intégrale qui forme le second membre de cetie éga-
lité en deux autres, dont l'une serait élendue au domaine représenté
par (D) dans Fénoncé du lemme et Pautre an reste du domaine (D).

Lhypothese du théoréme NV étant vérifiée, une transformation

(1) Pour établir le lemme actuel et celm qui le suivra, nous utiliserons des idées
que nous avons cu l'occasion d'appliquer dans les paragraphes 98, 29 et 30 de notre
Mémoire Swur /e calecul numérique des fonctions demandées dans le probléme de

Dirichlet et le probléme hydrodynamigue ( Bulletin de I’ Acadimie de ("racovie.
février 1909). ’

Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 1, 192-. 20
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facile de la premiére de ces intégrales au moyen du théoréme de
Green, permetlra de lui donner la forme d’un potentiel de simple
couche et de tirer de cette transformation cette conclusion que, en
tout point M de la surface (4) dont les coordonnées vériticnt 1'inéga-
lité (6), 'on a

9 oy
(8) gw)i— (0—N>e:‘/*7739‘("().\1'*‘@(4’)-‘""'/('6)"i’

en désignant par «, 3 et y les cosinus-directeurs de la normale N en M

a la surface (4), cette normale ¢tant dirigée vers Pintérieur du

. . g I

dom el en représentant par <—— el { o<

aine (D), et en représentant par dN,)t 9N

les dérivées intérieure el extérieure de la fonction @ suivant la nor-

male N.

Jobserve maintenant que (X1, p. 147) la fonctiond(a, y. 3), définie

par la formule (7), peut encore étre représentée par la suivante :

) respectivenent
e

(9) Oz, y, 5) = //[ v grad. ¢ % grad, ;_}d::"dyd;’.
. o *im)

Désignons maintenant par «, un nombre positif, plus petit que a
mais arbitrairemént voisin de ce dernier el soit (D,) 'ensemble de
tous ceux des points du domaine désigné par (D,) dans 'énoncé du
lemme, dont chacun satisfail & la relation
(10) 214 y2Z al.

Posons maintenant
(11) Q) (x, y, z):f[/ } grad, v{.%grad. }_%dx’dy’dz’

J s,
et
O (z,y, .-.).—:f’ { ~:grad.v:.égrad.}gdx’(l)"dz’,

ol

en désignant par (D’) l'ensemble de tous ceux des points du do-
maine (D) dont aucun n’appartient au domaine (D).
Nous aurons

(12) Q(x, v, 2) =@ (x, v, 5)+ O (x, v, ).

Le gradient de la solution v du probléme IIl ( p. 130) étant déterminé
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sans ambiguité, il est permis de substituer, dans la formule (11), a la
fonction ¢, la détermination particuliere de cette fonction désignée
par v, dans U'énoneé du lemme. Celle substitution étant effectuée, fai-
sons coincider suceessivement le point (2, v, 3) avec un point (&, 7, )
situé a Pintérviecur du domaine (D) et avee un point (8, 7/, {') situé a
Fextérieur de ce domaine. Uneapplication facile du théoréme de Green
nous donnera les formules suivantes :

('3) 1|D (C, M), 5)'—: /I"T"n(-, fl: 3 / / ()N )d"

e * ()
(l!./l) ‘D,(;, 0v7)~-—[/ f)N< )dh

RN

ot nous avons emplové des notations qu'il semble superflu de définir
expliciteruent.

Les coordonnées du point M. auquel se rapporte la formule (8),
vérifiant Pinégalité (6). nous pouvons choisir le nombre positif @, de
facon que les coordonnées du pomt M satisfassent i Pinégalité

r i< ag.

Cette condition étant remplie, désignons, comme plus haut, par «,
3 ety les cosinus=directenrs de la normale en M & la surface (4),
dirigé vers Pintérieur du domaine (D) et considérons les expressions

od"(z’ i C) — dd)l(als 1‘/1 :,)

A PE
, (l.:b) +:a)§dd)i(;;)1n'fla :)_d(l)?(é;;jnln,! :I):
s()dh(_ fia 3) (}d’,(_s ,’13/)'
THTTE 4
et
2 ;’)q'l(sy Ty C) ()d’/(- ) ’)l’ W)$
) 3
. b’ E, T, [ ' 7, !
(16) - ' +p%‘ ((-M”ﬁ_._d (501)7 “;
4 - {dD'(g, 0, ) _ 0P’ (&' n', T)
TR o ’

en supposant que les points (%, 1, Sy et (5, v, ') solent situés sur la
normale en M & la surface (4), symétriquement par rapport au
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point. M. Suppowrw maintenant que la distance commune / des
poinis (c Ty Q) et (&, v, I au point M tende vers zéro,
On s’assurera aisément, en tenant compte des formules (13) el (14)
et en s'appuyant sur une propriété des potentiels de double couche
" v
établie par Liapounoll ('), que Pexpression (1) aura le nombre 47— dl\
pour limite. Dautre part, dans les mémes conditions, expression (16)
tendra vers zéro. Par conséquent, il résulte des égalités (12) et (8)

que
l >

%% = a(@)u+ B A7 (8)w.

Mais les dérivées des diverses déterminations de ¢ sout identiques
entre elles; on a done

-)—% = a(g)u-+ B+ 7(6)m,

égalité qui exprime précisément le lemme qu'il sagissait de démon-
trer,

\VIL Lemme. — Les notations du lemme précédent et I'hypothése
du théoréme NV (p. 152) élant conservées, la fonction ¢, admettra une
valeur périphérique tinic et déterminée en toul point de lasurface (4),
dont les coordonnées satisfont a inégalité (6).

En effet deslgnous para, un nombre positif, inférieur au nombre a
mais .u}nlmn(*nwnl voisin de ce nombre. [l est trés aisé de voir quiil
correspondra au nombre ¢, un systéme de deux nombres positifs 2 et §
lels que, par rapporl a ces nombres, Lout pmnl de la porl.wu (Sy) df'
la surface (4), sitnée dans le demaine défini par la relation

T

(17) . Lo+ ytay,

soil un point-frontiere dn domaine (D) jouissant, par rapport a I'en-

semble des nomhres z et 3, de la propriété (A) (NIV, p. 151).
Supposons que le choix du nombre positif @, qui figure dans (17) ait

été arvété. Les nombres positifs « et 3 pourront alors étre regardés

(1) Liarounorr, Sur le potentiel de double couche (Comptes rendus des Séances
de U'Académie des Sciences, novembre 18y7. p. 694).
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comme avani chacun une valeur parfaitement déterminée. Soit main-
tenant M un point déterminé, choisi arbitrairement sur la portion (S,)
de la surface (4), située dans la région de P'espace définie par la rela-
tion (i7). Il existera une longuenr R, indépendante de la position du
point M sur la surface (S,), telle que le domaine (Q), intéricur

Pune des denx spheres de rayon R tangentes en M 4 (S,), soit (),
xoieot tous intérieurs au domaine (D). Cela posé, décomposons
Iintégrale formant le second membre de (9) en deuv autres dont
Mune serait élendue an domaine (), intérienr a la sphére (X)), el
Famree an reste (D7) du domaine (D). Nous aurons

(18) 0("1)‘1 3) —47“'0(‘”1.}'» z)—l-(b‘(.‘l), Y xr),

el posant

(rg) D, (1, y,3) j//‘-)' grad. | : grad. % dr'dy' ds'
d . » l‘

(20) D (.r, y, ) u[//m grad. v |.§'grad.;$d.v’dy’ dz’.

La forme dex formules précédentes étant indépendante du choix des
axes des coordonnées, prenons pour origine de ceux-ci le point M, en
avant soin de diviger Paxe des z suivant la normale en M 4 (S,), vers
Fintérieur du domaine (D) el proposons-nons ensuite d’estimer 'ex-
pression @, (0, 0, 3), en supposant que Pon ait

(,)'” - n<3;§'{.

I.'inégalité de Schwarz (1, p. 128) donne

i ®gto,0,35) /f/ tgrad. e *da’dy' ds' . j[/ da’ d)’ d‘
v “ D‘\

My

A cause de la forme particuliére du domaine (D) dans le voisinage
du point M, le second facteur dn second membre de la relation précé-
dente a pour limite supéricure une expression de la forme

2R
C. lOg —

ot C représente une constante positive indépendante de la position du
point M sur (S,). Quant au premier facteur du second membre de la
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relation considéréc. il ne sera jamais supérieur au nombre | défini par
la formule :

(22) | /// Caead.e 2 dal dy' ds

TRy

Eu définitive, les velations (21) entrainent la suivante :
. 2 R
{23) td, (0, 0, 3);? 1. Cllog ——-

En s'adressant maintenant a Vexpression (7) de la fonction ®(x, y, 2)
on reconnait que 'expression ®(o, o, 3) admet, pour les valeurs de 3
vérifiant (21). une linite supérieure finie, indépendante du choix du
point M sur (S,). H résulie de fa, ainsi que des relations (18) el (23),
qu'il existe une constante positive C,, indépendante  du choix rlu
point M sur (8,), telle que Pou ait

]
(24) vy (0, 0, :);’<(_:,.|0gg_ 3

pour toutes les valeurs de z ui satisfont a (20). Pour aller plus loin.
substituons, ce qui est permis, a la fonction v, dans la formule (19), la
détermination pnrliculi«':rv désignéc par ¢, dans I'énoncé de notre
feinme et, apres avoir placé Povigine des coordonnées an centre O de
la sphére (X, développons la fonction ¢, en une série procédant sui-
vant les polynomes sphériques en représentant ceox-ci par les nota-
tions employées au n 3.
Nous aurons

” 241

(25) vo = Cok 33 Y Coell,,

nod =1

o( les C représentent des constanltes el, en supposant que le point
(2, ¥, 3) soil situé a I'intérieur de la sphére (X)), nous ohtiendrons,
pour la fonction ®,(x, y, 3), la formule suivante :

"’n+1
<
®,(z, v, 3)=am )” i e
) . ) B n=1 v =1
(qui, aprés avoir posé
‘7"-11 '
26 u(x, - 2 Y
(26) (&, y,2) = am 2”_’_"“ nl"n!,
=1 v 1=t
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pourra s’écrire ainsi :
(27) b,y v, 8) cem(ve-—C)) - ulr, y, 3).

En rapprochant les dgalités (22) 1 (25), on constate sans peine que
Fon a

n vt

() 2( ZL)

”n =

d'autre part, la formule (26) donne

P 21 40 AU Y
(29) 1"(»"-.7’3):2(*37:2%2 /Z,Cfnl 4'22(2/11‘-1)' V"?"/)§
== ) n o

Or, aprés avoir désigné par ¢ Ja distance do poinl (e, y, z) au
centre de la sphérve (X), on aura

Din
TR —— ZII,,,» -

1 =1

Cela posé, il résulte de (28) et de (29) que. ponr toute position du
point (&, v. 3) a l'intérieur de la sphére (L), on anra

VPR NI N ! ,
el v 3) <IHZI!(2IL+I)

n =i

ce qui prous e que, i lntéricur de la sphére (X)), lafonetion juz, y, 3) |
a une limite supérieure finie. indépendante du choix du point M sur la
surface (3,). D autre part, puisque C, représente la valear de la fone-
tion v, au centre de la sphére (X), la quantité | C, | aura aussi une
limite supérienre finie, indépendante du choix du point M sur la sur-
face (S,). Ces remarques faites, revenons an systéme de coordonnées
auquel se rapporte la relation (24). On n’éprouvera pas de difficulré
a conclure de (27) alexistence d’une constante positive C,, indépen-
dante du choix du point M sur la surface (S,) et telle que les rela-
tions (21) entrainent la suivante :

2R
Tve(0. 0, 2) 2< (,,.100-—-’
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résultal qu'il nous sera plus commode de formuler ainsi : la valeur
vo(M') de la fonction ¢ (&, y, z) en un point M’ situé, dans le
domaine (D), sur la normale & la sarface (S,) en un point M, satisfait
a la relation '

(30) L (M) 12 Cylog %E, pour o<<dZR,

ol d représente la longueur du segment W,

Pour aller plus loin, désignons par a, un nombre positif inférieur
au nombre ¢, qui figure dans (17) mais, & cela prés, choisi arbitrai-
rement et soit (S)) la portion de la surface (S,)située dans le domaine
défini par la relation

(31) x4y ald,

Toul point de (8,) jouira de la propriété (A) (NIN, p. 151) par
rapport & I’ensemble des nombres 2 el 3, puisqu’il en est ainsi de tout
point de la surface (S,). Cela posé, soit Q un point choisi arbitrai-
rement sur la surface (8;). Prenons le point Q pour origine des coor-
données en ayant soin de diriger I'axe des 3 suivant la normale a (3))
en Q, vers I'intérieur du domaine (D). Il existera alors nne foue-
tion fi(x, y) telle que ensemble de tous les points communs an
domaine (D) et au domaine

(32) e, 3] b

se confonde avec P'ensemble de tous ceux des points du domaine pré-
cédent dont chacun satisfait a I'inégalité

(33) , 3>f0(""~ ¥).

La fonction f,(x, y) admettra des dérivées continues jusqu'au
second ovdre inclusivement dans le domaine

(34) A SRR

el ces dérivées admettront, par rapport 4 la frontiére du domaine précé-
dent, des valeurs périphériques finies et bien déterminées, les dérivées

9fs ., 0f

oz 57“ s'annulerounl ponr &=y = o e, dans tout le domaine (32),
s LY
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HNOus aurons
(35) ‘ |fo(%)’)|<5

(onsidérons maintenant la surface définie par I'ensemble des
relations '

(36) 2P yrial
el
(57) S.‘.:fo("xo Y)+ (2 + y)

Il existera un nombre positif «'(«'Z«), indépendant du choix du
point Q sur (S,), tel que la relation

(38) atbyioal
entraine les inégalités

(39) [fole, 3) + (22 +y2) 1 <P
et
S (TP Re,
ou R est la longueur qui figure dans (30), et qu’en outre il corres-
ponde & tout point vérifiant (37) et (38) une normale & (S,) passant

par ce point. Désignons maintenant par (A, )la portion du domaine (D)
(ui se confond avee le domaine

x? +},2__’_ a/'.',

(o) V folz, y) + (2 +y* ) <s5f

et par (4,) le reste du domaine (D).
Posons maintenant :

(41) Fo(z, y, 3) :fff ! gl'a(l.vo’,.g grad, %}d.x'dy’d:’.
Ay
(42) Fy(w, y, 3) ;ff / {grad.v }.;grad. llda:’d_y’d:.'.
' J Ja, r)

Les diverses déterminations de la fonction ¢ (lorsqu’elle n’est pas

uniforme) ayant méme gradient, il résulte des formules précédentes et
de la formule (9) que nous aurons

(43) ‘D(‘l") Jf,z)?—: b‘o(xyyy5)+F!(x, Y z)'
Journ. de Math., tome VI. — Fasc. 11, 1927. 21
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Considérons les deux points (0, 0, 5) el (0, 0, —3) en supposant fue
'on ait

(44) Coua<h

Le point (o, o, 5) sera situé i intérieur du domaine (40) et le
point (o, 0, —z), a l'extérieur de ce domaine. D’ailleurs, a cause
de (30) et du choix du nombre o', il existera une constante posi-
tive C,, indépendante du choix du point Q sur la surface (S)), telle
que, en Lloul point (., y, 5) vérifiant les relations (37) et (38) et
distinct du point Q, 'on ait

2R

(45) IVo(.‘l’, Y Z)‘2<Cg.logm‘

Ces remarques ialtes, la formule (41) el une application facile du
théoréme de Green, légitimée par (45), nous donnera

Fulo 0, )= Amro(o,ow)—fjm‘o \—) 5,
Fy(o, o,—z)_—-/jP °aN\r,>

en désignant par (F) la frontiére du domaine (A,). Ces formulés et
I’équation (43) donnent

(46) . (0,0, 5) + P (0, 0, — 3) :
d g

—=47ve(0, 0, 3) — fjr, —N Py 0‘4 -

+l‘1(0 o, ~)+F (0, 0,—0)

Or, les expressions qui entrent dans I'équation précédenlc donnent
lieu aux remarques suivantes :

1° La fonction ®(.z, y, 5) étanl, comme cela résulte de P'expres-
sion (7) de cette fonction, continue a la traversée de la surface (S,),

la somme
®(o, 0, 3) + ®(0, 0, — 3)

tend vers une [imite délerminée pour z = o el cela unifoimément par
rapport A toutes les positions du point Q sur (S;).
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Il en est de meéme de la somme
F,(0, 0, 3) + Fy(0, 0, — 3)

comme on le prouve aisément en s°appuyant snar (/42) el en tenanl
mmpto de la forme particuliére du dnmame (A)) ddns le voisinage e
I"origine des coordonnées.

3¢ I en est encore de méme de intégrale

/‘/'y .(.) I_{...i l‘({
) ',r.‘" N7, T ONT, d

ainsi ¢qu’on P'élablira aisément en s’appuyant sur I'inégalité (45).

Par conséquent, il résulte de (46) que la fonction ¢,(0, 0, ) tend
vers une limite déterminée ponr z = o et cela uniformément par rap-
port & 'ensemble de toutes les positions du point Q sur la surface (S;).

Cela prouve que la fonction ¢, admet une valenr périphérique finic
ct parfaitement déterminée en toul point de (S,). Il suffit maintenant
de considérer que le choix des nombres «) et ﬂ, est uniquement subor-
donné i la condition d’avoir

o< o\ <a<a,

pour reconnailre I'exactitude du lemme XVII, qu'il s'agissait préci-
sément de démountrer.

les lemmes XVI et XVII étant établis, il en est de méme du théo-
reme XV qu'il s’agissait de démontrer.

e théoréme XV nous apprend que le probléme de Neumann est
possible pour unc classe étendne de domaines dont les frontiéres pré-
sentent cles arétes et des angles, résultat que les méthodes employées
jusqu’a présent ne permettaicnt pas d'établir. Toutefois, il y aurait lieu
de compléter le résultat précédent par I'étude de Pallure de la solu-
tion ¢ du probléme 11 (p. 8) dans le voisinage des points qui ne
jouissent pas de la propriété (A)(XIV:il y anrait lien en outre de
rechercher les conditions que doit remplir le vecteur désigné par \
dans P'énoncé II1 pour que la fonction ¢ soil uniforme lorsque le
(lomaine (D) n’est pas simplement connexe par rapport aux lignes,
Pour le moment, je n’ai pas encore réussi 4 combler ces lacunes.

-



