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THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS, 23

Sur la théorie analytique des groupes continus fints;

Par Hexrt MINEUR.

INTRODUCTION.

La théorie des groupes continus finis a été fondée par S. Lie, et
depuis de nombreux géométres en ont développé les bases et les appli-
cations. Dans toutes ces recherches, on définit un groupe continu G
par des transformations infinitésimales

n

\'/:E:,"(l)
k=1

ar

l).I‘/‘,

dont on suppose les cocflicients %;; holomorphes dans le voisinage d'un
point; on délinit les transformations de G dans le voisinage de ce point
en se bornant & I'étude des transformations voisines de la transfornia-
tion identique. Lorsqu'on étudie la similitude entre deux groupes g
et (i, on se contente d’établiv qu'il existe une transformation f holo-
morphe, ainsi que f~', dans le voisinage du point considéré et telle
que

feft=G.

Dans ce travail, nous nous sommes propvsé d’étudier, les groupes
continus G, sans nous restreindre ni & la considération des transfor-
mations de G voisines de la transformation identique, ni & I'étude des
transformations de G et de la transformation /' dans le voisinage d’un
point. Ce travail se compose de trois Parties :
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Dans la premiére Partie, nous supposons les ;; algébriques et le
groupe ¢ birationnel; nous faisons en outre une hypothése sur la
structure de g. Au groupe G corrvespond un groupe (') birationnel,
comprenant une infinit¢ discontinue de transformations. Si (g’) est
discontinu au sens de H. Poincaré, la transformation f est uniforme,
ainsi que les transformations de G qui correspondent biuniformément
a celles de ¢. Dans le cas contraire, (i contient un sous-groupe singu-
lier ((x) composé d'unc infinité discontinue de transformations.

Dans la deuxiéme Partic, nous étudions une structure particuliére
de groupe qui nous conduit i considérer des transcendantes uniformes
appeldes «ultrakleinéennes ». Nous étudions également G sur sa mului-
plicité invariante; cette dernicre théorie, qui compléte dans un autre
sens celle de la similitude des groupes, peut s’étendre i des structures
plus générales que celles que nous avons envisagées.

Dans la dermitre Partie, en partant de fonctions kleinéennes, nous
avons d¢lini des fonctions ultrakleinéennes et des groupes G pour les-
quels les Z;; sont algébriques. I.’¢tude de ces groupes, dont on ne peut
former les équations finics et qui se raméne & I'étude d'un groupe klei-
néen, termine ce travail.

PRELIMIN AIRES.,

I. — Propriétés des solutions de certaines dquations
fonctionnelles algébriques.

1. Lixposons d’abord (uelques résultats qui servent de guide dans
nos recherches.

Soient f(.v) une fonction méromorphe et 2 une valeur particuliére
quelconque de la variable, en général I'équation

Sy =/,

ot ' est 'inconnue, a une inlinité de racines qui sout des fonctions
analytiques de «. Cette équation définit donc une infinité de transfor-
mations qui constituent ce que nous appellerons le groupe de la fonc-
tion f. Celte définition s'étend sans difficulté & un systéme de » fonc-
tions de n variables.
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Nous dirons qu’une velation entre deux variables y,, y, est algé-
broide, si & une valeur de y, correspondent au plus un nombre fini N
de valeurs de y, et réciproquement. N est dit le degré de la relation
considérée par rapport a y,.

Tugorine L. — Sedewr fonctions méromorphes f() et g( &) sont
lides par une relation algébroide, f(x) ne prend qu'un nombre fini
de valeurs lorsqu’on y effectue toutes les substitutions du groupe
de g. Ce nombre est au plus égal au degré de la relation considérée
par rapport & f.

Tuconewe W — Solent f{) une fonction méromorphe ot
of =14 (e, a)les équations d’un. groupe continu g de transforma-

tions birationnelles & un paramétre. Sl existe, quel gue soit &, une
relation algébroide de degré macimum N entre f(2) et f[]x, a]]
et si Lon considére N -1 transformations by, hy, ..., hy,, du
groupe de f, dewe de ces N + 1 transformations Iy, et kg sont telles
que b, byt est permatable acee toutes les transformations de g,
Les fonctions

Sy et e all

¢tant lices par une relgl.ion algébroide de degré N par rapport & £({),
en vertu du théoréme I, deux au wmoins des N + 1 quantités

Sslhae)all  (m=ryo o N+
sont égales :

JLtLbn(e)y a}] = £l Ay (@), el
ou, en posanl /i (w) =k, A7 (x)] ,A
Slefa(e), all =714, @),
[l existe donc une substitution 4’ (') du groupe de f telle que
YA(e), al= Y] all.

l.es substitutions / et 4’ dépendent de @ ; mais comme les subslita-
tions 4’ forment un ensemble dénombrable, pour une inlinité de
valeurs de a voisines d’une valeur quelconque o, £ et /' sont les
mémes. Prenons pour « la valeur du paramétre @ qui correspond i la
Journ. de Math., tome IV, — Fasc, I, 1923, 4
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transformation identique, et choisissons pour . une valeur lelle que /
et /i’ solent holomorphes dans son voisinage; la fonction

lLA(e), a]l— /z’l";]:,z'. ]

holomorphe par rapport & .« el & a, est nulle pour une infinité de
valeurs de a voisines de a5 elle est doncidentiquementnulle. et pour «
voisin de «, on a

LRGN al = )] l .

IFaisons dans cette ¢quation ¢ = «, il veste .

) i) = h'(e): -
par suite,
Ylh(e) at=h I Yloe, a |

quel que soit «: A() =/, /" est done permutable avee toutes fes
transformations de g

Line conséquence de ce théoréme est [a proposition suivante déja
connuc : Une fonction méromorphe qui admet un théoréme d'addi-
tion algébrique est soit une fonction rationnelle, soit une fonction
vationnelle de ¢, soit une fonction eiliptique.

Ces deux théortmes s'¢tendent sans difliculté & un systéme de
2 functions de 2 variables.

Il. — Indication d’'un procédé de définition
de certaines transcendantes. :

2. Soient fi(a) el fy(x) deux fonctions méromorphes lides pav
une relation algébrique
FLAGe) ()] = o.
Nous appellerons groupe du systéme (/. /,) Uensemble des trans-
{formations communes aux groupes de /' et de f,. Soicut de wméme

n -+ 1 fonctions £, [y «ovy [uer de 2 variables o, oy, .., e, lides par
une relation algébrique

l:[.ﬂ(*"l‘ RN .I'"), _/;(J‘,\ sv e J‘n)* e *,/‘lH-l '\‘I'\' Ly *1.::)] =
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Le groupe de ce systéme est formé des transformations (x, ')
délinies par

Ji(ey wa oo )Y = fi(0 1) (f=1,2, .c.,n 1)
Nous dirons que deux systémes
(_/'H,/‘;’.‘ --n,/‘u-H) et (‘*'.l* 5’2, e ng-l)

sont liés par une relation algébroide si chacune des fonctions de I'un
des systemes est une fonction algibroide des fonctions de l'autre. Parv
extension, nous appellerons degré de cette relation par vapport & ( f)
le nombre des systémes (/) qui correspondent & un systéme ()
donné. '

Svmboliquement, on peuat écrire un tel systéme sous la forme
v == f(.0); [est en délinitive le symbole d’une corrvespondance entre
les systémes .oy, vy, ..., 2, et les points de la surface algébrique

Pl e ooy V| =0

Girdee & U'emploi de cetle forme symbolique, il est facile de voir que
les démonstrations des théorémes [ ct I s’étendent aux systémes de
n + t fonctions de » variables. En particulier, considérons le cas o,
dans I'énoncé du théoréme 11, N égale 1. Les relations algébroides
considérées sont alors uniformes. Soit 4 une substitution du groupe
de /' si nous lui associons la transformation identique qui fait aussi
pactie de ce groupe, nous avons ainsi N + 1 substitutions du groupe
de / ct, en appliquant le théoréme 11, nous voyons que 4 est permu-
table avec loutes les transformations de g.

5. Ml existe, comme on sait, trois procédés principaux de définition
communs & I'expouentielle et aux fonctions elliptiques; seuls deux
d’entrc eux permettent de définir les fonctions fuchsiennes ct Klei-
néennes comme le montre le tableau ci-aprés :
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EXPONENTIELLE, FONCTIONS ELLIPTIQUES, FONCTIONS KLEINEENNES,
Série e*. Séries p(u), L(u). Séries thétakleinéennes.

Inversion de [Dintégrale]lnversion du quotient de
elliptique de premiére| deux intégrales d'une
espece. dquation linéaire.

‘quation fonctionnelle | Théoréme d’additionalgé-

f(1!+y) :f(a:)f(y). hrique.

Equation différentielle
y'=y.

Nous nous proposons dans ce travail de comblerle vide que présente
ce tableau; d’une fagon plus précise, au moyen d’équations fonction-
nelles analogues o celles du théoréme d’addition des fonctions ellip-
tiques, nous définirons des systémes de transcendantes dont le groupe
est formé de transformations birationnelles d'une nature donnée &
I'avance. A titre d’exemple, cherchons les systémes de (uatre fonctions
de trois variables x,, .., ., dont le groupe est formé de transforma-
tions de la forme
+ B, , ot,r._,—l—ﬁ’ o 1 6.1'_3.

o! @ = e TR €ry = y— )
(D ) 1 ./‘.;3_‘_0 ) 2 ~/~v2+8 4 ’/.‘1'g+0

1l suffit pour cela de remarquer que ces Lransformations sont per-
mutables avec celles du groupe

o o A+ by e b Qb
(o ) Xy = -

1
Ty R — ; €, = .
cry+d : cry+d ST ey d

Si donc on connait un systéme de quatre fonctions /', f., fy, [, de

trois variables liées par une relation algébrique et telles que les
quantités

/,.((1 LyA4-bay e ~-dey, axy+ [;)

b > N
cays+d cag--d T cay+d

soient des fonctions uniformes des f;(a, x,, a,), ce systéme se répé-
tera par des transformations du groupe (¢'). Si dans f;(x,, x,, «,) par
exemple, on fait #, = x, = o, on obtient une fonction kleinéenne de «,,
car pour «, = .x,==o0 une substitution du groupe (') se réduit a
pte OB

YT e, O
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-~

4. Considcrons pour simplifier un systéme de deux fonctions d’une
variable f,, f.liées par la relation algébrique F(f,, f.) =0 et un
groupe g continu dun parametre : .’ = $(w, a). Supposons que f, («)
et f.(x") soicnt des fonctions uniformes de /() et f.(@):

Sl =Ry fi(w), fo(a)]
Ja(@') = Ry fi(@), ful)],

Les transformations ainsi définies

RS (W
X’_, == P\g[xl, ‘\.‘-'l

forment un groupe G, conservent la courbe algébrique F(X,, X,)=o
et sont uniformes sur cette courbe. Les groupes g et G sont donc sem-
blables et les fonctions y, = f, (&), .= f,(x) peuvent lire consi-
dérées comme délinissant une transformation f lelle que

0 Jel 1=,

D’aprés la théorie de Lie, véciproquement, si g et G sont deux
groupes continus semblables, il existe uneinfinité de transformations /
vérifiant 'équation (1). Dans ce travail nous ferons donc 1'étude de la
similitude des groupes continus de transformations et des transforma-
tions f correspondantes. Nous montrerons dans quels cas les fone-
tions ainsi ddéfinies sont uniformes et nous retrouverons sous une
forme plus précise le groupe de ces fonctions.

PREMIERE PARTIE.

THEORIE GENERALE DE L'RQUATION FONGTIONNELLE fuof ~'== G,

1. — Simplification du probléme.

1. Soient g et G deux groupes continus finis et semblables. Dans
I’étude des transformations f définies par I'équation fonctionnelle

M Jsf =G,
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nous nous limiterons au cas ot la solution f de (1) dépend de cons-
tantes arbitraires. D'aprés S, Lie (Theorie der Trausformations-
gruppen, t. 1, Chap. XIX), il faat et il suffit pour cela queles groupes
& et G solent transitifs. Soil g le groupe continu fini des transforma-
tions permulables avee toutes celles de g. Ainsi que nous I'avons
démontré dans les préliminaives, le groupe d’une solution de I'équa-
tion (1) est un sous-groupe de ¢’. Le nombre de paramétres dont
dépend g’ est maximum lorsque 2 et (i sont simplement transitifs.
(Vesl ce cas que nous considérevons désormais.

Supposons donc & et (i simplement transilifs ct isomorphes; il en
résulte qu'ils sont semblables. Précisons la signification de 'équa-
tion (1). Soient : s le nombre de parameétres de ¢, X,, X, ..., \g,
» transformations infinitésimales indépendantes de et Y,, Y, ...,
Y,. s transformations de G lices par les mémes velations de structure
que les transformations correspondantes de 2. L'¢quation symbo-
lique (1) signifie que la transformation /* fait coumponﬂlc X, aY,. 1l
pourrait arriver que (i admelte s autres Lransformations infinité-
simales Y, Y', ..., Y. lides par les mémes velations de structure que
X,, X,, ..., \yi on ne considérera pas connne solution de (1) une
transformation qui fait correspondre les \; et les Y .

Relation entre les solutions de dewe équations fonctionnelles.,
— Soit g, un groupe semblable & &3 considérons les équations ana-
logues & (1),

{2) TeT ey
()

PO I R

Soient T, 7 ct 3" des solutions particuli¢res vespectives de (1), (2)
et (3). De ces équations, on déduit

La transformation /= ="' /~'7" est donc permutable avec toutes les
transformations de 2,; /” est donc une solution de

(4) s S
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Réciproquement si f*, = et <’ sont des solations rvespectives de (1),
(2) et (3), f=-=/"<"" estsolution de (1).
I.’élude des solutions de (1), ot ¢ el (i sont des groupes de structure
donuée, est donc ramenée a celle des équations de la forme

ot = G

olt &, estun groupe possédant la structuve donnde, choisi une fois pour
Loutes et G un groupe quelconque isomorphe a g,.

On peut tiver des considérations précédentes une aulre conséquence
intéressante : si_f est une solution particuli¢re de I'équation (1), toute
autre solution /” de cette méme équation sera de la forme

S

> Ctanl une transformation permutable avee toutes les transforma-
tions de g. Ul sullit done d’¢tudier une seule solution de Péqua-
tion (1).

3. Nwture des transformations de g. -~ Nous prendrons pour g
un groupe de transtormations birationnelles: les transcendantes solu-
tions de 'équation (1) admettrout pour groupe un sous-groupe de &
Comuue notre but est de former des transecendantes dout le groupe sc
compose de transformations biratiounelles, il faul chercher dans quel
cas il en est ainsi pour &’

Tueoveme, — La condition nécessaire el suffisante powr qu’un
groupe simpleient transitif ¢ et son groupe permulable g se com-
poscnd de transformations birationnelles est que @ dépende bira-
tionnellement de ses paramétres par un cholv  convenabie  dv
cotr-cl,

v La condition est suffisante. — Soient en ellet ' = J (v, a) les
¢quations de g, a;, un point fixe et .y ="Tv, son transformé par T';

b
on a, quel que soit «, .

TLO (e @) =T a] = diay a).

Soit &' un poinl quelconque, comme g est simplement transitif ot
dépend birationnellement de ses paramétres «, il existe en géndral un
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systeme a et un seul tel que &’ = U (v, @). Le transformé «” de 2’ par
T sera
@z Ta = Tl (@, @)=L (w,. a).

On obtient I'équation .¢” = "I« d'une transformation de ¢’ en élimi-
nant @ eatre les équations "= (v, @), a'=Y(r,a). T est donc
birationnelle.

2 Réeiproquement, supposons g ct g’ birationnels. Prenons pour
paramdtres définissant une transformation T de g les coordonnées du
point A transformé d’un point fixe O par T ; soient M un point quel-
conque, M’ son transformé par T, je dis que M’ est une fonction bira-
tionnelle de A et de M. Soit ¢ une transformation de g, telle que
M = vO (¥ existe puisque g’ est simplement transitif) et soit

M =1\,
on a
A="T0:
donc
M =rTO=TrO=TM=M';

donc M’ =t A, r étlant birationnel. La proposition ¢noncée est démon-
trée. Nous prendrons désormais pour ¢ un groupe birationnel dépen-
dant birationnellement de ses paramétres.

1l. — Réduction d’un groupe continu
de transformations birationnelles.

A. Le théoréme de M. Enriques. — Avant d’aborder 'étude de
Péquation (1), cherchons les singularités d’un groupe continu de trans-
formations birationnelles. Reprenons la démonstration d'un théoréme
de M. Enriques (') qui doit nous ¢tre utile parla suite et d'aprés lequel
un groupe de transformations birationnelles ¢ & s variables se raméne
simplement & un groupe continu de transformations homographiques.

Considérons une famille G de multiplicités algébriques & s — 1 dimen-
sions 1 G(@, &g, covy &3 Uy Ray uny Oy) = 0.

(V) Swi gruppi continui di transformaszioni cremoniane nel piano (Atti
della reale Accademia dei Lincet, 1893, p. 468).
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Transformons-les par toutes les transformations de &, nous obtenons
une nouvelle famille I* ui dépend de paramétres arbitraires. Soit I’
le plus petit systéme linéaive de multiplicité & s - 1 dimensions qui
contient I, je dis que I/ est invarianl par o :

Si cela n'était pas, le systéme lindaire I transformé de 19 par g
conlicndrait I et serait différent de I'; le systéme commun & I/ et I
serait lincéaive, contiendrait I' et scrait plus petit que I et I¥, c’est-
i-dire dépendrait d'un nombre plus petit de paramétres, ce qui est
contraire i 'hypothése. Soit donc

)\l.:.l(""l\ ay o "‘.\') -t /.gé,'g(-lv") Loy ven (L"\») B R )‘/»5';)(~"’l~ Lay veey -I,'_\-) =0

le systéme I invariant par g. Posons

=g (e ey )
y ==y (@), .y, y )

Considérons w,, ., ..., i, comme les coordonnées homogénes d’un
(] 2 ) »r ko)

point de 'espace I, & p — 1 dimensions. Nous obtenons dans I'espace E,

une multiplicit¢ P & s dimensions dont les coordonnées s’expriment

rationnellement au moyen des paramétres x, ,, ...; x,. Le groupe &

définit sur P un groupe de transformations birationunelles qui conser rve

la famille des sections planes de I’ d’ equallon

Iyttt hgtta .o 4 hpyttp = 0.

Les équations de o sont donc celles d’un ensemble de transforma-
tions linéaires homogénes si 'on prend comme variables w,, t,y ..., u,.
Considérons ces transformations comme appliqudes & Pespace E, tout
enticr; elles forment un groupe surla multiplicité P, mai§ comme elles
sont linéaires homogctnes, et comme s + 1 quelconques, des variables
i,y Uyy ooy W, sont linéairement indépendantes sur P, les idenlités
entre les coefficients de ces transformations qui expriment qu’elles
forment un groupe sur P expriment aussi (u’clles forment un 0‘roupe
dans toul I'espace E,. Elles constituent donc un groupe continu g, de
transformations homographiques de E,, laissant P invariant el se
réduisant sur P au groupe ¢ a condition de prendre comme variables
Ly Ty o

oy g

Journ. de Math., tome 1V, — Fase. I, g2, )
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En vésumé : Etant donné un groupe continw g de transformations
y y N N Y/ e 1) »
birationnelles de Uespace L(e,, @y ooy 0g) U ewiste we groupe

. . . . ) Wy U,
contint de trans formations homographiques de Uespace == ==, ..,
* P »

", _ . N .
T’l' conservant une multiplicite rationnelle P
I)

e @iy ey a2y (F=t 20 oo p)

et se réduisant @ g sur P a condition de prendre pour variables x,.
Lay voen oy (‘)-

8. Singularités d’un groupe de transformations birationnelles.
-- La correspondance entre les points de U'espace (2, wyy ..oy 2y) et
de P ainsi détinic n’est pas nécessaivement biuniforme. Considérons,
par excmple. le groupe de P'espace & trois dimensions :

Ly -dze
- ¢-1-ds
L, o_ay+-bze
T Taa bz
L ez
Ta+bs

1.’équation de la famille I sera de la forme
Py 50520, 80 2o vaey 2y ) =0,
I ¢tant un polynome entier, et les «; sevont de la forme
W= &i(Vy 3. 3),

les ; étant des polynomes. On peut supposer que les g, ne s'annulent
pas tous lorsque 3 est nulj st celle circonstance se présenlait, on
pourrait mettre en facteur commun dans tous les &; une certaine puis-

N
-1

(1) Gette démonstration ne peut pas s’étendre aux groupes conlinus de trans-
formations birationnelles d'une multiplicité algébrique L en elle-meme, si les
transformations cessent d'¢tre bivationnelles hors de la multiplicité 9L ; on ne
peut affirmer en eltet qu’une famille de multiplicités algébriques tracées sur T
soil contenue dans un systéme linéaive. On peut, du rveste, en utilisant cette
remarque, établir que les surfaces hvperelliptiques sont irvéguliéres,
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sance de = et supprimer partout ce facteur puisque ceux-ci représentent
des coordonnées homogenes. Quelle que soit la famille initiale G
choisie, & la multiplicit¢ a deux dimensions s = o de I'espace «, y, s
correspond sur I’ la courbe & une dimension «;= 2;(y, o, 0). La cor-
respondance entre I et I'espace ., ¥, s ne peut donc étre biuniforme
pour I = o.

Les variables ., wy, ..., .t; sont des fonctions rationnelles de u,,
Wy o ooyt cos vaviables représentant les coordonnées homogénes d’un
point de P. Les points singuliers pour le groupe & scront les points
d’indétermination des fonctions «(.) et ceux des fonctions .« (w).

6. Application ¢ U'équation (1). — Dans P'étude de I’équation
forctionnelle
m Sfef =G,

au lieu de considérer la transformation f comme appliquée au point
Xy Eyy .y oty de Pespace E, nous la considérerons comme appliquée
au point correspondant de P. Soit A un point de P, deux cas peuvent
se présenter @ 1° dans le voisinage de A les coordonnées d’un point
de P sont des fonclions de s paramélres Ty Loy ooy By holomorphes
POUL ., = 0, Ay == 0, ..., z,= 0, et telles que la correspondance entre
les points de P et les points de I'espace Eyy &y, ..., Ty s0it biuniforme
dans le voisinage de A et de ;= o. Désignons respectivement par g g

et £ le groupe # et la transformation £ exprimés au moyen des z, /
vérifie

(1" Fer-'=G,

1l suftit donc d’étudier les solutions de (1) dans le voisinage de
€, =0, 2, =0, ..., &y=0, (1) a la méme forme que (1), mais il est
facile de voir que les coefticients des transformations infinitésimales
de ¢ sont holomorphes dans le voisinage de ;= o. En effet, une trans-

formation infinitésimale de 2 est de la forme

14 P
\‘./'““\ A=t ()f .\.424 Wik "‘0 -‘—zvtu,

i=1 =1 k=1 i=1

/l"l.
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Or les «; sont des fonctions holomorphes des .3 il en est donc de
méme des coeflicients de la transtormation X f e\pmnee au moyen
des .r.

® A est un point singulier de I’ : soient #;= o les coordonnées de
ce point ct

R N T A

Fo,=o

les équations de I” dans le voisinage de ce poinl: supposous que les
développements de U, , ¥, ., ..., IV,  commencent par des termes
de degré £ en ey, ., ..., 1, ct que le systéme oblenu en égalant i zéro
les termes de moindre degeé de 19, 15, ..., I, ne se réduit pas & un
systéme de moins de p — s équations. Les entiers n,, n,, ..., n, cavac-
térisent la singularité de P en A. Soit \’ le transformé de A par une
transformation quelcongue ¢ de 3 en prenant en A’ des coordonnées
convenables ¢y, ¢y, 1oL, 1, 0N peut faire en sorte que /7 ait pour équa-
tion ¢, == u; ¢t, comwe ¢ est homographique, ce changement de coor-
donnces est biuniforme. Les entiers n,, n,, ..., 2, sont donc les mémes
enAet A .

S1 A est un point singulier isolé des points singulicrs de méme espece,
A est lnvariant par ¢

St A fait pactic d’une ligne 1. deux points singuliers de méme
espeee, cette ligne L est invariante par /. Ainsi les points singuliers
de P font partic de multiplicités tracées sur I’ invariantes par o ces
multiplicités seront, dans chaque cas, Uobjet d'une étude spéciale.

Lin résumdé : dausl'étude des solutions f'de l'équation (1), on peut tou-
jours suppuoser que dans le voisinage de tout point de P ui ne fait partie
d’aucune multiplicité de I’ invariante par 2, les coeflicients des trans-
formations infinitésimales de g sont des fonctions holonmrphcs des
patamdéives qui fixent la pmluon d’vu point de P, quitte & mulllpher
ensuite / par une transformation @ = U(x) dans laquelle les = se
comportent comme des fonctions rationnelles des .

Nous avons supposé implicitement que le point considéré de P était
a distance finie; daus le cas contraire, on le rameéne & distance linie par
une homographie.
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Hl. -~ Etude d’une solution de 'équation (1).
7. Enoncé des hvpothéses. — Faisons sur les groupes o et G les

hypothéses suivantes :

. & est un groupe continu de transformations bivationnelles de
Pespace L5(.eryy 2ty ooy, délim par s transformations intinitésimales
1y ey s 1
dépendantes

~

N,/ = N ke ae (=1, 2 oo, )
ke

< dépend birationnellement de ses pavameétres par un choix con-
. o " . . N
venable de ceux-ci. Soit ¢ le déterminant des cocfficients %, ¢ n'est

pas identiquement nul. lntin les \; sont liés par les relations de
structure

{ \,'\ \‘) Z:E Cik .\/,

h=1

et les ¢, sont tels que le groupe ¢ n’admet pas de transformation inli-
nitésimale distingude.

Définition. — Nous appellerons transformation distinguee d’un
aroupe une lransformation linte permutable avec toutes les traunsfor-
mations de ce groupe. Nous supposerons que & ne contient pas de
transformation distinguée autre que la transformation identique.

1. Soient

Sl

O af :
VR YT AV T A
k=1 )

s transformations infinitésimales dont les coeflicients n;; sont des
fonctions rationnelles des variables v, y., ..., y,., lices par la
relation algébrique *

(3) PO v D) =o.

Cette velation (5) définit dans Uespace & s+~ 1 dimensions une
multiplicité algébrique or.
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Les relations
Y=o (=00, (o)
et

~

(Yoo Y2 r:: Civa Ya N =1 N N

a=1

sout des conséquences de la relation { 3).
I en vésulte que les U délinissent un groupe continu G formé de
transformations de la yvariété ok en elle-méme.
Jr
Soit M, un point de dL : st en ce point —— n'est pas nul, nous
¢ adv,
-1

pr‘ndlonb comme coordonndes d'un pmnl M voisin de M, ses s
vremicres coordoundes V. Vi ...y Voo la velation (3) déhimit ).
oo . . o $-

sans ambiguité dans le voisinage de M, @

\ ~l':::\ T Ve Vae oo os Ve Ve [0 oo et )
W= 2 (Ve 0 oo Yol |(,\.
k=1
.‘\ - \ !
I N T T S R
—— b ( LR . ()\.&
=1 )

on vérilie sans peine que

(T‘.‘\ Y{ \ < t:: Cigne i‘:«'

Ces relations s'éerivent, en eftet :

- puid [ RPN RN
e '): A l)" PRI IR0

Lt R

AN [;— ()‘f,ﬁ_;—'c v, ~\'.

il

mats
. . Higwm vy RALESE ‘)‘ S
dv. T odv, 4).')‘$ a tll i

et la relation & vérifier devient

N

Phgm - ‘)Ynim

\‘

— Ty
— d\)/ ) dvy
- N ‘\
N\ vy Mgy - dvey A1y, AN
-t Ve — — T 3 = W il iy ey ==
ave by TUdvy dve ! Ah Qi

=1 ’ ' LN



THEORIE ANALYTIQUE DES GROUPES CONTINUS FINIS, 3

(=1

D aprés la velation Y, F =0, on a

ANE Vs
liivey == 7 '”T
1=

et, en tenanl compte de (5), les relatnom considérées se réduisent aux
conditions

. N .
YY) 1‘-32‘ Cornn Y ae

h=1

qui sont véritides par hypothese. Les Y; définissent donc dans le voisi-
nage de M, un groupe continu G sur la multiplicité dw.

. Jar . .
Sien M, tous les s sonl nuls, on exprime les coordonndes d'un
S

point M de o voisin de M, au moyen de s pavamétres ¢, vy, 0oy vy,

et l'on fait le méme raisonnement que précédemment. Pour abréger
s/

o Jr
I"écrilure, nous supposerons que ( ; ) n’est pas nul.

st o

Si en un point M, les v, sont des fonctions holomorphes de
Viy e Ve etost le déterminant A = ‘| rl,\,|| n’est pas nul, nous dirons
que M, est un point régulier. Si les v, sont holomorphes et si A est

uul, nous divous que M, appartient @& lu multiplicité A. St les 7, ne
sont pas holomorphes, nous dirons que M, est un point singulier.

LIL. Enfin, nous ferons sur les Y, I'hypothése suivante : en certains
points iveéguliers M, ()7 il existe une transformation algébrigue
VTS WS Ta v, T (F==, 2, o000 8)

[

telle que )} = ¢;(0, 0, ..., 0) et telle que, si I'on exprime les Y, au
moyen des variables 3,

Yo

\/

= JAf
cl ( ) ‘)_ .'

k=1
Les coeflicients ﬁ;,\. des Y sont des fonctions holomorphes des : dans
le voisinage de 3, =0, 3,=0...., 5;=0; en un tel point M, nous
désignerons par A le déterminant ||, ]j; s'il est nul, nous dirons que
M, appartient @ A.
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Les raisonnements que nous ferons sappliquent du reste au cas
. 1
plus général ot les v, sont des fonctions algébriques des z; et des o™,
Pour abréger le langage, nous nous bornerons au cas ol la transfor-
mation v = «(3) est algébrique. Si, en outre, les fonctions w(3) sont
rationnelles, M, sera dit point singalier rationnel; si elles sont bira-
tionnelles, M, sera dit point singulier birationnel.

Si. en un point ivrégulier, il n’est pas possible de trouver une trans-
formation y' = «(3) vérifiant les conditions précédentes, nous dirons
que ce point appavtient i la weaeltiplicité A

Remarquous, pour terminer, que la vérification de ces hypothéses
n’exige que des opérations rationnelles.

8. Définition d’une solution duns le voisinage d'un point. —-
Soient M, ()}, ¥, vy, ¥ ,) un point végulier de Ok n appartenant pas
adetm,(ey, o)) un point de I n’appartenant pas ie. D’aprés la
théorie de L.ie, on obtient une solution y = f(.r) de I’équation (1)
Jef ' =G en dégalant & zéro s mlvnrnles indépendantes du systéme

16 Neh - Y -0 (F=aoo, ., s,

Ce systtme admet unc solution ct une seule, ®,(.r, ), holomorphe
dans le voisinage des points n, et M, et se réduisant Vi — V), pour
=y (=1, 2, ..., 5). Le systéme

(1 Py, Vez0 (h=oas oo s)e F(v e oo v

délinit pour v, 3. .oov Yo des fonclions )= fi(, @y, ooy )

holomorphes dans un domamg d, entourant ne,. Il définit de méme
\ (U

pour .y, &y, .... . des fonctions d’un point de Hr ¢

e LN Ve e V)
holomorphes dans un domaine D), de o entourant M,.
Exprimons les équations de (i dans le voisinage de M, au moyen de

SCS parameires CANONIGUEs @, @y, ..., a,:

Y=oy ou =TT
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Pour obtenir les ¥, on forme l'intégrale du systéme

N

dy; V5

T =2 (0 e,
1

vérifiant les couditions initiales =0, ), =211 cetle intégrale
Vi= by «) ne dépend que de a, =01 ay =00 oy ag=N s
Pon ¥ considére les » comme des vaviables, elle définit les transfor-
mations de G. '

Soit D) le domaine homothétique de D, par rapport & M, dans le
rapport 1, les 3, sont holomorphes lorsque ¥ est dans D et lorsque
la| <e (F=1,2,..., ). Nous appellevons transformation infini-
ment petite de G dans D, ou pour abréger en M, unc transfor-
mation I, corvespondant & des valeurs des paramétres a vérifiant ces
inégalitds.

Soient de méme ;= 3;(.r; @) les équations de g exprimées au
moyven des mémes paramétres canoniques. ¢ n'étant pas nul en m,, i
une transformation infiniment petite de g correspond un seul systéme
de valeurs des pavamétres canoniques et de méme pour G. Faisons
corvespondre eutre elles les transformations de ¢ et de G définies par
les mémes valeurs des paramétres canonigues. Il résulte de ce que
nous venons de dive que la corvespondance entre les transformations
infiniment petites de g et G est biunivoque. 1 est nécessaire de remar-
quer que ¢ dépend du point M, considéré; la transformation /~'est
détinie dans le domaine D, nous allons ¢tudier maintenant son pro-
longement analytique sur la multiplicité ok tout entiére.

Nous poserons dorénavant

, . . Co
R A=l & RS T IS AV 3‘/,:")'/, REED T

nous désignerons pav k" U'espace & 25 dimeusions &', 2, £, ¥, o0y
!

2%,y et par ok la multiplicité & ox dimensions ), 3+ ooy Yoy
les A+ étant liés par la relation (5).

v,
N

0

0. Fude du prolongement analytique de f=' le long d'un chemin
ne reacontrant pas A ow A,. — Soit Cun chemin partant de M, tracé
sur ak‘; cherchons le prolongement analytique de ., Ty, ...y 2y

Journ. de Math., tome IV, — Fasc. 1, g2, 6
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lorsque M suit C. Soit M ()", )y ooy 3) un point de D situe
sur G5 appliquons & M, toutes les transformations de G mlmnnenL
petites en M, : nous obtenons atnst un domaine D, Recommencons
celte opération en remplacant M, par un point M, de D, situé sur €
et ainsi de suite; nous obliendrons au boul de » opérations un
domaine D,; ¥, D, ..., D, forment un domaine tubulaire entourant
un arc de C.

(R

Tuonine, — S G o'« ancun point comuin avee les multiplicitis
A et N, un point arbitraivement donné de G fintra par se trouver
dans le domaine D, pourcu que w soil suffisamment grand.

Supposons.d’abord que M soit & distance linie ainsi que la portion
M, M de C et que G ne passe par aucun poinl singulier de G,

A tout point M(y) de G correspond un nombre positil z (M) tel
que les indgalités [e;] <z (M) définissent les transformations de G
lliniment p(‘lllCS en M. L'ensemble des valeurs (M) mlcspondlml
& tous les points de G a un minimum £, non nul, saus quoi, en un cer-
tain point M de G, (M) serait nul. lmaginons que, daos la construe-
tion des domaines successils, D oDy Dy nous ne considérions
comme infintment petites que l\‘s transformations pour_ | lesqueties
la|< 5 2y 3 nous adrons une autre succession de domaines DD |),,\
D), seva intérieur & 1Y), D), sera intérieur i 1V D, et ainsi de suite; si
donc un point de C se trouve dans un domaine T)—,,. il sera « fortiord
dans un domaine D, Gra ice & cette nouvelle cony ention, si une trans-
formation T, de (i est inliniment petite en un point de C, elle Test
également en tout point de (Cainsi que la transformation inverse 1!
qui coreespond aux valeurs - «a,, — ey, o0 — ¢ des patametees
canoniques.

Soit done M un point de Gy si, quelque grand que soit . b, ne
contenait pas M, il y aurait un point P sur Pave MM possédant la
méme propriétd, et tel que, quel que soit le point P! choist sur
Parc M, L', D), finirait par contenir 1 pour n assez grand. En ce
point P’y A n’est pas nulj en appliquant a P une transformation infi-
niment petite convenablement choisie de (r, nous aurions pour trans-
formé de PP un pomt P! de 'arc M, et I é tant contenu dans D, serait
certainement dans 1), .
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Supposons maintenant que M soit & Pinfini, il suffit de faire une
transformation  birationnelle convenable < ramenant 'arc M, M
a distance linie, en appliquant la démounstration précédente & T'ave
teansformé de M, M et an groupe tis=', on démontre la proposition
¢noncée. :

\dmettons maintenant que (0 passe par un point singulier M},
soil D) un petit domaine entourant ce point, nous remplacerons dans 1)
Vs Vae ey Vopat lesvaviables 3, 7.0 000, 3, délinies au pavagraphe 7
dans lupacc T 3 el 5y 53 G pour homologue une courbe ¢
passant par le poinl O(5=0, /=1, 2, ..., 8). Les coellicients des
transformations inlinitésimales de (i exprimées au moyen des varia-
bles 2 sout holomorphesen ce point et leur déterminant n’est pas nul,

on peut done appliquer & uno portion de C' comprenant le point O le
ratsonnement précédent,

Tuvoning -~ Les wysont des fonctions birationnelles des v, dans
le-demaine D, i D), ne contivnt pas de point singulier de G

Nousdirons que des fonctions sont birationnelles, ou se comportent
comme des fonctions bivationnelies dans un domaine lorsque, en ellec-
tuant sur ces fonctions nue transformation bivationnelle convenable,
ow obtient des fonetions holomorphes en tout point du domaine consi-
déed. Les seules singularités de ces fonctions sont des poles ou dm
points d'indétermination. Lovsque le point

\l\.)l‘ .Tl‘- SRR ‘Y:\",l‘ \‘\';.\)

déerit la courbe ;) le point homologue mi e, ), ooy, ) déerit
dans espace E' une courbe e, soient m, ()", ... 2!) homologue
de M, ; le domaine homologue de D,.

Par hypothése, € ne rencontre pas de point singulier de (i suppo-
sons le théortme démonteé pour le domaine D, , et démontrons-le
pour 1), :

L. point M, est situé & Vintévieur de U,—,, il tui correspond done
par la transformation /=' un point_déteeming m, de d,,. Soient
;] <Zgy 1 =1, 2, «ovy s les indgalités qui délinissent les transforma-
lions de G infiniment petites le lono de G; lorsque les @, varientd’une
facon quelcongque en vérviliant ces inégalités, le point ) =4 )",
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transformé de M,_, par T, déerit le domaine D,. La transformation
« = f~' y est donc d¢linie dans D, par I'équation
! ¥ :_‘/‘—-1.‘. :._../‘-‘l(‘q, ln‘.(n— I)’ “‘l ) - 9(&\{:1—-1)) a).

Or 'équation v = ¢ (=", a) définit les @ comme des fonctions
holomorphes des y dans D, et il est facile de voir que ¢ (™", «) est
une fonction rationnelle des «, dans le domaine |a;| < 5:

Ainsi (ue nous l'avons vu au paragraphe 1, le groupe g peut étre
considéré comme un groupe de transformations homographiques

Sapi{ Ui+ oy

d’une multiplicité rationnelle P de Pespace «,, w«,, ..., «, en clle-
méme; les coeflicients « et B sont des fonctions de «,, ..., «, holo-
morphes dans un domaine | ;| <R, I ¢tant une constante. 1l peul
arriver pour certaines valeurs des «, el pour |a;] <R que X3;u,+ 3
s'annule; dans le voisinage d’un tel point de I’, on eflectuera
sur les « un changement de variables tel que cetle circonstance ne se
présente plus avec les nouvelles vaviables. En revenant aux varia-
bles @, on cn déduit que les .; sont des fonctions rationnelles des «
pour |a;| < R.

Comme R est une conslante, on peut, ainsi que nous l'avons vu,
supposer, sans inconvénient, que ¢>~R. Si en un point M, on est
conduit & une valeur g, supéricure & R. on la remplace par R et les
raisonnements précédents ne sont pas modifics.

Il résulte de la que les . sont les fonctions vationnelles des y; dans
D, et, par un raisonnement analogue, on ¢tablit que les y sont des
fonctions rationuclles des . dans «,.

V0. Définition des transformations finies de G, -~ On définil un
groupe cn se donnant soit ses ¢quations en termes linis, soit ses trans-
formations infinitésimales. Dans le premier cas, on sail ce que I'on
entend par transformation finie du groupe; dans le second, nous
appellerons transformation linie du groupe le produit d’un nombre
fini de transformations infinument petites. '

Noit M un point de D,. H existe 1o + 1 transformations infiniment
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petites de G la premiére faisant correspondre M, & M,, la seconde
M, & My, la (2 =+ O)itue M, & M, _,. le produit de ces » -+ 1 transfor-
mations fait correspondre M, & M. Il existe donc une transformation
finic T de i holomorphe dans le voisinage de M, qui fait correspondre
M, & M; nous dirons que C est le chemin de définition de T.

Au produit des 2 +1 transformations inliniment petites de G
corvespond le produit des n + 1 transformations infiniment petites
correspondantes de g, ce produit de transformations fait correspondre
ITRNWITR

Ainsi, en meéme temps que nous élendons le prolongement analy-
tique des .y, ... .t nous établissons une correspondance entre les
transformations tinies de @ et .

LL. Etude du cas ol D), conticnt un point singulier de G. — Ce
cas s ¢ludie facilement en remplacant dans D, les variables y par les
variables s, Soit D' le domaine décrit par le point z,, 3, ..., 3
lorsque M décrit D,,. On démontre comme précédemment que les .«
sont des fouctions rationnelles des sz dans IV et les = des fonctions
rationnelles des .« dans /. On en déduit que les . sont des fonctions
algébriques des v dans D,,. Les y sont des fonctions des .« dans o,
algébriques st le point ‘singulier est quelconque, rationnelles si le
point singulier est rationnel. l.es transformations infiniment petites
de (i exprimées an moyen des z sont des fonctions holomorphes des
variables z et des paramdtres, exprimées au moyen des y ce seront
des fonctions algébriques des variables et des paramétres. Nous les
étudierons par la suite d'une facon précise. -

Fnvésumé @ Les @ sont des fonctions algcbrigues du point M de
la multiplicité 9% duns le voistnage de tout point de O non situeé
Sur A,
l)esnnnom pm‘ ) le domaine ouvert ou fermé décrit par le point
2y e vy e lorsque M déerit la maltiplicité o', domaines A et A,
exclusy le pmnl. 2y veny o correspondant & un point M donné de on
dépend non seulement de ce point, mais aussi du chemin déerit pour
aller de M, a M. On a également le vésultat suivant :

Les v sont des fonctions algebrigues des . dans le vorsinage de
toul point intérteur & Q.
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in particulier, si G n’admet que des points singuliers rationnels,
les y sont des fonclions uniformes des 2 dans le voisinage de tout
point de w: il faut se garder d’en conclure que les y sont des fonctions
uniformes des «x, car, ainsi que nous le montrerons, » peut fort bien ne
pas étre simplement connexe.

12. Etude du prolongement analvtique de la transformation f
dans un domaine e connexion quelconque, — Soit ¢ un contour
fermé quelconque tract dans @, ne passant par aucun point de 8. Si ¢
peut étre réduit & un point par une déformation conlinue sans sortir
de w, les y n'ont & l'intéricur de ¢ que des singulavités algébriques
connues.

I‘tudions maintenant le prolongement analytique des y le long de ¢
lorsque ce contour ne peut se réduire & un poinl sans sortir de w.

TugorENe. — S le point M déerit vn are de courbe My M, ne se
Sermant pas lorsque m déerit un cortain contour Sermeé ey oen
d’autres termes, si les y ne reprennent pas la méme valeur lorsque
les & décrivent ¢, il extste une transformation distinzuée de G ogul
Jait correspondre M, a M.

Noient ¢ un contour fermé tracé dans w, #2, un point de ¢, M, GM,
I'arc de courbe tracé sur O’ corvespondant au parcours m,cm, .
Représentons symholiquement par f(a:) le systéme de fonctions
Ve ooy Voo dupoint me(a,, ..., o) situé dans le domaine D, Soient T
une transformation infiniment petite de G dans D, 7 la transformation
correspondante de g, on a symboliquement

) Sy ="T{/).

P’rolongeons analytiquement les & le long de ¢ comme nous 'avons
fait au paragraphe 1V de ce Chapitre. On forme une succession
de domaines D,. D,..... D, :soient d,. .... d, les domaines corres-
pondants de 'espace 1. Comme ¢ est fermé, «, contiendra s, pour
une valeur convenable de #. Représentons par f“(m) le prolongement
analytique de f dans d, lorsque m a décrit le contour fermé ¢ on
peut choisir m, de facon que M, et M| soient deux points régulicrs;
les deux branches f(m)et f'(m) sont donc holomorphes respecti-
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vement dans d, et dans d,. /, ¢t d, contenant tous deux le point e,
ont une partic commune «; dans d, d’aprés la définition de la
fonction f,

(%) =T,

l.es transformations ¢ et 'I' qui tigurent dans cette formule sont les
mémes que celles qui figurent dans la formule (7), ce sont des
transformations inliniment petites délinies comme nous I'avons
montré au paragraphe 8. Comme les coeflici-nts des Y / sont des
fonctions uniformes, la transformation TM par exemple est unc
fonction uniforme du point M auquel on TPapplique lorsque M
déerit c.

Soit fm )y = fy, f(n,) = [, et D' un petit domaine entourant /i3
les deux branches de la fonction f, f(m) et f'(m) sount fonctions
l'une de l'autve :

(0 | S =Up.

Supposons la transformation U holomorphe dans D', Si cela
wavail pas lieu on remplacerail 2, pav un autre point. L'équation (8)
s ¢erit done

) UL/ =Tju (N
mais
t7) [y T

done
UL =T U )

Celte derniére ¢quation est valable quelle que soit la transformation
infintment petite ¢ cousidérée ct quel que soit le point M de D, Il en
vésulte que U est permutable acee toutes les (ransformations
infiniment petites de G,

Je dis, d’autre part, que la (ransformation U appartient au
groupe (.

\insi que nous l'avons vu, en suivant le prolongement analytique
de £-' le long de C on définit des transformations de G qui & un point
de D, font correspondre un point de D,. Soit T', une de ces transfor-
malions, désignons par ¢, la transformation correspondante de g
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On ala relation
S amy="11/"(m)).

Seient 2 un point de d, ¢, la transformation de o définic au moyen
de C comme nous venons de le dive, telle que

HLmo=—m,

Par hypothése, les transformations de ¢ dépendent birationnellement
des pavamétres, il n'existe donc qu'une transformation de g qui
4 un point donné fasse correspondre un autre point donné, 7, se réduit
done & la transformation identique et

Sy == T S () ).
I en vésulte que U — T’y appartient & G,

Recierooue. — Noen dé finissant de proche en proche les trans-
Sormations dv Gy le long d’une courbe G issue d'un point M, on
obtient une transformation U, distinguie dans le groupe Gt
telle que N, ="TM,, le contour ¢ de espace BN homologue de
M, CM, est ferme,

Noient en effet ni, e m) le contour homologue de M, CM; et 0 la
transformation de  homologue de T, ; on a ), =0m,, par un
aisonnement analogue & celui du théoréme précédent, on établin
que 0 est une transformation distinguce de 25 en vertu des hypothéses,
elle se véduit & la transformation identique et m, =m_, ¢ est donc
fermé.

Conottame. — La condition nécessaire ol suffisante pour que les
v solent des fonctions uni formes des .« est que Gone conlienne pas
de transformation distinguée.

5. Eiude du prolongement analytique de [ dans un domarne
de connexion quelcongue :

Tukonine, — Lorsque le point M décrd wn contour fermd V',
les @ subissent une substitution permutable asvec toules les transfor-
.
maltions de g, '
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Il suffit, pour démonlrer ce théoréme, de veprendre le débat de la
démonstration du paragraphe 12 :

Soirnt M, un pointde I', ), un domaine entourant M,, désignons
symboliquement par f~'(M) le systéme de fonctions .« d'un point
de D, par /=" (M) le prolongement analytique de f=' lorsque M
ddcerit e contour I'. Soit

. ‘/"—1:‘.1 l(_/')
On a cette fois
SN = /-1 (W),

SHCTMY S L f (D,
On en déduit, comme au paragraphe 12,

(U == Uy, ¢ Q. B, D,

Cette fois U ne fait pas partie de g5 on peut bien définir par
prolongement analytique le long de 1" une transformation T, telle
((ue, pour un point particulicr M de D,, on ait

M == T, M,

mais T, ne se réduit pas & la transformation identique et, & pavtir de
ce moment, 'ancien raisonnement ne s’applique plus.

Soit &* le groupe véciproque de &, cest-i-dire le groupe formé de
toutes les transformations permutables avee celles de 5 la transfor-
malion U fait pavtie de g'. L'ensemble de toutes les transformations U
forme un sous-groupe (g") de g’ qui comprend une inlinit¢ discontinne
de transformations.

A tout conlour fermé tracé sur o' correspond une substitution

de (g")-

Tuvorine, — Deww contours fermés 1 et 1Y pouvant se réduire
Cun a Uautre par une déformation continue sans rencontrer de
point singulicr de G correspondent @ la méme transformation

de (&)

Soient S une surface limitée par et 1Y ne contenant aucune
singularité de (s, C un arc de courbe joignant un point M del et un
point M’ del"; I'aire A deS intérieure au contour MI'MCM' I M' CM
ne contient pas de point singulier de G, 2 est donc une fonction

Journ. de Math., tome IV, — Fasc. 1, 1925, 7



50 HENRL MINEUR.

uniforme de y dans cetle aire et ne subit pas de substitution lorsque y
décrit un contour fermé intérieur & A pouvant se réduire & un point ;
prenons comme contour la frontiére de A, on a en désignant par~ et v’
les substitutions de (g") qui correspondent respectivement a I'et & 1" :

== doune Tz ¢. Q. F. b,

Considérons un systéme de substitutions fondamentales de (g');
une substitution de (g') est le produit d’un certain nombre de
substitutions fondamentales; les substitutions fondamentales sonl
de deux sortes.

Les unes correspondent sur on’ a des cycles; elles sont analogues
aux périodes cycliques des intégrales abéliennes.

Les autres correspondent & des contours de M pouvant se réduire
a un point, mais en rencontrant des points singuliers de G ; elles sont
analogues aux périodes polaires.

En raison de ces analogies, nous appellerons les premiéres subsli-
tutions cyeligues et les secondes substitutions polaires.

1V. — Etude des transformations de G.

VA, Prolongement analytique d'une transformation de G. —
Litant donné un arc de courbe MCM’ on peut définir 2 Lransformations
T,, T,, ..., T, inliniment petites respectivement en » poinls
M=M, M,, ..., M, de cet arc, et telles que M; =T, , M_,,
M’ =T,M,; leur produit T="T,T,_,, ..., T, est une transformation
finie de G et M’ = TM. Les coordonnces des points P/ = TP sont des
fonctions des coordonnées de P holomorphes lorsque P veste dans un
petit domaine D entourant M.

Nous allons étudier le prolongement analytique de cetle transfor-
mation P! = TP lorsque P> se déplace d'une fagon quelconque sur o'
Il peut arriver que l'une des transformations intermédiaires T; cesse
d’étre définie pour cerlaines positions de P sans que pour cela T
cesse de |'¢tre. ‘

Les transformations T admettent sur o1t’, ainsi que nous le verrons,
des singularités algébriques et essentielles ; dans certains cas, elles
admeltent des coupures essentielles.
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Tukortne, — Soient T' un contour fermé tracé sur O', M, un point
de X, T une transformation de G définie aw moyen d’un chemin
M,CM, et M, = TM, (fig. 1). Supposons que M décricant le contour

r\'

MI

thg. 1.

M, UM, le point M'="TM soit constamment défint et décrice un
chemin M, IYM| non fermé. La transformation TM n'est pas
uniforme @ Uintéricur de U. Je dis qu’il existe une transformation
distinguée de G qui aw point M, fait correspondre le point M',.

Deux cas sont a distinguer :

1° I peut étre réduit & un point sans rencontrer de point singulier
de Gi. Désignons par des petites lettres les éléments de I'espace E

Ridh

R
Fig, ».
homologues des éléments précédents de oi’. A T' correspond un
contour fermé m,ym, (fig. 2), comme la transformation ¢ est
birationnelle par conséquent uniforme, m, et m; coincident, lorsque
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M décrit le chemin M, CM,C'M |, m décrit un contour fermé, d'apres
le théoréme du paragraphe 13, il existe une transformation distinguée
T, de G telle que M, =T, M,.

2 Lorsque M déerit 1, le point 7 subit une substitution < de (&)
et décrit un chemin myymg (fig. 3)5 me,y' e, est le chemin transformé

Ill,l

ney

.
7710

Iiw. 3,

du précédent par £ et comme { et < sont permutableson a m ==<m,.
Lovsque M décrit le contour M,CM,I'M CM,, m subil la substi-
tution < puisque le contour précédent se réduit a 1" sans rencontrer de
singularite de G, le chemin homologue de M M, CM,I'M,CM, dans I
est donc ferm¢ et il existe encore une transformation distinguée

de G, T, telle que M\="T,M,.

Turoneme. — Sotent T une transformation de G, M, un point,
M, =T, M, son transformé par'V,. Lorsque M décrit le chendn de
définition M, CM, de T\, le transformeé M' ="TM de M par une
transformation quelcongue U de G décrit un chemin My C'M 5l
trans formation U, de G définie par ce chemin ot qui fait corres-
pondre M a M est distingude.

I suflit de remavquer que le chemin we em homologue de M, CM,
cst fermé. Le chemin m¢’'m| wanstormé de m,cm, par ¢ est done
également fermé, or m) em est homologue de M C'M|.  c.o.v. .

Tukowine., — Etant données une transformation distinguée T,
de G et une transformation non distinguée U de G, il existe
toujours un conlour fermé Uy tel que lorsque N déerd Ve point
M’ = TM subit la substitution 't . ‘
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La démonstration de ce théoreme exige une étude approfondie des
groupes & cl &', nous la dounerons dans les cas plas pavticuliers que
nous rencontrerons dans la deuxicme Partie.

18, Définition du groupe (). — On peut considérer les
transformations distinguées de G comme formant un sous-groupe
(G de G. Soient, en effet, M oun pomnt de o, T, une transformation
distinguée de G, holomorphe dans un petit domaine 1 entourant M
sotent M’ et [V les transformés de Met' D par T, et T une autre
transformation distinguée de G holomorphe dans D', La trans-
formation T =T, T, est holomorphe dans D, c'est encore une
transformation distinguée. Si T, est une transformation distinguée
holomorphe dans un petit domane 1) et non uniforme sur o, les
diverses  déterminations de la transformation T, sont encore des
transformations distinguces qu'on doit considérer comme distinctes
de T, si Pon se limite au domaine 1.

IS0 réswmd @ Les fonctions ) des vaviables . ne sont pas uniformes;
en geéndral, d¢tant donuée une déterminadion de ces lonctions, on
obtient toutes les autres en ellectuanl sur cetle détermination les
transformations de (). Les transformations finies de G ue sonl pas
uniformes non plus, en géncral, et Fon obtient de la méme fagon
toutes leurs déterminations,

En particulior, si () se réduit & la teansformation identique, les
transformations de (v sont uniformes, donc biuniformes puisqu’elles
forment un groupe de Lie, et les v sont des fonctions nniformes des ..
Lovsqu’on effectue sur les . une substitution de (£7), les v veprennent
o mdme valeur, cesont des fonctions automorphes relativement a (2°).

V. - Gtude de la correspondance entre les transformations
de ¢ et L.

Comme nous Pavous démontré an début du paragraphe 9 en méme
temps (u’on définit le prolongement analylique des fonctions g, on

établit une correspondance entre les transformations finies de g ct G,

16. Turontne. — 1 ane transformation de G correspond une
(rans formation de & ot une seule,
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Soient M, un point de o, M, CM, un chemin définissant une
transformation T telle que M, = TM,, soient m,, ¢, 7, les éléments
correspondants de E’. Supposons un instant qu'en suivant un autre
chemin C' allant de M, & M,, on oblienne la méme transformation T
mais que les éléments homologues de E' m,, ¢', m, ¢ ne soient plus
les mémes. A la transformation T pourraient donc correspondre deux
transformations ¢, /. Le contour fermé M, CM,C'M, correspond au
chemin m, cm,c'nd, (fig. 4); d’'aprés ce que nous avons vu, la

M]
m,

transformation < qui fait passer de m, & m' est permutable avec
toutes les transformations de g ; or v appartient a o puisqu’elle est
I'homologue de la transformation TT-* de (v qui fait correspondre M,
A lui-méme ; en vertu des hypothéses, < se véduit & la transformation
identique et £ =",

On démontrerait de la méme facon le théoréme suivant :

Tuorine. — Si dewx transformations T et T de G correspondent
a une méme transformation de &, T''T~" est une transformation
distinguée de G.

Ainsi que nous I'avons vu, T n’est pas uniforme sur o et T'=T,T
est une branche de T; on peut dire si I'on veut qu’a une transformation
de g correspondent les diverses branches d'une seule transformation
de G.

Cas particulier : Ces considérations s'éclaircissent si on suppose
les transformations de G biuniformes. Dans ce cas, la correspondance
entre les transformations de g et G est biunivoque. Ce fait est
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remarquable, car il ne se produit pas pour les structures de groupe
autres que celles que nous considérons :

Considérons, par excmple, une courbe algébrique de genre 1 qui
admet un groupe continu G de transformations birationnelles en
clle-méme ; G est semblable au groupe g @ &' =@ + a. La corres-
pondance entre les transformations des deux groupes n’est pas
biuniforme ; & une transformation de G correspondent une infinité de
transformations de g de la forme

=+ mw + m'o,

m el m' etant deux entiers.

DEUXNIEME PARTIE.

LES FONQUIONS ULTRAKLEINBENNES ET LES FONCTIONS KLEINEENNES.

1. Nous nous proposons d’appliquer les résultats de la premiére
Partie & la definition des fonctions kleinéennes.

Une fonction kleincenne est une fonction analytique f(3) qui se
répéte par les substitutions d’'un groupe discontinu hemographique

ﬁ_’i’] =f(3)

(") Y=g SN SaTra

Une substitution permutable avec toutes les substitutions du groupe
continu =’ = E—:—% est permutable avec toules celles de (g");seule la
teansformation ldenuque posscdu cette propncte.

On ne peut donc délinir directement une fonction l\lemeenne quel-
conque au moyen de I'équation fonctionnelle étudiée dansla premiére
Partie. Pour que cela fit possible, il faudrait, en effet; qu’il existit
une infinité de transformations permutables avec toutes les substitu-
tions du groupe kleinéen (g') relatif a cette fonction. Or ceci ne peut
avoir lieu que si (g') n’admet que deux substitutions fondamentales et
si en outre ces deux substitutions sont permutables entre elles, c’est-



56 HENRL MINEUR.

a-dive ont les mémes points doubles. Les fonctions fuchsicnnes et
kleindennes satisfaisant & ces conditions ont ¢Lé étudiées par M. Fubini
(Annali di Matematica, 19o8). Elles se vaméunent aux fonctions
elliptiques par un changement de variables rationnel-logarithmique.
On pourrait aussi, en utilisant les résultats abtenus par M. Fubini,
sur certaines fonctions hyperfuchsiennes de deux variables, détinir des
fonctions fuchsiennes plus géndérales que les précédentes, mais encore
particuli¢res. Nous ne nous arvéterons pas { ces cas particuliers et
nous chercherons a détinir les fonctions kleindennes les plus générales.

|. — Recherche d’une équation fonctionnelle permettant de définir
q p
des fonctions kleinéeunes.

Q. Recherche de g. — Prenons pour ¢ un groupe simplement
transitif U trois parameétres, 'équation fonctionnelle f(2) =G (/N
détinit des fonctions ey, 0y, ) de trois vaviables, se vépétant pav
des substitutions du groupe g’, permutables avee toules les transfor-
mations de 2. Considérons les valeurs de f(ey, vy, 2y) le long d'une
courbe I' définie paramétriquement par les formules

@y == a(a), @y un, NIt A

et soit f|A(a), w(ed i) | = f(u).

Nous savons « priore que f(.t,. .y, ) se vépele par des substitu-
tions de g', nous connaitrons le groupe de f(#) st ¢ laisse lacourbe I’
invariante, et /(«) sera une fonction kleinéenne de « st 2’ se véduit
sur I au groupe v’ = '(1-"»7*—9-

Les courbes 1V transformées de I' par les transformations de & sont
invariantes par 2'; comme g’ est simplement transitil deux cas peuvent
se présenter :

1° Les courbes 17 coincident avee I'j dans ce cas. toutes les trans-
formations de & admettent comme points doubles tous les points de U,

puisque seule la transformation wdentique est permutable avec les

. , aw —+ b
transformations ' = ———-
co =

La courbe la plus simple qui puisse jouer le vile de U est une
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Jr
~1

droite; désignons par

. e Of af . df
NS=D g g T e
. Jf Jof ., af

Naf 22 b i g+ Do
df Jdf v ar

NS B g S

les transformations de & La surface ¢ qui a pour équation

e -
St Y ow
N -
NI=| 2y Ty <2 |=0
- -
23 Nix w3y

ost invavi:mlc par les transformations de ¢4 la courbe ' sera sar cette
surface 3. Comme nous aurons A faire l’cmde du groupe g sur 3, il faut
prendre g de facon (ue ¢ soit le plus simple possible, par exemple,
soit un plan. Mais si l'on cherehe les groupes continus de transforma-
tions homographiques possédant les propriétds que nous venons
graj X

\Ne AR A\l .
d’énoncer et pour lesquels ¢ est un plan, on trouve qu'il n'en existe
pas: nous ue reproduisons pas ici le calcul sans grand intérét qui con-
duit & ce résultat. Abandonnons done la condition que ¢ est un plang

b

pzu‘mi les groupes qui vérthient les conditions restantes, nous citerons
le groupe

., oary+ b , ars+ b , axs+b
T, T ————y Ty = ’ R e Y
ey —+d cog-d curyg—+ o

La droite v, = &, = ., joue le role de U ct & se compose des trois
plans passant par U et par les axes des coordonnées.
2° Les courbes 1" engendrent une surface, Tel est le cas du groupe

ar,+ b,
—_—"
coyg+d

. ‘l —
t\z*,—i—d vy
CXy+ 1)
. o axy+ b

) cas+d

‘n écrivant ces transformations en coordonnées homogenes, il est

)
Journ. de Math , tome IV, — Fase, [, 1925, b}
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facile de voir qu’elles forment un groupe

@)= axr+ by,

‘1", =ca, + drs,
&€y = . axry=+ by,
&= cy+ drg.

g laisse invariante le quadrique (&), —.y 2, = o et chaque géné-
ratrice du systéme (1) de ¢ d’équations.a, = A a,,.v, = A. Ll transforme
lesunes dans les autres les génératrices de 'autve systeme (H) v, = v vy,
Yy = U,
Le groupe g’ formé des transformations permutables avec toutes les
transformations de g est
= a4+ 3.,

QB = Ay -t 9@';1

">

1

€

=+ Oy,

!

R A 6‘1".

1l laisse invariant ¢ et chaque génératrice du systéme ()3l trans-

g
forme les unes. dans les autrves génératrices (1). Sur une généra-
ALy + D .
7y 0

L’un quelconque des deux groupes que nous venons de citer peut
jouer le role de g3 nous choisivons le second de ces groupes. On pour-
rait développer avec le premier une théorie semblable & celle qui va
suivre.

trice (11) o' se réduit d @), =

ll. — Définition des fonctions ultrakleinéennes.
3. En définitive, nous prenons pour g le groupe

ar - bay

. e+ duy . oax;+ b
(&) ai= :, =
eyt d

—— R o
cay+d P ey - d

'
‘2‘3 =

Dans le cas présent G est un groupe continu i quatre variables y,,
¥y Yy, ¥, et trois paramétres conservant la multiplicité

F(an e, Yo yy)=o .

N

et vérifiant les hypothéses que nous avons énoncées dans la premiére
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’

Partie; g’ ne contient pas de transformation distinguée et dépend

o . a b ¢ . !
birationnellement des paramétres —» =, -+ Supposons, par exemple,

que les y;= fi(v,, &y, x,) solent des fonctions uniformes, le
groupe (g") de ces fonclions est un sous-groupe de g’. Si y, est holo-
morphe sur une région de g, la valeur f,(w3, 5, w) prise par y, sur
une geéndratrice (1), est une fonction kleinéenne de 5 sur cette géneé-
as-+b

Pour cette raison, nous divons que les y; sont des fonctions ultra-
kleinéennes des trois variables v, @, £,.

ratrice, le groupe (g7) seréduit & 3’ =

A. Recherehe du domaine fondamental de (g'). ~ Nous appelle-
rous ainsi un domaine P de l'espace 1/ (@), 27, w,, @, @}, a}) tel que
tout point de @ soit transformé d’un point de P par une substitution
et une seule de (g”). lin d’autves termes, dans P les fonctions y,, y.,
V4, Vs prennent une fois ct une seule des valeurs quelconques ¢,, ¢,
¢4y ¢ vérifiant lavelation I (¢, ¢4y ¢y, ¢,) = o(sauf peat-étre certaines
valeurs exceptionnelles). On obtient ce domaine de la facon suivante:

Lmaginons que dans la multiplicité 9’ on ait tracé des coupures &
5 dimensions rendant cette multiplicité simplement connexe; et
telles qu'un contour fermé quelconque tracé sur O/ ne traversant
aucune des coupures ne puisse se réduire & un point sans rencontrer
de point singulier de (i. Désignons par o la multiplicité ainsi
découpée. Iaisons décrire au point My, ¥1, oy Yo Vs Yor Vis Y1),
la multiplicité or; le point e correspondant déerit un domaine P qui
est un domaine fondamental de (g'), caril y a correspondance biuni-
voque entre P et on.

Si l'on décrit sur on' un contour fermé traversant une des coupures,
le poiut m correspondant décrit un contour non fermé et subit une
substitution de (g’). Employons la terminologie de M. Giraud (').
Le domaine P est limité par des faces 45 dimensions, ilades «arétes»

44, 3, 2, 1 dimensions et des sommets. Aux deux bords d’une coupure
de M correspondent deux faces opposées de P.

(') Legons sur les fonctions automorphes (Gauthier-Villars),
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8. Le domaine U comprend-il des points de 7 — Si I'on consi-
dére un groupe de transformations birationnelles tel que g, il existe
toujours une multiplicité singulicre que le groupe laisse invariante;
elle s'obtient, comme nous l'avons vu, en annulant le déterminant des
coeflicients des transformations infinitésimales. 11 n'en est plus de
méme pour les groupes continus tels que (v engendrés par des Lrans-
formations infinitésimales & coefficicnts rationnels sur une multiplicité
algébrique. Soient

o o of A
1/—-7111 () -+ z():)‘;;‘ “i- fu:;(—).)",:i -+ fln;%:’

J af )/ J
f— ﬂ»l )fl -+ Tiae ):’/’2 -1- ‘n_l:;(;—:)-— -+ Tiay ()f

o o . df

e
Lc,/-—ﬂ:nﬁ‘*" Tiga )), ﬂno, +’I:nz).v"

Supposons qu'en un point de i, ne soit pas nul, et que les

)
équations de (& soient holomorphes. bne multiplicité invariante est
délinie dans le voisinage de M par

Ty Tha My
A== sy M Ny |7 0.
N3 Nax N

Mais il se peut (ue tout point de o vérifiant I'équation A, = o vérilie

~
.

dJ ) - . . .
aussi oy, = O D'une facon plus générale, soit A; le déterminant

obtenu en supprimant la colonne de rang 7 dans la matrice des v il se
or . . _ .o

peut que — = o soit unc conséquence de ; = o quel que soit /; dans
dyi

ce cas, 81l existe une multiplicité invariante, elle coincide la multipli-

cit¢ singuliére S définie par les équations

o _
’ dy; -

=

En un point de 4; = o on peul exprimer les coordonnées de Jiu au
moven de trois paramdétres ¢,, ¢,, ,; exprimons les transforma-
tions Y;f au moven de ¢, ¢,, ¢, ct formons le déterminant corres-
pondant A. Bien que sur S on ait ;= o (/i =1, 2, 3, 4,) il se peut
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que A ne soit pas nul. 1l peut donc arriver qu’aucune multiplicité
tracée sur 9L, meéme se réduisant & un point, ne soit invariante par G.
11 faut donc considérer deux cas suivant qu'il y a ou non sur 2 une
multiplicité invariante.

6. Cas oft il 0’y « sur Ox aucun élément incartant pour G. —
Considérons un domaine Dy de it et suivons le prolongement analy-
tyque des fonctions vy, w,, v, de v, ¥,, ¥, ¥, en dehors de D,.
Comme nous I'avons fait au Chapitre précédent, transformons D, par
une transformation infiniment petite 'I', de G, puis le domaine ainsi
obtenu par T, et ainsi de suite; je dis que si 9L ne conlient aucun
élément invariant, on finit par recouvrir ainsi 9K tout entier au bout
d’un nowbre lini p d’opérations en choisissant convenablement les
transformations T, Ty, ..., T,

St cela n'était pas, il v aurait au moins un point M, qui, aprés la
“u opération, ne scrait pas dans le domaine transformé de D, et
cela quel que soit n; les points M, aucaient au moins un poiut limite M
(qui neserait le transformé d'aucun pointde D, parune transformation
tinie de (v; mais le lieu des poiuts M possédant cette propriété est
manifestement invariant par G, ce qui contredit I'hvpotheése.

Considérons le domaine «, de lespace @y, x,, @, correspondant
a D, etles transformations¢,, ¢,, ..., {, corvespondantal,, T,, ..., T

n

”
si 'on applique & d, successivement les transformations ¢,, 44, ..., (,,

on obtient un domaine qui ne conticnt aucun point de ¢ ni & son inté-
ricur ni sur sa frontiére et qui contient’le domaine fondamental I’
de ().

Dans ce cas, I’ ne contient aucun point de 23 réciproquement, il est
facile de voir que si le domaine fermé I* ne contient aucuu point de ¢
aucune multiplicité de orv n’est invaviante par G. Tous les points de ¢
sont alovs des points singulicrs essentiels des fonctions y.

I1l. — Etude des fonctions ultrakleinéennes sur d.

7. Hypotheses supplémentaires. - Nous ferons désormais les
hypothéses supplémentaires suivantes :
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1° 11 v a une multiplicité & deux dimensions A invaviante pour G.
2* Sur A les déterminants d'ordre 2 issus de la matrice v sont
nuls.

3° Lin un point y!, ¥, v2, ¥t de A olt par exenple © ~‘— n’est pas nul,

le développement du déterminant suivant les puissances de y, — )y,
Va— )%, ¥y — ¥y commence pav des termes du second degré non nuls.

L.e groupe (i étant détini par trois transformations mﬁmlcxnn.nl&
la vérilication de ces hypothéses n'exige que des calculs rationnels.

Il vésulte de ld que sur A les tl‘\nsfmnmlmns inlinitésimales Y, /,
Y./, Y,/ sontlides par deux velations linéaires & coefficients variables.
Sar A les trajectoives (), d'un sous-groupe quelconque de G & un
paramétre ne dépendent donce pas du sous-groupe considéré: ces
coutbes Q, forment une famille & un pavametre et chacune d'clles cst
invariante pour G. Soit i’ le groupe des transformations permutables
avec toules celles de (i comme conséquence de ces hypotheses, A est
invariant pour (',

En certains points singulicrs de 3, les hypothéses précédentes seront
vérifides a condition de faire auparavant sur les g un changement de
variables algébrique. 11 existe, ainsi que nous le verrvons sur des
cxemples, une autre multiplicité A, invariante par G sur laquelle les
hypothéses précédentes ne sont pas véritices,

Si les hypothéses (1), (2) et (3) sont vériliées, les fonctions y sont
holomorphes sur une certaine région de 3. Pour démontrer cette pro-
position, nous montrerons que les @ sont des fonctions algébroides
sur A toul entier. Auparavant, nous ¢ludicrons & et (i respeclivement
sur ¢ el A.

. N .
8. Etude de g sur o. - L groupe g est isomorphe au groupe
homographique & une vaviable. Les sous-groupes g, de @ & un para-
métre sont donc formdés des transformations de & lcllcs que les teans-
as+0
formations " = ——— qui correspondent aux mémes valeurs de a, b,
¢, d ont deux points doubles donnés « et 8, ces derniéres transforma-
tions sont de la forme
o —_ % : — A

g @ ~'_____13'
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Les ¢quations d’un sous-groupe & un parametre de ¢ sont done

s (e—83)r,—aB(1— 0).2'
T T e+ @t — 3
(1—0) vy (20— 3)

(=N +al—3
(1—60 2y—a3(1—0)

e |

-+ 29 =75

4
€O =

olt o et 3 sont des valeurs fixes arbitraires et o 0 désigne le para-
métre. Désignons par / la transformation précédemment écrite, la
transformation ¢, ot # est un entier positif ou négalif, correspond &
la valeur 0" du paramétre.

Considérons un point quelconque m(.r,, vy, vy) de I'espace E, la
lmJeclou'e du sous-groupe g, issue de ce point s’obtient en considé-
vant ., @, v, comme les coordonnces d’un pomt courant et 0 comme
un pammctre, c’est une droite dauns I’espace’ & trois dimensions .y,
XAy, Xy

Dans l'espace imaginaire & six dimensions 15'(.2', vy, ), @y, al, @)
celle trajectoirve est une wultiplicité & deux dimensions dont les coor-
données s'expriment rationnellement au moyen de 0’ et 0” si I'on
pose 0 = 0"+ 70",

Appliquons au point s la transformation " de g, et faisons tendre 2’
vers 'inlini, nous obtenons le point limite

| ¥ ri—aLy
vy— &
(1) X z,—ac.z.’
( A —
LN =3,

st|0]>1, etle point

$y— 2

L. . ry— 32
(LY N T2
: By
4
N|=a,

si |[0]<1. Le point (L) dépend de m(x, @y, 2y), mais' quel que
soit me, il sc trouve sur la génératrice Py w, =8, &, = f.¢; du sys-
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teme (1) de ¢: (") se trouve sur la génératrice Dy w, = a, v, = 2w,
du méme systéme.

Les trajectoives de g, sontdonc les droites qui rencontrent P et Py,
clles forment une congruence linéaive qui a pour divectrices deux géngé-
ratrices du systéme (11). Les formules précédentes définissent une
transformation qui au point e fait correspondre le point (1.)3 on peut
convenir d’appeler une telle transformation ransformation infinie
de g il lui corvespondra dans G des transformations inlinies.

Dans ce qui précede, nous avons supposé 2 ¢t 3 distincts; considé-
rons maintenant un sous-groupe &, pour lequel les deux génératrices
doubles sont confondues; les points limites d'un tel sous-groupe sont
sur la génératvice double, et les trajectoires sont des droites tangentes
A 8 en un point de celte génératrice.

Un sous-groupe & deux paramélres g, de & s’obtient en donnant
dans les équations de g, une valeur constante & a ct des valeurs arbi-
traives & B. Les trajectoires de g, sont les plans qui passent pav Py
ils sont donc langents & 8. Soit A un point de fa génératreice P5, toute
droite issue de A peut dtre considérée comme une trajectoire d’un
sous-groupe & un paramctre de g,.

Désignons par

N f= 0/ - A s

()J‘. i .()-1'3
N e daf . s
Nafz=0n AR Bt day
o L of , ooy o 2 O
No Sy ;)~".| = (B — ) Dty oty ()J":x\

trois transformations infinitésimales de @3 on a

0 == (0= g )

on vérifie facilement que si .y — .y = 0, les mineurs du second
' . d N S A R ' | \ . YO

ordre de ¢ sont nuls, 1'¢tude de g est analogue & celle de g1 il saftit

dans le raisonnement d'échanger les deux systémes de géncratrices
N

de o.

V. Etude de Gosur A. — Nous déxignevons par g le groupe que
I'on oblient lovsqque dans les ¢quations de @ on suppose le point

B
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N\ . ’ ’ ’ ] N )
m(e,, vy ay) sur e le point.e 2, ) est également sur 23 nous pouvons
20 .
supposer par excmple que dans & on remplace &, par—» on obtient
N 2y

alovs les équations de E exprimées au moven des varviables v, @,.
Nous désignerons de méme par G ce que devient G lorsqu'on se borne
& la cousidération des points de A; nous supposerons G écrit au moyen
de ), et de y,.

Sur 5 les mincurs du second ovdre issus du délerminant (5] sont
nuls: on a done, ainsi que nous l'avons déja dit, des identités de la
forme

Ny = (e ')_\—1_/ —\_«,/: NN '.»)Tl-/
De méme, en vertu des hypothéses du paragraphe 7,
of e rd Vi V=0 )Y

Lics groupes & et G sont-ils semblables? on d’autres termes, existe-t-il
des transformations / de ¢ en A telles que G :7';}"‘? D’aprés Lie
(Theorie der transformations- gruppen, Chap. \IN), une telle
transformation 7 doit vérifier les relations -

ou(ny ) = (O 0 )
Calivns ) = a0y Ya)e

Il semble que / soit entiérement délinie; nous allons montrer qu'il
n'en est rien el que les deux velations précédentes se véduisent i une

scule
Considérons la teansformation infinitésimale

NS =N + aNof 9Ny f

de g3 écrivons que X/ admet le point ), .}, de ¢ comme point
double. Lin vertu des relations entre les \, nous oblenons la con-

dition
)"i‘.u?l(""l‘ ' “) I'V"'(In I“>:”

L’ensemble des transformations N f vérifiant la condition précédente
conslitue un sous-groupe de ¢ & deux paramétres; en vertu des rela-

Jowrn. de Math., tome 1V, — Fasc. I, 1g25. 9

4
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tions de structure
(Xy, Xo) =Xy, (N1, Ny) =2\, (N2, Xy) =Xy,

un sous-groupe & deux parameétres est délini par une ¢quation linéaire
en A, u, v de la forme
ko luO + 0= o,

o 0 est une constante arbitraive. Il en résulte que
92( vy, y) = Q}(.I‘,, "l"l)'

Dans le raisonnement précédent, seule la structurve de o est inter-
venue, on a donc de la méme fagon $,()\, v =43(ry, ».). Les
velations ¢, =1, 0, =", sc réduisent par suite & une seule, & savoir

S

0, (s ) = 4)1 (e ).

On peut interpréter géométriquement cette relation. Ainsi que nous
le verrons par la suite, le groupe G’ laisse invariantes une infinité de
courbes (), dépendant d’un paramétre; ces courbes Q, sont les tra-

jectoires d’un sous-groupe quclconque de G'. Soient ¢ une transfor-
mation de g’, 2, un sous-groupe de ¢ & deux paramétres, l'identité

RS
2= gt

montre que si un point 7 de ¢ est un point double de g, il en est de
méme de tous les points de la génératrice I du systéme (11) passant
par ., Un raisonnement analogue montre que si un point M de 4 est
point double d’un sous-groupe G, il en est de méme de tous les points
de la courbe Q, issue de M. Le lieu des points doubles d’un sous-
groupe G, a pour équation ¢, (y,, v,) = const., les courbes Q, sont
donc algébriques. Si dans la similitude établie entre g et G, g, et G,
se corvespondent, les courbes I et Q,,, lieux des points doubles res-
pectifs de g et (3,, se correspondent également. La relation ¢, =},
établit donc la correspondance entre les génératrices du systéme (11)
de ¢ et les courbes Q,; on voit que cette correspondance est algé-
brique. '

Soil g, un sous-groupe & nn paramétre de g défini par la transfor-
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mation infinitésimale
Xf“‘“‘)\.\_lf-\“u\g/-*-‘)\.nf‘ .

£ admet comme licu de points doubles deux génératrices du sys-
téme (I1) qui sont délinies par ‘

( 1) ey THTVE— G
Aot py+ vl =o, clest-dedive
-

RBP4

e s Vi — 4k
2v

Le sous-groupe (i, correspondant admet aussi deux courbes Q,
comme lieu d¢ points doubles; en clfet, G, est délini par

VAN S kY S oY S,

et 'équation qui deternine les points doubles
Aok pyg v o

sc décompose en deux cn vertu de =4} :

Y Tt 1
((\u M WYL o= - “N"""““-w

—p i-\u’—-—q)u
QW) Gy == — ‘” LN

(Q,’) corvespond & la génératrice (11') de & et (Q.) A (11").

10. Recherche des racines de Uéquation en S relative ¢ une
trans formation infinitésimale de @. — Considérons une transfor-
mation infinitésimale de o :

X/ =AN S+ uXef =9\ f

: dJ
= (A ok B V) 0{ — V(2 =y u) ——,— + (A g+ z")d

Soit m, (), xy, «y) un point double de X/, m, vérifie les conditions

D3
Lt pay vyt ==o,

al— ey = 0.
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I'aisons une translation des axes de facon & amener Uorvigine en m,
a4 Ty e, Wy T b, T L A

et bornons-nous dans le calcul de X /"aux termes du premier ordre par
rfapport aux @'t

- a ) . ) J

N/= (v —ah (- vl - ! -———’:

i - ()"‘

Sy af

e I SV N B BN TR " —

: .,

\ ' , Gy oy ‘)/‘
+ (v (==

vy

Nous appellerons équation en N velative & N £ el au point m,,
'¢quation en S velative aux trois formes lin¢aires en . 2, @, qui
constituent I'ensemble des termes de plus bas degré des cocflicients

do U or o

R lans \ /. Ces racines sont
de’ dal oy ( ) S/ !

‘l\

\,___U.-+-')‘)I TN NaTZ 0, Sy N,

£ est une fonclion de %, u, v; rcmplm‘ons 'y par sa valeur, nous obte-

nons s = gy u¥ — JAvavee 2 =1, la présence du signe = n’a vien qui
doive nous ¢lonner, un sous-groupe g, admet en effer deux généra-
trices de points doubles, on ne peut donc caractériser enti¢rement une
génératrice (1) pav un sous-groupe de & & un parameétre qui la laisse
invariante.

[Ftant donnés 7\, w, v et £ ou, ce qui revient au méme, @, et la génd-
ratrice double qu'on ¢tudie, &, 84, 8, sont déterminés. Les vacines de
I'équation en S pour un sous-groupe g, sont les mémes en tous les
points d'unc méme génératrice double.

Ceci est évident « priori. Enellet, solent m, ¢t m, deux points de
la génératrice (") par exemple et T' une transformation de 2” telle
que m,="T"m,, lidentité &= T'g rl"" moutre qu’en m, et en m),
les racines de I’ cquanon en N relanv . sont les mémes, puisque ces
racines restent invariantes st l'on f.ul. un channcmcnt de variables.

Cherchons les racines de 'équation en S velative & me, et & .\./‘;
Péquation de ¢ st

At — e, el =,

1L 2
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\/ a donc pour expression, cn se limitant aux termes du premier
degrd,
) Of

\ 2yt
L S VRGN RN SN

—\—/‘: ) . i ‘)f R
R Lo

.‘.\d

Les vacines de Péquation en 8 covvespondante sent done s, et s,.

L1 Ltade des racines de Uéquation en S relative a une trans-
Jormation de (. —— Nous allons démontrer que les racines de l'éqm\-
tion en N relative & un sous-groupe G, sont dgales & celles de 'équa-
tion en s relatives au sous-groupe correspondaut &, en un point de la
génératrice douhle corvespondante.

D'aprés ce que nous avons démonteé au paragraphe 9 les groupes &

et (v sont semblables et les transformations / qui vérifient Uéquation
j:g? te G

dépendent d’une fonction arbitraive. Comme les racines de ! cquauon
en S relative & une transformation infinitésimale ne changent pas si
P'on effectue un changement de variables, les racines relatives a\ \ /el
ay VA sont les méaies en deux points homologues. Les racines N, et S,
velatives 4 Y fsont done S, =, =&, S, =5, = o.

Il est manifeste que (lcll\ racines de 'équation en S relative d Y/
sont ¢gales & celles de Y £; nous allons montrer que la troisitme

acine N, est égale & vy, c'est-di-dire & .

.\mtO un point de 4, dans le voisinage de O faisons un changement
de variables tels que, si Pon désigne par vy, ¢y, vy les paramétres qui
servent & délinic un point de ai, le point O at pour coordon-
nées vy = ¢, = v, = 0, A ait pour éyuation v, = o el les courbes
¢y == 0, vy == const, Désignons par Z, £, 74, /, Z, f trois transformations
infinitésimales de G telles que 7, f et Z, f adwmettent O comme point
double; 7, et Z, forment donc un groupe & deux pavamétres et d'aprés
Lie (t. 1, Chap. 1) on peut choisiv 4, Z,, Z, de telle sorte que

(Zyy 7)) — 7, =0, (72, 7,) — 272y=0, (23 1y) =71y =o.

Développons les coefficients des 7 suivant les puissances de vy, vy, 043
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en verta des hypothéses faites sur G, ces développements ont la forme

. o 0]

1.f= (3 ) = A va = Fyvy =+ 2 vy b )(')‘({‘
1

d af

(@ Qe @Ay vy )()‘/ e (N - Ao+ )\/

3
e a e
/“/-- (Byer =+ Bars+ Byey+ 311“i+---)()T
1

Jdf dJd
+ by +bpey b byva by vy bl0L) (—)‘/- + 3 (Ba+ By 4. ) /

S . 9
Lof = (o i+ 7avs+ 7 "a+‘/n“}+'~-)d“/,‘|

af

, . G < Jf
B N O N A S SR O T ))‘~-1 ¢35 (Co - Gpoy .

. -(-)T:.
Substituons aux variables + les vanables ¢ définies par

o= e ey ke,
:3 S A

Gy == Vg0

A a encore pour équation vy, =0 ¢t les courbes ()

J. vy =0, v, = coust.
prrnnom les Y / au moyen des variables v; les nouveaux coefli-
cients « et § sont
oy == oty + ha,+ kA,

By = Bu+ hby+ kB,

Le déterminant @,B,— 6, A, n’est pas nul, car le développement
de A suivant les puissances de v est

A - ‘/(](a()Bo’_' b(i ‘\(l)“i +.. b}

et si @, B, — b, A, était nul, A commencerait par des termes du troi-
sitme ordre au moins, ce qui est contraire a I'hypothése. On peut
donc choisir 4 et k de fagon que @, = o, B, =o0. En d’autres termes,
on peut supposer les variables v choisies de telle sorte que «, et 8,
soient nuls, ce que nous ferons par la suite.

Considérons une transformation Z f = AZ, f+ vZ, f admettant O
comme point double, les racines de l’équation en S relative & cette
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trausformation sont
s= 3. t,=o, sy= pBy
Substituons les expressions précédemment écvites de Z,, Z,, Z,

dans Uidentité (Z,, Z,) — Z, == o etannulons tous les termes de degré
inférieur & 2, il vient

A== 0, 'O‘S(.Sl_‘):u* 3\\;33"1)\33%:05

»
N by— Bya,— ay=o, A,

Il

Q.

Aunulons de méme le terme constant de (Z,, 4,) — Z,, d’ou
7&'(‘ + .31) =\

v, e peut étee nul, sans quoi le point O serait point double de loutes
les transformatious de (v et les mineurs du premier ovdre de A sy
annuleraient, ce qui est contraire & 'hypothése (1); done 3, = — 1,
ceci moutre que s, = -— &. Celte racine s, ne dépend pas de (v, nous
retrouvouns ainsi un résultat déja établi. St T'on tient compte de
8, = —1 les premicres relations trouvées donnent

=y =\, =0 et a, (1 4+ B =y, ayBs==o.

Mais a, ne peut &tre nul, sans quoi la transformation Z, f serait du
sccond ordre et puisque Z, est du premier ordre, A commencerait par
des termes du troisieme ovdre, ce qui est contraive & hypothese.

Onadone B, = — 1, c’est-d-dire s, = s, et B, == o; en définilive Z,
et Z, sont de la forme

o ‘ of i af Jf
/‘I./'— ("t‘---) ;X: -i-\(l\\\g‘f—...)m ( ..~) ‘(")T‘;)
g o of - o ar
/Qj__(__.\‘-*._,_):)—\\-l ~}—(1)“l3+...)5“;(~"3+--. .d—*‘—x’

les termes non écrits étant du second ordre.

12, Etude des trajectotres d'un sous-groupe de G dans le voisi-
nage de O, — Les trajectoires d’un sous-groupe G défini par Z,, Z,
admettent O comme point double et sont délinies par le systéme

(3) S{_\‘_‘_‘ — d&‘, (,&'3
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4 4'1./‘ (l/ /
e ‘qm\—‘—l— o Dans le

voisinage de O, %, 7, < ont des développements de la forme

ot l'on pose Zf=n%, [+ ul, /[ =

o ¢
':.

= (hay -+ 2 by, .

o= S il

ITaisons sur les ¢ la transformation

)=
ty s S0y — Aty - @b Yoy,
Wy =5
£, 4. Tdeviennent .
s

VIS R L

= T e e

'

les termes non écrits élant de degré aun moins égal & 2.

D’aprés un théoréme classique sur les équations différenticlles, le

systtme (2) admet des intégrales dépendant de deux constantes C,
ct G, et repr ésentées par les equallons

o 9, (Cl et (“2 cs!)’
2= 0, ( Gy e, Gy e,

= @, ((q et [ (N ('\I)

II

Les fonctions ,(x, 8) sont holomorphes ct se réduisent & zéro pour
D( 21, O.\
D(x. 3)
x=fB=o.llya donc une infinité simple de l,chclou‘os de Z f dépen-
dant d’un paramétre et passant par O; elles sont situées sur la sur-
face 8, d’équations

a=f3=o, ¢t le déterminant fonctionnel n'est pas nul pour

C=oa 8)  (i=1a3),

D( Oy 93)
D=, )

lons-le, a pour equalan ¢y =0, S, contient la droite v, = v, = o qui
est une trajectoire de Z f.
Cherchons 'équation du plan tangent en O & la surface S,, soit

Comme =222 nest pas nul, S, n’est pas tangente & A qui, vappe-

Avy+ B+ Coy+.0o=0;
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I'équation de 3, comme le plan tangent en O, cmm?nt la dvoite
Vg =0y =0, ‘\ = 03 de plu\ N, ¢tant lavariante par "'/.
.V.(Ht"-‘\— Gy -l—. LT
ou
. [ Byt 2b) — a0
on a done
(W _ Tty -+ :JJ),\
o Em

13 13
’ [

et 'équation du plan tangent &3, esl
= Uy - ()‘(I.\ - ‘ub“)\'xz—. .

a, ue pent étre nult nous avons démonted en effet que #, = 03 st a,
Stait nul, 7, / serait da second ordre en Oy ce qui est conteaire aux
hypothéses, On peut done chaisie & et w, e'est-d-dive la transforma-
ton Z £, laissant O invariant de facon quo le plan tangent {t 8, soit un
plan arbitraivement donndé passant par la droite ¢, = ¢, = o et distinct
du plan vy = o,

Soit o, V. o) un point double de G, voisin de O3 on peut vai-
sonner sur b eomme on a vaisonnd sur O3 1l existe une infinité stmple
de trajectoires de Z /£ passant par Ly clles sont situdes sur une sur-
face B, non tangente & A et coupant A suivant la droite ¢y, = V. Dans
le vowsinage de O faisons un changement de coordonndes (v, vy, ¢yt
Wy, Wy ) el que les nouvelles coordonndes w de O soient (o, o, 0),
celles de Teo, Vi o) et que les dguations de A et 8§, soieal vespective-
ment wy=o,w, =V, G lui\‘\‘o invariante la famille de plans wy=const.

N el e . - (,/
Soit 4 f =3, e L T— les ¢guations des transformations de G,
1

exprimées au moyven du paramétre canonigue, s‘obtienncnt en inté-
grant le systéme

ey . ey v,
e T IO, = I3
o) T o o :

f1 6

' == (, est une intégrale premicre de ce systéme qui se réduit done &

dw, - . .
o 2z S, Gae ayg ),
dwy o .
d5 e\t Gy g

Journ. de Math., wome IV, — Faseo Loagd. : 10
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Par un changement de variables, la forme canonique des termes du
premier degré de £, n, I n’a pas changé ; le systéme précédent admet
donc, d’aprés la théoric classique, deux intégrales de la forme

t‘)l(“.l‘ (‘ug. “.S) jong (:l (’S[)»
By (. Gay y) = Gy e

0,, 0, s'annulent pour w, = w, = o quel que soit w, et le détermi-
D(8,. 6,)
D(ay..wy)
équations de G, sont de la forme

nant n'est pas nul pour w, =w, = o. ll en vésulte que les

\\*; = \“3.
O, (W, Wiy ) = 00, (g v wy),

Oy (w7, wy, i) = et B (g oy,

Sous cette forme, la vépartition des trajectoires de (v dans le voisi-
nage de O apparait nettement. Etant donnée une direction quelconque
issue de O et située dans leplan w, = o, il existe une trajectoire de G,
et une seule tangente en O & cette divection.

13. Etude de f-* dans le voisinage d'un point de A. — Tout
d’abord, introduisons la couvention de langage suivante : Soit f(.v,,
€, 2y ) une fonction analytique d’un pomt m (e, @,, r,) de 'egpace &
trois dimensions et soit y une courbe analytique de cet espace définie
par les formules paramétriques

=93 177 pe(3). oy = us(3).
Nous appellerons fonction f sur la courbe 5 la fonction de =
SR L2003 2a(3) ot

Nous dirons que f est une fonction holomorphe de @, x,, @, sur vy
si £(s) est holomorphe.

Tukorine. — Les v sont des fonctions holomorphes des y dans le
voisinage de Asur les trajectorres des sous-groupes & un parametre
de G pour lesquels u* — 4 Ay n'est pas nal.

Conservons les notations du paragraphe précédent; désignons par T
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une transformation de G, pour laquelle || < 1, et par M, un point
de coordonnées o, wi, ! voisin de O et non situé sur A. D'aprés la
forme que prennent les équations de G, dans le voisinage de O le
point T" M, tend vers le point M, (o, o, w}) pour 2 infini. Soient 7 la
_transformation de g, qui correspond i T et m, le point homologue
de M, ; comme nous I'avons vu au pavagraphe 8, le point ¢ m, tend
vers un point ,2 qui est point double de g,. Par un changement de
variables les ¢quations de g, pcuvent dans le voisinage de 2., se metlre
sous la forme
x; =X,
0, (X', N, NO) == e90,(Xy, Nay i),
0y(N), .\2, .\;) = ¢N0,(X\, Na» Xy).

On peut s’en assurer directement en examinant les équations écrites
au paragraphe 8; la valeur de s est la méme pour g, et G, ainsi que
que nous 'avons vu. Soient X}, X}, X} les coordonnées de m,. La tra-
jectoire I de G, qui passe par M, 8 pour équations

O oy v ay] O et wl, ad]
Ouf oy, way wy] T O el ald] T

=G, (wy=w3),
les w désignant des coordonunées courantes; de méme la trajectoire

de g, issue de m, a pour équations

2[N1, Noy Nyl _ O[S, N3, .\°|
T N Ny Na ) TGN XY, N

=G, (Xa=X3)).

Les points M, et m, se correspondent par la transformation f; il en
est donc de méme des points M = TM, et m = tm,; solent w,, w,, w;
les coordonnées de M et X, N,, \, celles de m, comme T et ¢ corres-
pondent i la méme valeur du paramétre canonique 0 on a la relation

O (v, aa ) O (a, o, wy) o

0Ny, Nae X)) 00X XS X))

Cette équation, jointe aux équations de y, montre que X,, X,, X;
sout des fonctions de w,, w,, w, holomorphes sur T" dans le voisinage
D (6,, 6)

du point double M| puisque l¢ déterminant DX, X))

n’est pas nul
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en M. Réciproquement, les « sont des fonctions des \ holomorphes
sur v dans le voisinage de .

Tutorine. — Les w sont des fonctions holomorphes des y dans le
voistnage de O sur toute courbe passant par O non langente @ A.

Ainsi que nous lavons vu, on peut toujours trouver un sous-
groupe Z f admettant O comme point double et pour lequel la sur-
face S, correspondante est tangente & un plan arbitraire contenant la
droite v, = v, = o el distinct de ¢, = 03 de plus, il existe une trajec-
toire de Z f tangente & une direction avbitraire du plan tangent & S,.
Ftant donnée unc direction arbitraire issuc de O et non tangente a A,
il existe donc une trajectoire d'un sous-groupe Z / tangente & cette
direction. On peut donc faire un changement de variables, qui subs-
titue aux w les coordonnées u,, w,, «, tel que A ail toujours pour
¢quation u, = o et que les trajecloives des sous-groupes issucs de O
aient pour équations

U= cuy, y= ¢ u.

Soient w, = w, + i1, (k =1, 2,3); considérons dans Pespace & six
dimensions ', «}, «,, «,, ¢, ¢, un cone 'S dimensions de sommet
u; = u; = o dont aucune génératrice ne sc trouve dans la multiplicité
N i, = uy=o0; désignons par D le domaine délimité par ce cone qui ne
contient pasd’. Posons

U= —) U.::I—,E, U,= «';
Uy i,
au domaine D correspond dans l'espace U, U, U,, U, U, U} un
domaine D'. D’aprés le théoréme précédent, les .« sont des fonctions
holomorphes des y sur les trajectoires des sous-groupes de (33 or ces
trajectoires sont les courbes U, = C, U, =C'.

‘De plus, lorsque U, = C’, les & sont des fonctions holomorples
de U,, U, dans le domaine que I’on obticnt en coupant D’ par la mul-
tiplicité U, = C7. Lin effet, si C” n’est pas nul, la multiplicité U, =
n’a aucun point commun avec A et, si U, est nul, U'intersection du
domaine D’ et de U, = o se réduit au point O ct lorsque le point #,,
iy, u,; tend vers O le point .\, @,, .; correspondant tend vers un
point déterminé de .
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1l résulte de 1a que les .¢ sont des fonctions holomorphes de U, U,
U, dans D'; il suffit pour s’en assurer de se rappeler le théoréme sui-
vant :

« Si une fonction de » vaviables f'(w,, 2y, ...y ,) esl une fonc-
tion holomorphe de ., ¢, ..., .t,, lorsqu’on donne & .t, unc valeur
constante arbitraire et une fonction holomorphe de .v, lorsqu'on
donne & &y, .y, .., ,., des valeurs quelconques, c’est une fonction
holomorphe de .y, .y, «vy 2 »

Le th3oréme énoncé découle immédiatement des résultats précd-
‘dents, car, étant donnée une courbe y issuc de O non tangente & A, on
peut choisic le cone I' de telle sorte que y soit dans le domaine D; sur
la courbe ¥ homologue de y dans Uespace U,, U,, U, les 2 sont des
fonctions holomorphes de U, U,, U3 ils sont donc des fonctions
holomorphes des y sur . C. Q. F. b

Theonkse, — Les @ sont des fonctions holomorphes des y dans le
vorstrage de tout point de A, — Dans le voisinage d'un point O de A
faisons un changement de coordonnées. Soient 3, 3,, 3, les nouvelles
coordonnées; on peut choisir ce nouveau systéne de telle sorte qu’au-
cune des courbes coordonnces

onst.. Sez= const.,

{ 5 | 33== cousl.,
onst., ? 3= const.. ) sy==conslt.

o0

ne soit langente & A dans le voisinage de 0. D'aprés le théoréme
précédent, les . sont donc holomorphes sur ces courbes, en d’autres
termes les . sont des fonctions de z,, 3,, 5, holomorphes par rapport
A une de ces variables lorsqu’on suppose les deux autres constantes;
en vertu d'un théoréme déja ¢noncé au cours de ladémonstration pré-
cédente, les . sont des fonctions holomorphes de z,, z,, 5,.

V4. Etude des fonctions f sur 8. — Essayons d'appliquer aux
fonctions f les raisonnements du parvagraphe précédent. Soient m), un
point de 8, m, un point non situé sur ¢, et £ une transformation de g
telle que ¢*m, tende vers m), lorsque n augmente indéfiniment. Soit M,
I'homologue de m, et T la transformation correspondante de G; nous
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ne pouvouns affirmer que T” M, tende vers un point limite lorsque 7
devient 1nfini.

Or le raisonnement du paragraphe précédent était basé sur ce fait
que, quels que soient ¢ cl mz,, {*m, tend vers un point limite; nous
Pavions déduit des équations finies de g exprimées au woyen des
parameétres canoniques. On ne peut donc démontrer que les fone-
tions y des variables . sont holomorphes pactout sur &.

Par contre, soit O un point de 4, nous avons montré qu'il existait
un point M, etune transformation T de G tels queT” M, tende vers Oy
si 'on désigne par m, le point homologue de M, et par ¢ la transfor-
mation homologuede T, "/, tend vers un pointlimite ne, eten vépétant
le raisonnement du paragraphe 13 sur les fonctions y, on démontre
que celles-ci sont des fonctions holomorphes des v dans le voisinage
de ne),. L'ensemble des points tels que 72, constitue un domaine @ de 3
a quatre dimensions, d’oit le théoréme : Les y sont des fonctions
holomorphes des .« sur une certaine région de c.

Il est facile de trouver la forme de ce domaine @ : Supposons que
les y soient des lonctions algébroides des .x, en un point m, de ¢;
soienl G la génératrice du systéme (1) issue de mey, M, le point de A
homologue de m,, QQ, 1a courbe homologue de (i,. Nous avons montré
au pavagraphe 3 que la relation 9, =, étlablissait une correspon-
dance algébrique entre les génératrices du systéme (11) de ¢ et les
courbes Q,, ou ce qui vevient au méme entre les points homologues des
courbes G et (). Les y considérées comme fonctions d'un point de i
sont algébriques, elles sont done .délinies en tout point de G,. Le
domaine ® est donc engendré de la fagon suivante : Soit ® le domaine
d’une géncratrice (11 ) de & danslequel les y sont détinies. w est formé

des génératrices (1) issues de tous les points de .

15. Cas od les transformations de G sont birationnelles. —
Nous allons démontrer que si les transformations de (v sont biration-
nelles, il en est de mémedes fonctions ¥ :

Soient a (¥}, y1, ¥y, ¥1) un point de A et G, un sous-groupe de G
a un paramétre admettant @ comme point double, I'ensemble des
trajectoires de G, passant par @ forme, ainsi que nous I'avons vu,
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une surface S,; écrivons les équations de (v, dans le voisinage de a
i t'-:./‘l‘lj.vls XTI RN ('Snl U=1,2,3,4);

0 désignant le parameétre canonique de G,, la surface S, a pour équa-
tion :
.)'l"‘:./‘f(."l\r!‘\v;" yv 0) (i: I, 2 3) 4))

elle est donc algébrique. S, est Uhomologue d’un plan tangent i la
quadrique 3 ov toute droite de U'espace &, .04, v, peut étre considérée
comme U'intersection de deux plans tangents & 3. Les courbes de la
multiplicité ok homologues des droites de l'espace E(x,, x4, xy),
c'est-d-dire les trajectoires G d’un sous-groupe quelconque G, de G a
un paramétre sont algébriques. Considérons une transformation
ationnelle T et imposons-lui les conditions suivantes:

I transforme 9w en elle-méme, est biratiounelle, conserve éhaque
courhe (i et est permutable avec toute transformation de G,. Ces con-
ditions sont algébriques et par conséjuent I'cnsemble des transforma-
tions 'I" ainsi délinies dépend algébriquement d’un certain nombre de
paramétres: or, il est manifeste qu'une.telle transformation T fait
partie de G, puisque sur une courbe (3, senle une transformation de G,
est permutable avec toutes les autves transformations de ce sous-
groupe. G, dépend donc algébriquement de ses paramdtres, et
comme (3, est un sous-groupe quelconque, il en est de méme de G.

U résulte de 1 que les transformations de G qui, & un point donné
de 9., font correspondre un autre point donné de cette multiplicité
sont en nombre fini N. kn reprenant le raisonnement fait au para-
graphe 13 du Chapitre 1, on en déduit que (g') ne comprend qu’un
nombre tint N de transtormations.

Les transformations de (v étant birationnclles, on démontre sans
difficulté que la fonction s~ solution de 'équation

I =g

se comporte comme une fonction algébrique en tout point de dit.

A un systéme de valears des y correspondent done N systémes de
valeurs des &. Une fonction symétrique quelconque de ces N valeurs
est une fonction uniforme des y qui se comporte partout comme une
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fonction rationnelle, elle est donc rationunelle et &, &y, @, sont des
fonctions algébriques des y. 1l en résulte qu'inversement, les ) sont
des fonctions algébriques des . Nous avons montré dans la premicre
Partie que les transformations 'I" et les fonctions y (@) sont uniformes
en méme temps; il résulte de 1d que ces derniéres fonctions sont
rationnelles.

IV. - - Application & certaines équations différentielles.

16. Considérons une transformation inlinitésimale de G :

A . af . df . Jdf
\ /= : _(__ I, = P Sy
J 'l())', *_"'()“ +'m‘¢)\1+ Ty,
nous allons appliquer les résultats précédemment obtenus & 'étude
des trajectoires de Y f. Le systéme

) { - . a s
(10) =y (=uand0,

olt les y sont les coordonnées d’un point de ot ct ot § désigne le
temps, peut ¢tre considéré comme définissant le mouvement dupoint y.

Représentons un point de o par le point correspondant m (x,, @y,
x,) du polygone I>. Seient X f'la transformation de g homologue de
Y £, Vet V' les deux génératrices doubles de X f, ¢ la congruence
formée par les droites qui rencontrent Vet V5 les trajectoires de ¥ /
ont pour homologues les droites de Uespace 1 (v, &y, ) appartenant
 la congruence linéaire €5 toute droite de cet espace est 'homologue
d’une trajectoire d’un certain sous-groupe de G.

Soit 7 une suabstitution de (g’), = est contenue dans un sous-

group» &' de 27, sotent Uet U’ les génératvices doubles de & s soient D
la droite passant par I'intersection de Uet Vet parcelle de U’ et de V',
et m, un point de D. Le'poinl m, = 3m, se trouve sur D, D rencon-
trant Vel V' est une trajectoire de X f, il existe donc une transfor-
mation ¢ du sous-groupe X ftelle que e, = tm,.

Soit o la valeur du parameétre canonique 0 qui correspond a ¢. La
trajectoire de X £ homologue de D est une solution périodique du SVs-

téme (10); en cllet, lorsque le tlemps augmente de w, le point m de
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'espace E subit la substitution = de (") et le point M correspondant
reprend la méme position.

Ainsi: A toute substitution de (&) eorr v.spond une solution pério-
digue du s yslenu’ (10).

Dans ce qui précéde, nous ne nous sommesingquiétés ni de la réalité
de la solution, ni de cclle de la période w. L’étude des solutions
asymptotiques cst aussi ramendée & celle du groupe ultrakleinéen (g”).

TROISIEME PARTIE.

l. — Théorémes réciproques.

Daus ce qui précéde, nous avons défini des fonclions kleinéennes en
passant par I'intermddiaire des fonctions ultrakleinéenncs. Dans ce
Chapitre, nous allons démontrer qu'une fonclion kieinéenne peut
toujours étre définie par ce procédé.

On pourrait ¢tre tenté de délinir des fonctions théta de trois variables
qui joueraient, vis-a-vis des fonctions ultrakleinéennes, un véle ana-
logue & celui des fonctions thétakleinéennes vis-d-vis des fonctions
kleinéennes.

Soit
") o QE “+ by

s d, =LA

un groupe kleinéen. Considérons le groupe

. apr, -+ bp.vy apta-t- by Oty 4+ dp ey
(&) @ vpp=————— W pm= —r—— &y fp == ——————
Cpta+ dy Cply+ dy s+ ),
(A _ l’ 2’ . )

et formons

D(ay, @y 0y) T (Crgt dy)?

Doy e wan) _ (@edi— bieg)? (‘1-"2.k>2

doy

Soit R (i, @y, «,) une fonction rationnelle; la série

© dl' o
La kT
O(wy, @y, 2y) :2 < v > R(2y .z @aty Taa)s
Xy
1

Journ. de Mathg, tome 1V. — Fasc. 1, 1925, It
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oli m est-un entier positif, est convergente, sauf pour les valeurs de x,
qui sont les affixes d’un point limite de %' et pour les points dont un
transformé au moins par quelque substitution de (g') est un infini
de R.

Le quotient de deux telles séries ) correspondant au méme entier me
est une fonction ultrakleinéenne. Il est visible que 'on peut choisir les
fonctions rationnelles R de telle sorte que pour x, =, =o celte
fonction ultraklecinéenne se réduise & une fonction kleinéenne donnée.
Mais une étude approfondie montre que le quotient de deux séries 0
ne représente pas une fonction ultrakleinéenne dans tout son domaine
d’existence. Entre quatre fonctions ultrakleinéennes correspondant au -
méme groupe (g'), il n’y a pas, en général, de relation algébrique,
car les singularités essentielles de ces fonclions dépendent des fonc-
tions rationnelles R qui interviennent dans leur définition. Les condi-
tions que doivent vérifier ces fonctions R pour qu'une relation algé-
brique existe entre quatre fonctions ultraklein¢ennes semblent difficiles
a &ablir.

Aussi, suivons-nous pour former des fonctions ultrakleinéennes une
toute autre voie.

A. Formation de fonctions ultrakleinéennes. — Soient (y') un
groupe fuchsien
a;s+ b; .
S;= m (L==1, 2 ...;("i(/,"—({,'ci:l)

et k un entier positif au moins égal 4 2. Nous allons former un sys-
téme de fonctions zelafuchsmnnes X, (2), Y\ (3), 7, (3), T,(5) véri-
finant les équations

Ni(s) =Laix,(3) + b, Y (3) | (eis + di)h,
Yy (50) = [eXa(3) +diY, (3))(eis + di)*,
2y(s) = [aila(3) + BT (3)] (05 + di)¥,
T (2) =[Z(3) +diTi(3)]) (eis +d)¥,
7,
el tel que T, =3
Remarquons pour cela que Z, et T, n’interviennent que dans les
deux derniéres équations et prenons pour T, une fonction thétafuch-
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. k+1
sienne T de l'ordre —%—

T,=T.

Cette fonction vérifie la condition T(z)) = T(3) (¢;z + d;)f"".
PPosons
7.(z)=35T(3),
on aura bien
T(z) = [ei3T(3) + diT(s)] (3 + d)F,
Z(z)={a;3T(s)+ b;T(z)](cis + diyr.

Comme systéme | X(z), Y(s)] vérifiant les conditions imposées,
on peut prendre le systéme |Z(3), T(5)]. Le systéme des quatre
fonctions

N5 =%(s),  Y(5)=T(s), ZL(3)=%(3), Ti(s)="T(s)

vérifie donc les conditions imposées.
Par la suite, nous aurons besoin d’un second systéme X,, Y,, Z,
) ) b

T, vérifiant les mémes conditions, mais dlsunct du précédent. Nous
plendrons

2o(3)=1(3), Tu(s)=T(s).
Soit 0,(s) une fonction thétafuchsienne d’ordre 5 Le systéme de
fusions «(3) = ; ((_) y v(5) = ;(( ))vemﬁe les équations -
w(s)y=a;uls) + biv(s),
(30 = ciu(3) +div(s).

Soit y = /,(s) une fonction fuchsienne relativement au groupe (y');
le systéme de fonctions

wis) (s

5 )
fn 5) Si(

)

[2]

4]

vérifie les mémes équations que le systéme (u, ¢) et I'on peut prendre
(i)
AB) Z
) _ S0 (0
5= 17 =(2) ]

\'()——9()

W (s
TAE
Y, (s)= 6, (2 >f((



83 HENRI MINEUR,
Nous sommes ainsi en possession de deux systémes distincts
(Np Yo 70 ). (Naw Yoo 2, 1)
vérifiant les équations proposces. Soit g(z) une fonction fuchsienne
relativement & (7). Je dis que le systéme

A N (5) - 3 Na(3) —

'l”(;) .,
2V 0l () .
T3 1y,

s '—l;:"'“ )f“:—::‘/](:\), X =c(\'(:)

définit quatre fonctions uniformes v, ¥4y 37, ), de wy, @y, 2,0 Sil'on
se donne, en eflet, v\, @y, vy, 3 estégal i, d’aprés la troisiéme équa-
tion, ), et ), sont donc détermindes, les deux premicres équations
définissent A+, et v, sans ambiguité si le déterminant X, Y, — X, Y,
<_';!'_)'
n'est pas nul, ou eucore si -\\~—' == 00: n’'est pas nul, ce qui a lieu
1
T

lorsque T n’est pas identiquement nul.

Je dis de plus que les v sont des fonctions ultrafuchsiennes relati-
vement au groupe (&) :

Qur -+ by ap gt by cn = dpry .
Ty i USSR bl (F==1, 2, ...).

—_— W i —e T ) £y
Cits b oy PR U Sy " Coby + d;

Nous préciserons ce point de la fagon suivante : les deux fonctions
fuchsiennes /) et @ sont liées par une relation algébrique
FIAG) ()] =o.
Les fonctions y,, 17y, ¥y, 3, sont donc lides par la relation
F(}‘:n ry==o.

Soit yy, ¥i, Vi, ) un systeme de quatee valeurs des y vérifiant la
relation précédente, je dis que tous les systémes de valeurs &), &), o)
tels que

i ) = e (F=1.2,3,4)
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se déduisent de I'un d’entre eux y, Ly, @y par toules les substitutions

de (g).

Les équaltions

Sl =5 gle) =y} *
montrent que ., se déduit de a:, par une certaine substitution de ()

’ a,’.'L'-_y—'l— lli
Ay= =
s+ d;

et les formules de définitions de‘y,,yu donnent

N1 (20) + Y3 No (29.0)

S T(%e0)
- 1(121)"*‘_)/0\’ (xs.4)
T T(wad) ’

c'est-d-dire

@, AN 0N () V() A 9 g Ya ()

2 T + b ON
g i I\ (‘Ig.!) + 0; | (\'"3) _apry . [)‘.xa
= cit-+ d; T i+ d;
c-"‘? N () +yINy (@) + d.y‘.‘ Y, () + y2 Ya(ry)
Ll, _ 3 'l‘(.l"_u) I3 rl\( ') :Ci"ri‘"i" di-'l'sv
: oy d; ¢ %y + d;
C. Q. F. D.
Posons ) 0(z),0 est une fonction théltafuchsienne d’ ordxe =

(3
lin résolvant le systéme ui définit les y, on trouve
&y — () — &y 2y) '; (22),
( Ly L3) f| (~l )
./‘l (‘T‘.’)\

Yi=g(a).

l

Y=

!

Y=
1y

1 . * l -l . rd
Il reste a former une fonction O d'ordre -: Soient g(z) et 2(s)
deux fonctions fuchsiennes, A'(z) est une fonclion 0 d’ordre 1,

donc 0 = g(s) yA'(z) est une fonction 0 d’ordre - 55 elle n’est pas uni-

U ‘I "

. . o v h o
forme, mais il est facile de voir que 7 = = + - 5 est uniforme, et

N

ga 19

cela suffit pour ce que naus avons en vue.
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On vérifie facilement sur ces expressions que les y nc changent pas
lorsqu’on effectue sur les 2 une substitution de (g*).

.

Q. Formation du groupe G. — Bornons-nous i une étude sommaire
des fonctions y précédemment définies.

Ces fonctions se comportent comme des fonctions rationnelles des .
en tout point &, .y, x, pour lequel la valeur correspondante de .,
n'est pas l'affixe d'un point limite de (y). Le polyédre fondamental
de (&) est facile & trouver : soil S un polynome fuchsien covrespon-
dant au groupe (y'), prenons pour I' le domaine suivant (v, intérieur
a s, ., et., arbitraires). Je dis que tout point M’(w), @', &%) est le
transform¢ d'un point M(.wy, @,, x,) de P par une substitution de (")
et par une seule. -

Il existe un seul point ., intérieur & S et une seule substitution 7,
de (v') tels que

Ty =Tl

~

Soit < la substitution de (g ) qui com‘ccpond Az, et M=+ "M, le

point M est intérieur a I et M'=<M; d'aprés sa constructnon, M est

unique ainsi (ue <. Co Q. F. D,
Les ) se comportent comme des fonctions rationnelles & Uintérieur

de P.

Effectuons sur les variables .- une transformation ¢ du groupe g :

axr,+bur, eyt dey s ary b
cay+d

14 @ = R oo SR
() ! coytd YT cay+d

Les fonctions subiront une transformation T que nous nous pro-
posons d’¢tudier. Soit

\ 3":':.“':'("'2’ Wy )

Les ) sont des fonctions ultrafuchsiennes de .« .., £y, relative-
ment au groupe (g'); on pourrait étre tenté d’en conclure que les )
sont des fonctions rationnelles des ) et que T est birationnelle. Une
telle conclusion est manifestement inexacte, car s'il en était ainsi, les
singularités essentielles des y etdes )’ seraient les mémes; or, un point
singulier des )’ s’obtient en transformant par ¢=* un point singulier
des y et 'ensemble de ces points n’est pas invariant par ¢
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On peut seulement affirmer que la transformation T est biuniforme;
en eflet, les ¥ étant donnés, les = sont délinis & une transformation
prés = de (g'); mais ¢ étant permutable avec t les diverses valeurs cor-

-vespondantes des «’ se déduisent d'une d'entre elles par les transfor-
matiouns de (&), les ' sont donc définis sans ambiguité par la donnée
des y.

Considérons une transformation infiniment pelite ¢ de g, ¢~ dépla-
cera infiniment peu les singularités essentielles des y; supposons que?
dépende d’un paramétre et se réduise & la transformation identique,
pour a = o les fonctions

,')/i(w'l\ ‘T’gl ‘T;) _\)'i(‘vls Ly, "L‘:I)
%

sont des fonctions ultrafuchsiennes de =, x,, x, quel que Soit «,

lorsque « tend vers zéro; on obtient donc des fonctions ultrafuch-

siennes ,(.z,, .y, £y) qui ont les mémes singularités essentielles que

les )7 cette fois, il n’y a plus d’impossibilité & ce que les & soient des

fonctions rationnelles des ); nous allons démontrer gu'il en est ainsi.
Remarquons que

Jaf

Lo L of . of . df
hl()),l ¥

Iyt R N A

s d‘)'g i ()“'3 - d\"";

est une transformation infinitésimale de (. Formons donc les trans-
formations Y,, Y,, Y; de G homologues de X, X,, X, et exprimons.
leurs coefficients au moyen des y. Soit

h=13% df
=3l
1f &ik d)'k’
k=t
on aura
S =X
et, par suite, '
. dy, dy, . . .
S =y —— =1 =o0 3= 0 —o:
St ’0‘1-‘1 o, ’ g1 , &3 ) &iv=—0
, ())'l 0)'1 74
Q=W T F Xy s— =y — () g 3) 5 | Xg) 2= VS
&y ' o, 3 9, s — (& 2 ¥3) 0( 1) 1= )45

E1a =Y Ya3= 0, §as =03}
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et
o
S —1
. 9y Ay, 0N A
S =y s — () - ) 5 el 2 s Sl IO 3
" 0 (ay “)d. N Yl Yitps /' ’
I
"/1 0 v
e N N T T
1
~ l“:
T3 — Va Vg o= ¥y <3 .
) K l"\‘
TS ‘ 1 ! s 1 | -
\ ¢rifions que Y [ﬁ —2g| e s | 2/ =S J sont des fonc-
. U . N l = v l
tions fuchsiennes.
. | as-+b
Imaginons qu’on eflectue surla variable z lasubstitution 3, = — T

du groupe (y'); en posaunt f,(z,) = f,(3) 0(3,)=10,(3), on nblicnt

successivement
Joe= /1 Si=li(es+d¥, fi=llesd)Y +afic(cs-+d)

A o ‘
02:9, I*O‘J :6(03+d)1‘I—('(03—§‘({);

g 0" iy o
[7——0 l——" !—--I((~+a')" ac(cs +d)Pa-ces+d)Yy

0
2 gll GI_( )
"o “‘“"o TN T (¢35 )y
d’ott ) »
N A [ A
LT T e LT T
De méme

el ==l -]
Vs f"/l o TR ~/i
Les deux fonctions proposécs sont donc des fonctions fuchsiennes

de 3, c'est-d-dire des fonctions rationnclles o et 4 de f,(3) et g(=).
Les transformations infinitésimales de (i sont, en défimtive,
_af
c)n
df Jdf
AR T
Yo/ =[a3+0800 ) s)]()'

Y, /=

. Jdf )/ 'ﬁ‘ )/
-+~[’z|,‘ +1;‘ )3,‘1“)]&_)'2;;',_;+‘)'_lw, ;“
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¥y, )y étant lids par la relation

P n)=o.

3. Relation entre la théorie précédente et celle des équations
lindaires. — Les fonctions rationnelles o et qui interviennent
dans G sont définies par les deux égquations

Eliminons 0 entre ces équations.
I R
. oo b I+
On tive de la premicre 5 = ——‘-—;—I-—'——f
S

Désignons par ' la déeivée de ¥ considérée comme fonction de v,

ARV S 2
5 42 afy
d’otut
v s N s v s '
= pa [/ = 3 =3 (¥ — 2y
J
et linalement
af ST —=30 VLIRS .
AR 'l_ N \___.__l“ =9+ et = A (/ S)
Al N

La fonction /£, () est done délinie par 'inversion du quotient de
deax intégrales de U'équation lincaire
t (13\‘

by = A(a ), F(w, v)=o.

1. — Etude de .

A. Simplification de G. — Le groupe G se simplifie si Pon subs-

titue aux variables y, vy vy, vy des variables [y ]y [y v s [0
délinies par le changement de variables bivationnel

VTR AN
2

[ e= 00 > (el = N R r={nl

Jowra, de Math., tome IV, — Faseo 1 gad 12 o
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les Y; prenneat la forme suivante

i
1 W= 0.‘_‘)
v af o aof
‘!.f‘_‘“l d.)'l +‘) 2 ‘)‘).S’
. Y TN T
Yo/ =[vi+ 03 A0)] of + 2 (“)‘)‘; - ()_m_.’
ol l'on a posé
P o,

A= 9 -+
4

Calculons les |y] en fonction de .y, vy, vy ¢

! EN. .
N=— 3 = U .,-;:"(3,3-‘ Y= (o — ) [ (),
Ya=Ji(s), Yi= ).

C’est avec ces variables que nous étudierons désormais G.
On peut former des équations finies des sous-groupes Y, et Y,

(V) Yi=n+t Ye= e Ya= Y=

1l ¢st facile de vérifier directement que lorsqu’on effectue sur .«,.e,0,
une transformation du sous-groupe X, f

\s . !
(X)) R N Xy T2y @y Ty L

les y subissent une substitution du sous-groupe Y ,.
On peut reprendre sur Y, des considérations analogues :

(X,) @ =gl Xy Ly €y T= vy e,
(Y.) Vi=oel YiT= el V= Vi

En général, on ne peut former les équations finies de Y,. On vérifie
sans peine que les relations de structure entre les Y sontidentiquement
vérilides quelle que soit la fouction A, et I'équation fonctionnelle

(1) J(&) =G

définit alors des fonctions ultrafuchsiennes y-,, 1., v, 3, et on peut
choisir (x de telle sorte que pour .x,=.,=o0, v, se réduise & une
fonction fuchsienne arbitrairement donnée.
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3. Domaine dexistence des trans formations de G. -— Dansle cas
présent. les v sont des fonctions uniformes des x, il en résulte ainsi
que nous I'avons établi dansla premiére Partie que les transformations
T de (v sont biuniformes et correspondent biuniformément aux trans-
formatfons de 2. On peut du veste le vérifier directement.

Itudions le domaine d existence d’une transformation y’ = Ty de G.
Deux cas peuvent se présenter :

1° L’ensemble des points limites de (') forme une ligne continue;
par exemple /\(.r,) est une fouction fuchsienne admettant le cercle
| ] == 1 comme coupure essentielle. Les fonctions ) = f(.r') ne sont

donc délintes, que si @, | <1, par exemple. Soit ¢ la transformation
de & homologue de T d’équations

. a., =+ b, . ¢y, =+ da, axy+ b
@ T ——————s Xy = ——= :

ey = d

o d | ST e ad
On peut écrive les équations y'= Ty de T de la facon suivante :
y =0, y =/, @ = e,
" cessera d'¢tre diélinie si ., ] > 1, cest & dive si

C 4+ (‘l;l‘e
Cg+ d

(l.d—du‘

A N N
La multipheite | = delespace .y, vy, .ty a pour homologue

une multipheté & de 5 lorsque le point y traverse ¢, T cesse d'étre
détinie. Daus le cas présent les transformations T admettent donc des
coupures essentielles.

Posouns-nous le probléme suivant : « Soit M un point de o, quelles
sont les transformations T définies en ce point? » Soit &, &y, @, le
point homologue de lespace ., on a évidemment | v, | <1, une trans-

lc1.+¢!c.l<

formation T sera détinie en M si

-

c )
A B

~. «od
Si o, et ., sont finis, P tend vers ., lorsque tend vers zéro
(—,.1‘34- 1

et comme |, | < 1, la condition imposée sera certainement réalisée en
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¢ . . )
prenant pour - une valeur suffissamment petite, ou encore en prenant
pour T uue transformation suffisamment voisine de la transformation
identique.
Il n’en est plus de méme si .v; et v, sont infinis; posons

= u3t, Xy gt e w3l

2y étant infinl et v, ¢tant fini, on aura w, = «,==o et la condition
imposée s’éerit | u, | <1,

Donc si |#,] > 1 aucune transformation T, méme infiniment petite,
n'est définie en M. Cherchons les coordonnées y*de M. On a

1. . . .
Pt a5t b = (g — w ) e (0) ST ()

yamm (g — ws) gt (),
ra=/1(2s).
Posons 3, == ', 3,=¥, V', 5y ==)%; on déduit des équations pré-
cédentes :
3"&_f; (\"3)
Ak (a0 f2s) ’
= r(u-—u,)/ (z‘)
x+(n-—~u,)/l ()
= [

1=

a3
Uy, == e+ + —
. R,/,l 3'.'./[
a2z
afis,
Uy == — it oy
./l‘ :‘2‘/
AN
\g:;/(»—‘-)-
Yo\
Donc si w, = w, == o etsi|u, | <1, ona
=0
| 2/ (v 3y
l\l\ +_ . . l
PO IR G £ a @ | S

3, arbitraive;

en un tel point de 9k, aucune transformation de G n’existe.
Par contre, si ju,| <1, toutes les transformations T sont définies
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en ce point. Il est & remarquer que les points wy==w, = o font partie
de A. Les points M tels que 3, = o constituent ce que nous avons
appelé A, 5 en ces poiats, on ne peut pas définir les transformations
infiniment petites de G.

On peut du reste retrouver ce résultat en se placant d'un autre point
de vue. Le domaine d’existence des fonctions - est formé de 'ensemble
des points intérieurs & la multiplicité s|.v,| = 15 on peut considérer s
comme engendrée par les multiplicités v, = C issues des points
de |y i == 1, 0, =2 0, 20, == 03 or ces multiplicités ., = C on w,= Cu,
passeut par la droite «, = u, == 0; en d’'autres termes, la fronti¢re du
domaine d’existence des y admet u,= «, = o comme ligne double.
Iicrivons la transformation 7 avee les variables « :

.+ buy . e+ duy o' ¢ -+ duy
—_ = —— P R
! a4+ bu, : a + bu, T a4+ buy’

(l}.t’ll(luoll\\ I au pOllll u 1) 0,0
ll‘ = "‘. ., == "l‘ ., ==
«a «Q

Lies coordonnées du point M correspondant sont

S/i(w)

= N ) 5, =0, 3= filuy).
u, (l —;;)f,’(u.)

On voit donc que si [ «, | > 1 ce poinl n'existe pas et aucune trans-
formation T n'est délinie. Si|w, | <1, ce point 7 est défini et dépend
rationnellement des parametres «, b, ¢, @, toutes les transformations
de G sont délinies en ce point. 11 faut également remarquer que si / se
réduit & la transformation idenlique, |, 3,, 5, ne tendent pas vers 3,

?

s

Tus Sy

2® L'ensemble des points limites de (y') ne forme pas une ligne
continue, mais est formée par exemple des points du cercle |2, | =1
appartenant & un certain ensemble parfait A qui n'est dense dans
aucun intervalle; ni les y'(.¢) ni les transformations T n’admettent de
coupures essentielles; elles admettent seulement des multiplicités de
points singuliers essentiels. La multiplicité ¥, = ®, y, = ® conslitue
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encore A, ; en un point de A, onne peut définir aucune transformation
de G si v, appartient & A; au coutraire, elles sont toules délinies i «,
n'appartient pas & A. '

6. Singularité des transformations de . - - En dehors de ses
singularités essentielles que nous venons d’étudier, une transforma-
tion T sera singuli¢re lorsque (), # ou /='( ) sera singulier. ¢ étant
homographique n'admet pas de singulavités, /() n’admet d’autres

singularités que les poles de [, () et f='()") ne sera singulier que
D)
i)

lorsque le déterminant fonctionnel sanmules or
Dy b .":&)A == /)
])(.1-1, RN "‘;x) =/ ).

Nous n’aurons donc a examiner que les poles de /| et les zéros de /.

/7 (ry) sTannule soit en un point double d'une substitution elliptique

) . . . ol
de (), soit en un point ol 5y = 0

Vi
7. Etude d'un point double d'une substitution elliptique de ().
-— Noit .y un tel point; posons f(xy) == 0. & (w)) == 3, ey =eal + 3,

et soit /() == s+ ..., p désignant un eutier, on a

) — 1 S ’
F - [y — sty ] [: s l\
Ve p L — e [P,

Ye== 3P0,

Yy ==

Lorsque = tend vers zéro, ), tend vers zéro, ), vers )|, v, vers
I'infini et v, tend vers zéro. Faisons tendre maintenant ), vers zévo et v,
vers ¥y, s tend vers zévo, v, vers I'infini et y, vers zéro, & moins
que &, —.,.r, ne tende vers zéro ou linfini. St vy — &, 0, tend
vers zéro, le point ) correspondant tend vers un point de J, si.v, — 0,0,
tend vers l'infini, » tend vers un point de 1,. Soient y, ) deux
quantités arbitraires, il n’existe donc pas de point ., .y, ¢y hors de A
et A, tels que

— a0 e 0 — R
=00 )2 == Vay Y3=0, =X

4 moins que 'on ait y} =, y; = o.
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o]
(€24

Résolvons les formules pav rapport aw,, .y, 2y

1
N o e U

— 1
=+ l

AT T ST

)
2

1
= =1

1
yord 4+

- 1

) — 1 -
=y | v+ P—1,, Vit oot e d
2| ap Y . 3P

Lorsque y, tend vers zéro, w, et «wy tendent vers Uinfini, & moins
que y, ne tende vers zévo et v, vers l'inlini. Nous arrivons a la conclu-
sion suivante : .

Le point 9, ¥4, 0, | appartient & A, si v v'est pas infinl et si y}
n'est pas nul. Par contre, st y| =%, ), = 0, le point considére est un
point singulier rationnel, au sens que nous avons donné i ce mot, et
'on peut prendre, pour transformation s = w()y), la transformation

P+ L p—1

1
2, — ;7 = — 4 F N Ry == e ] B
SI= V0 SH= v+ ap Je )y o =)t \p VAR

on conslate sans peine que \ admet v, = o pour pole et que

B Rl AV
;\TT:—?I-)T-‘)‘“ i PN

3 . . . dJdFf o
8. FKtwle d'un point on 3. = 0. — Supposons que, pour
aF T .
y,=1vy,= 0, — s annule, et que F soit de la forme
\ ) ()) b l

F=),—i—a)i-+...i=o.
Soit ! la valeur de ., telle que M) = o, o(a') = o et posons
2 2 Jit y S,

(]

=) 4+ 3. Solent

Y= a0,
yi=3 + b4

les développements de y, et ¥, on constale sans peine que x=a — 2b;
formons les développements des y; :
m—yy e 3
Sl R Ry - I SN I
v a4

Fa= (o —weay) (25 +3ast+...),
=t aB® ., Yimms+ b4,

=y "
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et réciproquement
S =Pty
[ 3
Wy =Vi+ ) ¥y " T‘ -+ 'S ay,t+... 1,

Gy = \vg YA -{—)".:)’; -+

Lorsque 5 tend vers zéro, y, tend vers 'infini et y, vers zéro; on
constate, comme au paragraphe précédent, que le point y{, ¥}, o, o
appartient & A,, saul si y| ==, v, = o.

Dans ce dernier cas, le point est un point singulier birationnel et
I'on peut prendre, pour s = u(y), la transformation suivante :

l e - -
=+ ’{,"2)"‘\', SaTT Ve ), ! I3T=
on a de plus
a9 D)
J o,
A=— — v — =y
164 g v

9. Ewude d’un péle de f,(x,). — Soit« un tel pdle,

1
.1”2::.‘1:2_:'*—)’ et fl(.l'._,):—_ +..0

S

¥, et y, deviennenl infinis pour z = o et le point ¥, ¥}, o, ¥} appar-

tient & 4, s1 )} et y, sont finis. La transformation w est ici
=000 =000 IR N CAPEN

et A=Ay, A, ¢tant holomorphe.

1ll. — Etude directe de i au moyen de ses transformations
infinitésimales.

- Considérons le groupe G défini pav les transformations infinité-
simales :
F(,,":h .)’5) — 0’

R VR )
Y\ f= d.)'l, \2f——)|0—y‘l+3::a7;’
af of O, of

td > ° B )
\3/ = [)';-i—‘)-;‘-\(y;“ y‘)]é“—{; -+ 2y,y.207° _‘)20—)’—3 +"2W 5 ,

et proposons-nous d’étudicr ce groupe,
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Le domaine Aa pour équation y, = o, les seules singularitésdes Y, f
sont les points ot 'une des coordonnées ), ¥,, ¥; estinfinie, les poles
de A et les zéros de F, . Examinons successivement ces singularités.

10. Péles de A. — Soit yy, y, un pdle de A; en remplacant y,
par y, — y;, on peut poser )y = o. Iaisons sur A I'hypothése sui-
vante :

A=Ay

A, étant un développement de y, holomorphe pour )y = o et dont le
développement commence par le terme '
11— p?
Al = —,——5—’
P
p désignant un entier positif ¢gal au moins & 2.
FFaisons le changement dc variables :

. P Pt
1= o e e sy,
A Y
D= plae— 5 3) s,
yp =3,
1
o
3= ks
LI
Sy )/I'_l__,fi.l Ve l; N
s ap
) —1 -
Sy =Yk Fa ¥y
ap

Exprimous Y, Y,, Y, au moyen des variables s :

. J )
h.f—_—~,0£ ;f

: 43
\333=[1'*A:+P,‘ J s EPs e

Journ. de Math., tome IV, — Fasc. I, 1923,
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on en déduit que A = (3,3, — 3,)*. On conslale sans peine que Y.

Y., Y, ont leurs coefficients holomorphes lorsque 3,= 3}, 3, =3},

Sy= 0.
En effet, dans Y,z,, le seul terme susceptible de devenir infini
1— p?

—,——2—]:::';'. mais comme le développement
QR

provient de p* ‘.A' —
de A, est de la forme
1— pt

IV—T[_)—V'_ -+ ‘ll‘-‘lll ey

lc développement de ce terme ne contient pas de terme en 3, a expo-
sant négatif.
La méme remarque s’applique au terme

v— /'2—*.'. PR RN - -1 -
p'[1\1+WJ(-§Sl"~ZEu‘"32-3)

de Y,z, s1 'on se rappelle en outre que p cst au moins égal a 2:
333 PP & :

comme p est un entier, A,(3") est une fonction holomorphe de =,.
Les coefficients des Y, /' sont holomorphes cn

4 .
Mo(s1=2 0, 552258, 33 7= 3)

et An’est pas nul; comme nous Pavons montré dansla premiére Partie
a ce point correspond un point m, (.}, @), @) et la corvespondance
entre les . et les z est biuniforme dans le voisinage de m et M, : en m,
les y sont donc des fonctions rationnelles des .. Lovsque le point y,
¥, ¥, décrit un contour fermé entourant la multiplicité v, = o, les v
ne reprennent pas les mémes valeurs, ils subissent donc une substitu-
tion = de (g’), ~ laisse invariante la multiplicité @y = J etlon a P ==1.

Dans les formules du changement de variables (v, 3), faisons
5, =0, 3, = 3,, 3, = 5y; onobtient ¥, = », y, = 0, vy == 0: le change-
ment de variables précédent ne nous permet donc d’étudier G que dans
le voisinage du point y, = =, )", == 0, v, = 0. Nous allons montrer que
le point (¥}, ¥4, 0) appartient & A, excepté lorsque )| ==, y;=o.

Le systéme différentiel qui définit une transformation du sous-
groupe Y, fest en effet

dy, o odyy 0 dy - d_l =dx.

EIE) Ty v Y N )
YIYa+XiAY 20y )y Yy

s
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0
<D

L’intégrale de ce systéme qui vérifie les conditions initiales

T=o, =51, Ya=y3, Ya=o, t=o
est
1—pt
n=r O RS m=at n=o =

d a d d I. » . \
car di, ;‘ot-{—_ sont nuls pour yJ_o, alors que '_' se réduit a

(V)2
nous montre que parmi les transformations du sous-groupe Y, f seule

la transformation identique est définie. Un point pour lequel y| est
différent de zéro appartient donc & A, .

~ qui n’est pas nul si y'=£ 0. La derniére ¢quation ¢=o

1
Supposons donc ) = o, prenons pour variables v,, 3 et
1
- -1 .
v, ¥, on constate par un raisonnement analogue qu’aucune trans-
formation de Y, n’est déﬁnie, a moins que ¥} ==.
Siy! n'est pas infini, si ¥, n’est pas nul, le point ¥, ¥}, o appartient
ay,.

LL. Pdle de A d'une nature différente de la précédente. — Nous
supposerons cette fois que

A=A Ay= ——>

!
) > . . ¢ . N
P étant un nombre fractionnaire pP= /7) faisons le méme changement
[4

de variables (u'au paragraphe précédent, les coefficients Y, ne sont
plus holomorphes, car, p n’¢lant pas entier, A,(s}) n'est pas une
fonction uniforme de z,.
Pour étudier cette singularité, nous étudierons directement les fonc-
5 )
tions = des variables .. Ces fonctions sont définies en égalant a des
constantes trois intégrales du systéme aux dérivées partielles

(6) Nif+Y;f=o, (¢=1.2,3).

U v Draos , :
Posons Y, f= _——+*qo_ Con D’aprés un résultat classique,

les = et les & sont liés par un systéme aux différentielles totales que
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I'on forme sans peine :

(2 —aay) ds - Ldas=o,
(r1) ? (o=@ ) A3yt (U3 3,— 3,) dey 4 (0 — 23 3) dry+ (L 30— 5y dary = 0,

(=2 dg) 3y (g —3)dey+ (7 — @y s) das+ (ep3—ay Yday=o0.

P>renons comme variables @

Le systeme (11) prend la forme

vde 4+ vdu=Adu+ Bdr,+ Cdury,
dzy= AN du 4+ B do,+ C du,,
dsyz= N 4+ B dey + Cdyg,

Les coefficients A, B, C, A’, B, I, A", B, " sont holomorphes
l)Olll'

—— g — om0 NN ) - — =0
H=yv=o, [ =it A ATy, SaT= S

- o =0
bkt Bl B

si .0 et 52 ne sont pas nuls. De plus, les développements de A, B, (.
conticnnent « en facteur et commencent par des termes du second
degré au moins en &, ©.
Iln reprenant la démonstration de Briot et Bouquet relative &
I’équation
o —by=axt+cry ...,

on élablit sans peine que le svstéme précédent admet une intégrale
holomorphe vérifiant les conditions initiales précédentes et telle

quc-:»; ne tend pas vers zéro en méme temps que «. On en déduit que
_I)(t‘. S0 3y)
Dy, w, vy)

Revenons aux variables y et «j les 3 admettent tous les points
(.}, 0, ay) comme poinls critiques, elles reprennent la méme valeur
si le point x,, @,, 2, tourne ¢ fois autour d’un tel point critique.

Il existe une sabstitution = de (g") qui laisse Ja multiplicité «, = o
invariante et 'on a <7 =1, 1l existe une substitution T, de (G) qui
laisse invaviante y, = o et 'on a T?= 1. Nous appellerens « points sin-

n’est pas nul au point considéré.
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gulicrs de premicre espéce de G » les poles de A de l'espéce préce-
dente.,

Al . . N ()F Al v
12, Etude d'un point ot oy =0 l'n opérant sur y, et y, une

transformation birationnelle convenable, on peut supposer que les
seuls points singuliers de la fonction y,(y,) définie par I = a sont les
points ot I, est nul, F, ne I’étant pas, ainsi que F;. Soient

i Vy=0,  yi==0
un tel point et

| ::‘y._‘—_)'f —ayi+...=o

I'équation de oi. Nous supposerons que A admel le point y, =0
comme pole : A = A, y,*avec

L . N R M a0 v
On démontre, comme au paragraphe 10, que le point ¥}, ¥, , 0,0
appartient & A, 81y £, ¥y Fo.
Pour étudier le point y) =1, y! =0, y! = o, faisons le change-
ment de variables birationnel

Yl::l‘—"[;%n—x ! Ya== Fo Sy, V= Sy
on
! 1
:,:)|+-T‘\,)‘ N Sa = YaVy s 3= Ve
On cn déduit :
i . af Jf
Y, /= = Y, f—= 5, == + Sa——
|/ :l’ 2./ lll| -‘):2,
‘ . N Ja
Y370 B 3y) avec Msy)=— ;-{— T:;;+...,
puis
. 3 )} 1 Y
Yy o 5] 4 <~\.+ 6 —t—T,l):ﬁ 530

%0 vertu des hypothéses faites sur A, et du développement de 2,
ces coefficients sont holomorphes pour 3, =0 et A n’est pas nulsi 3,
ne l'est pas non plus.

le point singulicr considéré est birationnel, il n’engendre ni trans-
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formation de (g’), ni transformation de ((i). Nous l'appellerons
« point singulier de seconde espéce ».

15. Etudions maintenant le cas ot y, devient infini. Nous suppose-
rons que le développement de A dans le voisinage de ce point est de la
forme A = A, y7*.

On reconnait que le point y}, y;,  appartient & A, si y et v, sont
finis; lorsque y,, y., ), sont inlinis, on fait le changement des
variables ‘

A0 BERyGh aEr 0T
ct I'on obtient
) of v 0f _df
\nf——-(-):—‘ \‘:'/""D?g_l_“z):;
Jf Jf , J
T Sy o 23, Sy o (53 \isd) -
\:/ -‘:1-{ 23y 4= = ( 3 1 .)03:)

Le point considéré est un point singulier birationnel comme le pré-
cédent.

- 14. On reconnait, comme au paragraphe 10, que le point y| ==,
¥y =, y, est un point de A, saufsi y; est infini; c’est alors le point
“étudié¢ au paragraphe 19. -

A5, Klude de A en un point régulier
A=m—yi.

On vérifie sans peine qu’en un pointsingulier de premicre ou deuxi¢me
esptee, 'équation A = o équivaut & ), = o. L.a multiplicité A a donc
pour équation

Y= O.

Formons Y, Y,, Y,, c'est-a-dive faisons y,= o dans les transfor-
mations infinitésimales Y :

v Y
\l./—“ -(E)
v, df
\._u,/-———-‘h()y‘a

9f

\—;f—':}’,"*d—)ji'
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. lrésulte de Ia que les déterminants du second ordre de A =||nul|

s’aunulent pour y, = o. Le groupe G a pour trajectoires les courbes
Q,: .= 0, ¥, = const. De plus, aucune transformation de G n’est du
second oxdre en ce point. Notre groupe G vemﬁe blen les conditions
imposées précédemment.

16. Etude des singularités des fonctions )f — Ces singularités
sonl de deux sortes :

2. Les points me, (xf, c}, &) tels que, lorsque m tend vers m,, le
point M ()", ¥s, ¥y, ) correspondant tend vers un point singulier
de G.Nous les avons déja étudiés. Les y sont des fonctions algébroides
des .v en m,.

B. Les points m, tels que, lorsque m: tend vers m,, M ou M, n'a pas
de limite ou tend vers un point de A,. Ce sont des points singuliers
cssenticls des y. Nous allons montrer que les points singuliers m, sont
les points de l'espéce I' pour lesquels ., appartient & un certain
enscmble; en d’aulres termes, ces points engendrent une multiplicité
analogue & un cylindre dont les génératrices ont pour équation
2, = const.

Nous avons vu que les'équations finies des sous-groupes (Y,), (Y,)
étaient birationnelles :

(Y1) M=o he pE i, Ya = Fu
(V) V= yret Y= et Yi= ya

Les e(lll'lthllb des SOUS—O‘[‘OUPGS correspondants de o sont :

. - ’ ‘
(\N) &= e, + oy, Wy Iy, @€y = @y,
{X,) . @) =, el &2y, == X, £y = wyeh,

Soit donc'mo(w‘l‘, xy, «;) un point pour lequel les "y, sont holo-
morphes, soit y®=f;(«?, 2%, x). Le point m, (&', £, ") ou
2, @y sont quelconques est le transformé de m, par une certaine

transformation ¢ du sous-groupe (z,), (2,). Comme la transforma-
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tion T homologue de ¢ est lincaire, il résulte de
Jee) == T f(e)
que les vy, sont holomorphes en .
De méme si /1, est un point singulier essenticl, il en cst de méme
de m,. G Qs Vo Dy

Nous allons utiliser le résultat précédent pour démontrer un
théoréme annoncé (1'® Partie, Chap. 1V, § 14).

17. Tutonine. — Etant données une transformation distinguce 'l
de G et une transformation non distinguée T de ce méme "l()llp(’
tl existe un contour ferme v, tel que lor sque M déerit v, le point
N = TM subit la substitution'T,.

Ainsi que nous 'avons vu, il existe un contour fermé ¢ de 'espace B’
tel que lorsque /. décrit ¢, le point homologue M subit la transforma-
tion T,. Soit ¢, la projection de ¢ sur le plan ), &', tout contour ¢
qui se projette sur ce plan suivant ¢, posséde la méme propriété que ¢.
Noient m, et m, deux points appartenant respectivement & c et & ¢ et
ayant méme coordonnée v,, soit d_le segment de droite n,m,. Le
contour fermé ne, e m, dme ¢! m, dm, tracé sur le cylindre © de base ¢,
de génératrices ., = const -peut se véduire i un point par une defor-
mation continue sans quitter & et sans rencontrer de point singulier
des fonctions v = f(«); lorsque m décrit ce contour, M revient douc
& sa valeur initiale; comme d’autre part M subit unc substitution
linéaire lorsque m décrit «/, M subit la méme substitution T, lorsque
décrit ¢ et ¢,

Soient ¢ la transformation de g homologue de T, v le contour trans-
formé de ¢’ par ¢='. Supposons un instant que v n’entoure aucun point
singulier des fonctions y = f(x), le contour homologue I est fermé
et lorsque »¢ décrit v, M décrit I', m' décrit ' et M'="TM subit la
substitution distinguée T',.

Le contour y n’entourera aucun point'singulier de f s'il en est de
méme de sa projeclion y, sur le plan «',, 2/,. Oron peut choisir ¢/ sur¢
de facon que vy, soit un contour y, donné a 'avance. Soient, en effet,

(1) &= f(9), (o <<l<),
(72) Ly=e(0),  (o<li<)
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les équations de ¢, et y,, et

aw,+ b, , ey -y . ary+ b
——, € — €Gy= —
ey d : cy o T ey d

-'_.
=

celles de /~'. 1l suftira de prendre pour @, (0) ct ., (0) des fonctions
vérifiant
< (D) = di (D
o 0 - .( . ! U S S
&td) ey (9) +d
La courbe ' : |, (0. £(0), 4, (0)] est tracée sur € et sa transfor-
mée par (—' a pour projection y,. 1l suffira de prendre pour vy, un con-
tour & lintérieur duguel fest holomorphe et d’y appliquer ie raison-
nement. Co Q. FL Dy

18. Recherche du domaine fondamental 1. — \insi que nous
'avons vu, les points singuliers se répartissent sur des lignes singu-
licres d’équation y, == const. M a pour équation F(y,, )",) = o, soit
& la surface de Riemann correspondant & cette relation. Du point de
vue de la connexion linéaire, on peut se représenter ' comme un
cylindre ayant pour base & ct dont les génératrices ont pour équa-
tion

yy==const,, 'y = counst.

Soitdonc © une coupure tracée sur & rendant & simplement connexe
el tel que tout contour fermé se coupant par € puisse se réduire & un
point sans rencontrer de point singulicr de premicre espéce. La
variété @A cing dimensions engendrce parles hyperplans v, = const.,
y, = const. issus des points de © rcalise sur 9’ la coupure exigce
(2¢ Partie, Chap. UL, § 4).

L’homologue de @ daus I'espace I¥' est la frontiére du domaine fon-
damental P des fonctions ) ; les variétés y, = const. ont pour homo-
logue les vaviétés @, = coust. de I'; donc, le domaine P est formé des
points dont la projection sur le plan des .z, est intérieure a un certain
polygone RR.

N s aw M
Remarquons que, pour &, = vy =0, g’ se réduit a &, = —L—*j—%~
et b '/J»‘g + 0
1'9. Recherche des conditions d’uniformité des fonctions y. —

Journ. de Math.. tome IV, — Fasc. T, 1925, 14
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Comme nous 'avons montré, si les transformations de G sont uni-
formes, les y le sont aussi. Il sevait intéressant d’établic directement
les conditions d’uniformité des transformations de G, car ces condi-
tions convenablement généralisées permettraient de définir sans diffi-
culté des fonctions de plusieurs variables qui généralisent les fonc-
tions kleinéennes. Cetle question est du reste liée & la recherche
des substitutions fondamentales de ((3).

20. Genre séro. — Supposons la velation (5) F(yy, ) =0 de
genre zéro. Par transformation birationnelle, on peut supposer que y,
est une fonction rationnelle de y, el ne considérer que y,. Supposons
que G ait dans le plan y, n points singuliers de premitre espéce cor-
respondant aux valeurs p,, p,, ..., p, du nombre p.

Si les p, ne sont pas des entiers, & chaque point de premiére espéce
correspond une substitution de (). Nous n'avons pas pu démontrer
que ces substitutions constituaient un systéme de substitutions fonda-
mentales de (G). Si cette proposition était établie, les conditions
d’uniformité des » cn découleraient immédiatement, cav si l'on sup-
pose les p, entiers, les substitutions considérées de (G) se réduisent
toutes & la transformation identique.

Supposons les p, entiers, (2') admet 2 substitutions fondamenltales
polaires, si I'on fait &, =.ry =0, (g’) se veduit & un groupe kleinéen (g*)

I
dérivé de n substitutions clliptiques de multiplicateurs ¢/, ce groupe
(£’) est discontinu dans une cerlaine région & du plan des iy, ainsi
que Poincaré 'a établi. |

Soient R un polygone kleinéen de (¢'), I le domaine de I'espace 1
dont la projection sur le plan «, est R. De la discontinnité du
groupe (g’) engendré par R résulte la discontinuité du groupe (')
engendré par P, donc 'uniformité des fonctions .

Dans ce cas, G est form¢ de transformations biuniformes qui corres-
pondent biuniformément aux transformations de g.

21. Genre quelconque. — Supposons la relation (5) de genre N.
Rendons & simplement connexe comme I'a fait Riemann (Abelschen
Funktionen, § 7); on forme ainsi 2N coupuves a,, b,, @, by, ..,, ay,
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by; a.ces 2N coupures correspondent 2N substitutions A,, B,,....,
Ay Byde (g'). Soit ‘

. (cx—lﬁ)z,——a3(l—-l)n
- (t—t)axy+at—_
(a—lﬁ) z,—aS(l——t)
(h—t)wy+at—3
P =0 (at 2 B)
= (—t)eyt+at—f

une substitution de (g"), nous désignerons ¢ sous le nom de multiplica-
teur de (7).
Cela posé, nous considérons successivement les cas suivants :

1° Les multiplicateurs de 2N substitutions A\;, B; sont réels. Le
groupe (g’) est alors un groupe de la premiére famille de genre Nj il
est discontinu et les y sont uniformes.
2° Les multiplicateurs des N substitutions A,, A,, ..., Ay sont
s
réels, ceux des substitutions B, B,, ..., B, sont respectivement ¢*",
I i
My ety Py ey py étant des nombres réels. 1l est facile de voir
qu'aprca une circulation du point /2 autour d'un point double de B;
les y ne reprennent pas la méme valeur si p; n’est pas entier; on con-
nait donc N substitutions de (G). Si p,, ..., py sont des entiers, (g')
est un groupe kleinéen de deuxiéme espéce, si p, = p, =...=py=1,
(g') est de premiére espéce et de troisiéme famille. Dans ces deux
derniers cas, il est discontinu et les y sont uniformes,

22. Pour terminer, donnons I'exemple suivant :
Considérons l'intégrale elliptique

Soe=s
VaZ—a7y(i+1)
l()

Soient w, () et w,(y) deux périodes distinctes et 5 = D) ) y est

une fonction modulairede = : ¥ = 3(3); si nous prenons £, (x,) = o(x,)
et(x,) =\9'(.x,), nous obuendrons le groupe G dont les transforma-
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tions sont uniformes :

\f__ o .9,

())’ "f d)l (’\q

Sl 2 _L 4_' e
\:.-,/—-[ |+)sl4(y -——I)’ 9 - '~’l~,| )"3(\"::"“) ]‘),)'l

X}
+2w.u /—-v’
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